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Você pode estar se perguntando por que escolhemos para a capa desta edição 
uma foto de um veículo robô para exploração em Marte da NASA. Na ver¬ 
dade, escolhemos por várias razões. Primeiro, o espaço representa a fronteira 
mais emocionante para todo o mundo! Segundo, a maior parte do veículo robô 
consiste em diversos tipos de circuitos, que devem trabalhar sem necessidade 
de manutenção, porque quando o veículo robô estiver em Marte, será difícil 
encontrar um técnico! 

O veículo robô tem um sistema de alimentação que fornece toda a energia 
necessária para movê-lo, ajudá-lo a recolher amostras e analisá-las, transmitindo 
os resultados e recebendo instruções da Terra. Uma das questões mais importan¬ 
tes que surge como um problema é o comando do veículo robô que leva cerca de 
20 minutos para as comunicações serem transmitidas da Terra para Marte, fazen¬ 
do que o veículo robô não execute rapidamente mudanças exigidas pela NASA. 

O que acho mais incrível é que um dispositivo eletromecânico sofisticado 
e complicado como esse pode funcionar com tanta precisão e confiabilidade 
depois de voar milhares de quilômetros e cair saltando no solo, embora envolto 
em uma estrutura inflada. Você pode ver um vídeo fantástico de uma animação 
incrível da chegada desse veículo no planeta Marte em: http://www.youtube. 
com/watch?v=5UmRx4dEdRI. Divirta-se ! 


Destaques 

Novidades desta edição 

O Capítulo 13 apresenta um modelo para acoplamento magnético que conduz 
o estudante a uma análise mais fácil, bem como melhora a sua capacidade 
de encontrar erros. Utilizamos esse modelo com sucesso há anos e senti que 
era chegado o momento de adicioná-lo ao livro. Além disso, há mais de 600 
novos problemas no final de cada capítulo, que foram editados, bem como os 
problemas práticos. 

Como dito anteriormente, acrescentamos também o uso MultiSim™ da 
National Instruments nas soluções para quase todos os problemas resolvidos 
com o uso do PSpice ®. Uma versão limitada do programa MultiSim, bem 
como alguns arquivos para a prática de exercícios, pode ser acessada no 
site da McGraw-Hill (www.mhhe.com/alexander). Os tutoriais do PSpice, 
MA TL A B : e KCIDE, todos em português, estão no site do Grupo A. 

Adicionamos 43 novos problemas no Capítulo 16, para melhorar o uso 
das poderosas técnicas de análise no domínio s que são usadas para determinar 
tensões e correntes em circuitos. 

O que foi mantido das edições anteriores 

Um curso de análise de circuitos talvez seja o primeiro momento em que os es¬ 
tudantes terão contato com a engenharia elétrica. Este também será o momento 





• X 


Prefácio 


em que poderemos melhorar algumas das habilidades que eles necessitarão 
mais tarde quando aprenderem a projetar circuitos. 

Um dos destaques desta edição é a seção de Problemas ao final de cada capí¬ 
tulo, em que constam questões cujo objetivo é estimular os estudantes a elaborar 
problemas. Essas questões foram desenvolvidas para melhorar as competências 
que representam uma parte importante no processo de projetos de circuitos. Sabe¬ 
mos que em um curso fundamental de circuitos não é possível desenvolver com¬ 
pletamente essas habilidades, e que para desenvolvê-las totalmente os estudantes 
precisam vivenciar os projetos, que é uma atividade normalmente reservada para 
o seu último ano de curso. Isso não significa que algumas das competências não 
possam ser desenvolvidas e exercitadas em um curso de circuitos. 

Este livro já incluía questões abertas que ajudam os estudantes a usarem 
a criatividade, essencial no aprendizado de projetos. Queríamos acrescentar 
muito mais nessa importante área e, por isso, desenvolvemos uma abordagem 
exatamente com essa finalidade. Quando desenvolvemos problemas para se¬ 
rem resolvidos, o nosso objetivo é que o estudante aprenda mais sobre a teoria 
e o processo de resolução de problemas. Por que não propor problemas de pro¬ 
jeto aos estudantes? Isso é exatamente o que fazemos em cada capítulo. Dentro 
do conjunto de problemas comuns, temos um conjunto de problemas no qual 
pedimos ao estudante que elabore um problema para ajudar outros estudan¬ 
tes a entenderem melhor um conceito importante. Isso produz dois resultados 
importantes. O primeiro é uma melhor compreensão da base teórica, e o se¬ 
gundo é o desenvolvimento de algumas habilidades básicas de projeto. Assim, 
estamos aplicando de forma eficaz o princípio básico de aprender ensinando. 
Essencialmente, todos nós aprendemos melhor quando ensinamos um assunto, 
e sabemos que a elaboração de problemas eficazes é uma parte fundamental do 
processo de ensino. Os estudantes também devem ser incentivados a desenvol¬ 
ver problemas, quando apropriado, que tenham resultados significativos e não 
necessariamente manipulações matemáticas complicadas. 

Outra vantagem interessante do nosso livro é que existe um total de 2.447 
Exemplos, Problemas práticos, Questões para revisão e Problemas no final dos 
capítulos. As respostas para todos os Problemas práticos são apresentadas na 
sequência de seu enunciado em cada capítulo, e as respostas dos Problemas 
ímpares são apresentadas no Apêndice D. 

A metodologia de ensino desta 5 a edição continua sendo a mesma das edi¬ 
ções anteriores: apresenta a análise de circuitos de uma forma mais clara, atrativa 
e fácil de entender que outros livros de circuitos, e ajuda os estudantes a sentirem 
interesse no estudo de engenharia. Para isso, usamos as seguintes estratégias: 

• Aberturas dos capítulos e resumos 

Cada capítulo inicia com uma discussão sobre como aperfeiçoar habili¬ 
dades que contribuam para a resolução bem-sucedida de problemas, bem 
como para carreiras de sucesso ou, então, por uma orientação vocacional 
sobre uma subdisciplina da engenharia elétrica. Esta é seguida por uma 
introdução que associa o capítulo atual com os capítulos anteriores e enu¬ 
mera os objetivos do capítulo. O capítulo se encerra com um resumo dos 
principais conceitos e fórmulas. 

• Metodologia para a resolução de problemas 

O Capítulo 1 introduz um método de seis etapas para a resolução de pro¬ 
blemas envolvendo circuitos, que é adotado de modo consistente ao longo 
do livro e em suplementos de outras formas, como mídia, para promover 
práticas de resolução de problemas bem fundamentadas. 
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• Estilo de escrita voltado para o estudante 

Todos os princípios são apresentados de forma clara, lógica e em passo a 
passo. Evitamos o máximo possível a prolixidade e o fornecimento de de¬ 
talhes em excesso que poderiam ocultar conceitos e impedir a compreensão 
geral do material. 

• Fórmulas em quadros e termos-chave 

Fórmulas importantes são apresentadas em quadros como maneira de aju¬ 
dar os estudantes a distinguir o que é essencial daquilo que não é. Da mes¬ 
ma forma, para garantir que eles compreendam claramente o significado do 
assunto, são definidos e destacados termos-chave. 

• Hipertextos 

São usados hipertextos como ferramenta pedagógica. Eles atendem a di¬ 
versos objetivos, como dicas, referências a outros trechos da obra, alertas, 
lembretes para não cometer certos erros comuns e ideias para a resolução 
de problemas. 

• Exemplos resolvidos 

No final de cada seção é fornecida grande quantidade de exemplos detalha¬ 
damente resolvidos, que são considerados parte do texto e explicados de 
forma clara, sem exigir que o leitor deduza etapas faltantes. Esses exem¬ 
plos dão aos alunos um perfeito entendimento da solução e confiança para 
resolverem os problemas por si só, e parte deles é resolvida de duas ou três 
maneiras diferentes. 

• Problemas práticos 

Para ser mais didático, cada exemplo ilustrativo é seguido imediatamente 
por um problema prático com a resposta. Os estudantes podem seguir o 
exemplo, passo a passo, para resolver o problema prático sem ficar vascu¬ 
lhando páginas ou ver as respostas no final do livro. O problema prático 
também se destina a verificar se os estudantes compreenderam o exem¬ 
plo precedente e também reforçará o entendimento do material antes que 
passem para a seção seguinte. As soluções completas para os problemas 
práticos estão disponíveis no site do Grupo A. 

• Seções com aplicações 

A última seção em cada capítulo é dedicada a aspectos de aplicação prática 
dos conceitos estudados no capítulo. O material visto é aplicado a pelo me¬ 
nos um ou dois dispositivos ou problemas práticos, ajudando os estudantes 
a ver como os conceitos são aplicados a situações da vida real. 

• Questões para revisão 

Dez questões de revisão no formato múltipla escolha são fornecidas no fi¬ 
nal de cada capítulo com as respectivas respostas. As questões para revisão 
se destinam a abordar os pequenos “truques” que os exemplos e os proble¬ 
mas talvez não abordem, e servem como dispositivo para autoavaliação e 
ajudam os estudantes a determinar seu nível de domínio sobre os conceitos 
apresentados no capítulo. 

• Ferramentas de computador 

Reconhecendo as exigências da ABET® (Accreditation Board of Engi- 
neering and Technology) em relação a ferramentas computacionais inte¬ 
gradas, é incentivado o uso do PSpice, do MultiSim, do MATLAB e do KCIDE 
for Circuits em nível facilitado para o estudante. O PSpice é abordado logo 
no início, de modo que os estudantes se familiarizem e usem essa ferramen¬ 
ta ao longo do livro. Os tutoriais sobre esses softwares, exceto do MultSim, 
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estão disponíveis no site www.grupoa.com.br. O MATLAB também é in¬ 
troduzido logo no começo do livro. 

• Problemas voltados para elaboração de problemas 
Finalmente, os problemas voltados para a elaboração de problemas são 
idealizados para ajudar os estudantes a desenvolverem habilidades que se¬ 
rão necessárias no desenvolvimento de projetos de circuitos. 

• Perfis históricos 

Perfis históricos concisos ao longo do texto fornecem dados importantes 
e datas relevantes de personalidades da área para o estudo da engenharia 
elétrica, como Faraday Ampère, Edison, Henry, Fourier, Volta e Bell. 

• Discussão prévia sobre amplificadores operacionais 

O amplificador operacional (AOP) como elemento básico é introduzido no 
início do livro. 

• Discussão sobre transformadas de Fourier e de Laplace 

Para facilitar a transição entre o curso de Circuitos e os cursos de Sinais e 
Sistemas, as transformadas de Laplace e de Fourier são analisadas de forma 
abrangente e clara. Os capítulos são desenvolvidos de tal maneira que o 
professor interessado possa ir de soluções de circuitos de primeira ordem 
ao Capítulo 15. Isso possibilitará uma progressão bem natural, da transfor¬ 
mada de Laplace à transformada de Fourier até circuitos CA. 

• Exemplos mais detalhados 

Exemplos resolvidos com grande cuidado, de acordo com o método de 
resolução de seis etapas, fornecem um guia para os estudantes resolverem 
problemas de forma consistente. E apresentado pelo menos um exemplo 
com essa proposta em cada capítulo. 

• Aberturas de capítulo com EC 2000 

Fundamentado no novo Critério 3 da ABET, com base em habilidades, as 
aberturas dos capítulos são dedicadas a discussões sobre como os estudan¬ 
tes poderão adquirir as habilidades necessárias que os levarão a uma carrei¬ 
ra brilhante de engenheiro. Como essas habilidades e esses conhecimentos 
são muito importantes para o estudante durante o curso superior, assim 
como em sua carreira, usamos o título: Progresso profissional. 

• Problemas como lição de casa 

Mais de 300 novos problemas de final de capítulo dão aos estudantes excelente 
oportunidade de prática, assim como de reforço de conceitos fundamentais. 

• ícones para identificação de problemas como lição de casa 

São usados ícones para destacar problemas relacionados com projeto de 
engenharia, bem como problemas que podem ser solucionados por meio do 
PSpice, MultiSim, KCIDE ou MATLAB. 


Aplicações práticas 

A seguir, apresentamos uma amostra das aplicações encontradas neste livro: 

• Bateria recarregável de lanterna (Problema 1.11) 

• Custo do consumo de uma torradeira (Problema 1.25) 

• Potenciômetro (Seção 2.8) 

• Projeto de um sistema de iluminação (Problema 2.61) 

• Leitura de um voltímetro (Problema 2.66) 

• Controle de velocidade de um motor (Problema 2.74) 
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• Apontador de lápis elétrico (Problema 2.79) 

• Cálculo da tensão de um transistor (Problema 3.86) 

• Modelo de um transdutor (Problema 4.87) 

• Medidor de deformação ( strain gauge) (Problema 4.90) 

• Ponte de Weatstone (Problema 4.91) 

• Projeto de um DAC de 6 bits (Problema 5.83) 

• Amplificador de instrumentação (Problema 5.88) 

• Projeto de um circuito de computador analógico (Exemplo 6.15) 

• Projeto de um circuito com AOP (Problema 6.71) 

• Projeto de um computador analógico para resolver equação diferencial 
(Problema 6.79) 

• Subestação de energia elétrica - banco de capacitores (Problema 6.83) 

• Flash eletrônico para câmeras fotográficas (Seção 7.9) 

• Circuito para ignição de automóveis (Seção 7.9) 

• Máquina de soldar (Problema 7.86) 

• Acionador de airbag (Problema 8.78) 

• Modelo elétrico de funções corpóreas - estudo de convulsões (Problema 
8.82) 

• Sensor eletrônico industrial (Problema 9.87) 

• Sistema de transmissão de energia (Problema 9.93) 

• Projeto de um oscilador Colpitts (Problema 10.94) 

• Circuito amplificador estéreo (Problema 13.85) 

• Circuito girador ( gyrator ) (Problema 16.62) 

• Cálculo de número de estações permitidas na faixa de transmissão AM 
(Problema 18.63) 

• Sinal de voz - taxa de Nyquist (Problema 18.65) 


Organização 

Este livro foi escrito para um curso de Análise de Circuitos Lineares com du¬ 
ração de dois semestres ou três bimestres, ou para um curso de um semestre 
usando uma seleção adequada de capítulos e seções feita pelo professor. O 
livro é dividido em três grandes partes: 

• A Parte 1 , constituída pelos Capítulos de 1 a 8, é destinada a circuitos de 
corrente contínua (CC). Ela abrange as leis e teoremas fundamentais, téc¬ 
nicas de análise de circuitos, assim como elementos ativos e passivos. 

• A Parte 2, contendo os Capítulos de 9 a 14, trata de circuitos de corrente al¬ 
ternada (CA). Ela introduz fasores, análise em regime estacionário senoidal, 
energia elétrica CA, valor eficaz, sistemas trifásicos e resposta de frequência. 

• A Parte 3, formada pelos Capítulos de 15 a 19, é dedicada a técnicas avan¬ 
çadas para análise de circuitos. Essa parte fornece aos estudantes uma in¬ 
trodução sólida à transformada de Laplace, séries de Fourier, transformada 
de Fourier e análise de circuitos de duas portas. 

O material contido nas três partes é mais que suficiente para um curso de dois 
semestres e, portanto, o professor deve selecionar os capítulos e as seções que 
serão estudados. As seções identificadas com o símbolo de uma adaga (f) 
podem ser suprimidas, explicadas de forma breve ou dadas como lição de casa, 
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pois podem ser omitidas sem perda de continuidade. O professor também pode 
escolher alguns exemplos, alguns problemas e algumas seções para abordar 
em sala de aula ou para dar como lição de casa. Como já afirmado anterior¬ 
mente, utilizamos três ícones nesta edição. Usamos o ícone do PSpice (J§) para 
indicar problemas que requerem o seu uso no processo de resolução, nos quais 
a complexidade do circuito é tal que essa ferramenta tornaria o processo de 
solução muito mais fácil, ou então, serve para verificar se o problema foi resol¬ 
vido corretamente. Empregamos o ícone do MATLAB (*j L ) para denotar proble¬ 
mas nos quais é exigido o seu uso no processo de resolução, o qual faz sentido 
em virtude da constituição e complexidade do problema ou, então, serve como 
ferramenta de conferência para a solução encontrada por outro método. Final¬ 
mente, usamos o ícone de projeto (e€)d) para identificar problemas que ajudam 
o estudante a desenvolver habilidades e conhecimentos necessários para pro¬ 
jetos de engenharia. Problemas com maior grau de dificuldade são assinalados 
com um asterisco (*). 

São apresentados problemas abrangentes após os problemas no final de 
cada capítulo. Eles são, em sua maioria, problemas aplicativos que exigem 
conhecimentos adquiridos naquele capítulo em particular. 


Pré-requisitos 

Como acontece com a maioria dos cursos introdutórios sobre circuitos, os prin¬ 
cipais pré-requisitos para um curso que adote este texto são a física e o cálculo. 
Alguma familiaridade com números complexos é útil na parte final do livro, 
porém, não exigida. Uma grande vantagem deste livro é que TODAS as equa¬ 
ções matemáticas e TODOS os fundamentos de física, que serão necessários 
para o estudante, estão inclusos no texto. 


Material de apoio 

Knowledge Capturing Integrated Design Environment for Circuits 
(KCIDE forCircuits) 

Esse software, desenvolvido pela Cleveland State University e financiado pela 
NASA, foi projetado para ajudar os estudantes a resolverem problemas com 
circuitos de forma organizada e usando a metodologia de seis etapas de reso¬ 
lução de problemas do livro. O KCIDE for Circuits possibilita aos estudantes 
resolverem um problema de circuitos no PSpice e MATLAB, acompanharem a 
evolução de sua resolução e salvarem um registro de seu processo para referên¬ 
cia futura. Além disso, o software gera, automaticamente, um documento Word 
e/ou apresentação em PowerPoint. Esse software pode ser baixado livremente. 
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Nota ao estudante 


Talvez este seja seu primeiro curso de engenharia elétrica. Embora seja uma 

disciplina fascinante e desafiadora, o curso pode lhe causar certa intimidação. 

E, por isso, este livro foi escrito: para poder impedir isso. Um bom livro-texto 

e um bom professor são uma vantagem - mas o aprendizado depende de você. 

Tendo essas ideias em mente, certamente você se dará bem em seu curso. 

• O presente curso é a base sobre a qual se apoia a maioria dos demais cursos 
do currículo de engenharia elétrica. Por essa razão, esforce-se o máximo 
possível. Estude regularmente durante o curso. 

• A resolução de problemas é parte essencial do processo de aprendizado. 
Resolva o maior número possível de problemas. Comece resolvendo o pro¬ 
blema prático, que vem logo após cada exemplo e, em seguida, prossiga 
para os problemas de final de capítulo. A melhor maneira de aprender é 
resolver um grande número de problemas. O asterisco ao lado do número 
do problema indica um problema desafiador. 

• O PSpice e o MultiSim, programas de computador para análise de circuitos, 
são usados ao longo deste livro. O PSpice é o programa mais popular para 
essa análise utilizado na maioria das universidades; o tutorial sobre este 
programa está disponível como material online. Esforce-se para aprendê- 
-los, porque é possível resolver qualquer problema de circuito com eles 
e, assim, se certificar de que está entregando uma solução correta para o 
problema. 

• MATLAB é outro software muito útil na análise de circuitos e para os de¬ 
mais cursos que você está fazendo. O tutorial sobre o MATLAB também 
está disponível no site www.gmpoa.com.br. A melhor maneira de aprendê- 
-lo é começar a usá-lo assim que você conhecer alguns comandos. 

• Cada capítulo termina com uma seção sobre como o material visto pode ser 
aplicado a situações da vida prática. Talvez os conceitos nessa seção pos¬ 
sam ser novos e avançados para você. Sem dúvida nenhuma, você apren¬ 
derá mais detalhes em outras matérias. Nosso principal interesse aqui é 
ganhar familiaridade geral com tais ideias. 

• Tente resolver as questões de revisão no final de cada capítulo, pois o aju¬ 
darão a descobrir alguns “truques” não revelados em sala de aula ou no 
livro-texto. 

• Certamente foi investido um grande esforço para tornar os detalhes téc¬ 
nicos apresentados neste livro fáceis de serem compreendidos. Ele ainda 
contém todos os conceitos de matemática e física necessários para entender 
a teoria e será muito útil em outros cursos de engenharia. Entretanto, tam¬ 
bém nos concentramos na criação de uma referência para você usar tanto 
na universidade como na vida profissional ou na busca da obtenção de um 
grau acadêmico. 

• E muito tentadora a ideia de vender seu exemplar após ter terminado seu 
curso; entretanto, recomendamos que você NÃO VENDA SEUS LIVROS 
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• xviii 


DE ENGENHARIA! Apesar de os livros sempre serem caros, o custo deste 
livro é praticamente o mesmo que paguei em dólares, pelos meus livros de 
circuitos no início da década de 1960. Na realidade, ele é realmente mais 
barato. Isso porque os livros de engenharia do passado não chegam nem 
perto da abrangência disponível hoje. 

Na minha época de estudante, não vendi nenhum dos meus livros didáticos 
de engenharia e fiquei muito feliz por não ter feito isso! Descobri que precisei 
da maioria deles ao longo de minha carreira. No Apêndice A, é apresentado 
um breve resumo sobre resolução de determinantes; no Apêndice B, números 
complexos; e, no Apêndice C, fórmulas matemáticas. As respostas para os pro¬ 
blemas com numeração ímpar são dadas no Apêndice D. Divirta-se! 

Charles K. Alexander 

Departamento de Engenharia Elétrica e 
Computação Cleveland State University 

Matthew N. O. Sadiku 

Departamento de Engenharia Elétrica e 
Computação Prairie View A&M University 
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•1 

CONCEITOS BÁSICOS 


Alguns livros devem ser degustados, outros devem ser engolidos 
e alguns poucos devem ser mastigados e digeridos. 

Francis Bacon 


Progresso profissional 

Critérios ABET EC 2000 (3.a), "habilidade 
matemática, ciências e engenharia". 

Quando se é estudante, é fundamental estudar ma¬ 
temática, ciências e engenharia com o propósito de 
torná-lo capaz de aplicar esses conhecimentos na 
resolução de problemas de engenharia. A capaci¬ 
dade, nesse caso, é a habilidade de pôr em práti¬ 
ca os fundamentos dessas áreas na solução de um 
problema. Portanto, como podemos desenvolver e 
aperfeiçoar essa habilidade? 

A melhor abordagem é resolver o maior núme¬ 
ro possível de problemas em todos os seus cursos. 
Entretanto, se você realmente quiser ter êxito nes¬ 
se ponto, deverá dedicar um tempo para analisar 
onde, quando e por que você tem dificuldade em 
chegar de maneira fácil a soluções bem-sucedidas. 
Talvez você se surpreenda ao constatar que a maior 
dificuldade na resolução de problemas está rela¬ 
cionada com a matemática e não com a interpre¬ 
tação da teoria. Talvez você também constate que 
geralmente começa a resolver o problema de forma 
precoce. Investir um tempo para pensar em como 
resolvê-lo sempre irá, no final das contas, lhe pou¬ 
par tempo e frustração. 


em aplicar conhecimentos de 


No meu caso, o que funciona melhor é a aplica¬ 
ção de nossa técnica de seis etapas para resolução de 
problemas. Em seguida, identifico cuidadosamente 
as áreas nas quais tenho dificuldade e, muitas vezes, 
minhas reais deficiências estão no entendimento e na 
habilidade em usar corretamente certos princípios 
matemáticos. De imediato, lanço mão de meus livros 
de matemática fundamental e reviso atenciosamente 
as seções apropriadas e, em alguns casos, resolvo al¬ 
guns problemas do exemplo do livro consultado. Isso 
me leva a outro ponto importante que você sempre 
deve seguir: ter à mão todos os seus livros-texto de 
fundamentos de matemática, ciências e engenharia. 

Esse processo de sempre pesquisar um ma¬ 
terial que você acha que já assimilou em cursos 
anteriores pode parecer, a princípio, muito ente- 
diante; entretanto, à medida que suas habilida¬ 
des se desenvolvem e seu conhecimento cresce, 
isso se tornará cada vez mais fácil. Pessoalmen¬ 
te falando, foi exatamente esse processo que me 
transformou de um estudante abaixo da média a 
alguém que pôde receber um título de Ph.D. e se 
tornar um pesquisador bem-sucedido. 
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• 4 Fundamentos de circuitos elétricos 


1.1 


Introdução 


As teorias de circuitos elétricos e de eletromagnetismo são as duas teorias fun¬ 
damentais sobre as quais todos os campos da engenharia elétrica se baseiam. 
Muitos ramos da engenharia elétrica, como geração de energia, máquinas elé¬ 
tricas, controle, eletrônica, comunicações e instrumentação, têm como princí¬ 
pio teoria dos circuitos elétricos. Portanto, o curso básico de teoria de circuitos 
elétricos é o curso mais importante para um estudante de engenharia elétrica e 
sempre é um excelente ponto de partida para quem está iniciando nessa área. A 
teoria de circuitos também é valiosa para os alunos que estão se especializando 
em outras áreas de ciências físicas, pois os circuitos são um excelente modelo 
para o estudo de sistemas de energia em geral e também por ter matemática 
aplicada, física e topologia envolvidas. 

Na engenharia elétrica, estamos muitas vezes interessados na comunica¬ 
ção ou na transmissão de energia de um ponto a outro, e para isso é necessária 
uma interconexão de dispositivos elétricos. Tal interconexão é conhecida como 
circuito elétrico e cada componente do circuito é denominado elemento. 


Circuito elétrico é uma interconexão de elementos elétricos. 


Corrente 



Figura 1.1 Circuito elétrico simples. 


Um circuito elétrico simples, como mostrado na Figura 1.1, é formado por 
três elementos básicos: uma bateria, uma lâmpada e fios para interconexão. 
Ele pode existir por si só, pois tem várias aplicações, como uma lanterna, um 
holofote e assim por diante. 

Um circuito real mais complexo é mostrado na Figura 1.2, represen¬ 
tado pelo diagrama esquemático de um transmissor de rádio. Embora pa¬ 
reça complicado, esse circuito pode ser analisado empregando as técnicas 
estudadas neste livro. Nosso objetivo é que você aprenda várias técnicas 
analíticas e aplicações de software para descrever o comportamento de um 
circuito como esse. 


Os circuitos elétricos são usados em inúmeros sistemas elétricos para 
realizar diferentes tarefas. O propósito deste livro não é o estudo dos vários 
empregos e aplicações de circuitos, mas, sim, a análise de circuitos. Nesse 
sentido, estudaremos o comportamento de um circuito: como ele responde a 
uma determinada entrada? Como os elementos e dispositivos interconectados 
interagem no circuito? 



Figura 1.2 Circuito elétrico de um transmissor de rádio. 
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Começaremos nosso estudo definindo alguns conceitos básicos. Entre esses 
conceitos temos carga, corrente, tensão, elementos de circuito, potência e ener¬ 
gia. Antes da definição de cada um deles, temos de estabelecer um sistema de 
unidades que usaremos ao longo do livro. 


1.2 


Sistemas de unidades 


Como técnicos e engenheiros eletricistas, lidamos com quantidades mensurá¬ 
veis. Entretanto, nossa medição deve ser dita em uma linguagem-padrão que 
praticamente todos os profissionais serão capazes de entender, independente¬ 
mente do país onde a medida estiver sendo feita. O Sistema Internacional de 
Unidades (SI), adotado pela Conferência Geral de Pesos e Medidas em 1960, 
é conhecido como uma linguagem de medição internacional. Nesse sistema, 
existem seis unidades principais a partir das quais todas as demais grandezas 
físicas podem ser derivadas. A Tabela 1.1 mostra essas seis unidades, seus sím¬ 
bolos e as grandezas físicas que elas representam. As unidades SI são usadas 
ao longo de todo o livro. 

Uma grande vantagem das unidades SI é o uso de prefixos baseados na 
potência de 10 para a obtenção de unidades maiores e menores em relação 
às unidades básicas. A Tabela 1.2 mostra os prefixos SI e seus símbolos. Por 
exemplo, a seguir temos expressões da mesma distância em metros (m): 


600.000.000 mm 600.000 m 600 km 


Carga e corrente 

O conceito de carga elétrica é o princípio fundamental para explicar todos os 
fenômenos elétricos. Da mesma forma, a quantidade mais elementar em um 
circuito elétrico é a carga elétrica. Todos nós experimentamos o efeito da car¬ 
ga elétrica quando tentamos tirar nosso suéter de lã e este fica preso ao nosso 
corpo ou vamos caminhar sobre um carpete e tomamos um choque. 


Carga é uma propriedade elétrica das partículas atômicas que compõem a 
matéria, medida em coulombs (C). 


Tabela 1.1 • As seis unidades SI básicas e uma unidade relevante usada neste 
livro. 

Quantidade 

Unidade básica 

Símbolo 

Comprimento 

metro 

m 

Massa 

quilograma 

kg 

Tempo 

segundo 

s 

Corrente elétrica 

ampère 

A 

Temperatura tennodinâmica 

kelvin 

K 

Intensidade luminosa 

candeia 

cd 

Carga 

coulomb 

c 


1.3 


Tabela 1.2 • Prefixos SI. 

Multiplicador 

Prefixo 

Símbolo 

10 18 

exa 

E 

10 15 

peta 

P 

10 12 

tera 

T 

10 9 

giga 

G 

10 6 

mega 

M 

10 3 

quilo 

k 

10 2 

hecto 

h 

10 

deka 

da 

10 1 

deci 

d 

10- 2 

centi 

c 

10~ 3 

mili 

m 

10~ 6 

micro 

M 

10~ 9 

nano 

n 

10~ 12 

pico 

p 

10~ 15 

femto 

f 

10 18 

atto 

a 
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-e -0 


Bateria 


Figura 1.3 Corrente elétrica devido 
ao fluxo de cargas eletrônicas em um 
condutor. 


Sabemos, da física elementar, que toda matéria é formada por elementos fun¬ 
damentais conhecidos como átomos, que são constituídos por elétrons, prótons 
e nêutrons. Também sabemos que a carga e em um elétron é negativa e igual 
em magnitude a 1,602 X 10 19 C, enquanto um próton transporta uma carga 
positiva de mesma magnitude do elétron. A presença de números iguais de 
prótons e elétrons deixa um átomo com carga neutra. 

Os seguintes pontos devem ser observados sobre a carga elétrica: 

1. Coulomb é uma unidade grande para cargas. Em 1 C de carga, existem 1/ 
(1,602 X 10“ 19 ) = 6,24 X 10 18 elétrons. Portanto, valores reais ou de labo¬ 
ratório para cargas se encontram na casa dos pC, nC ou juC. 1 

2. De acordo com observações experimentais, as únicas cargas que ocorrem na 
natureza são múltiplos inteiros da carga eletrônica e = -1,602 X 10 19 C. 

3. A lei da conservação das cargas afirma que as cargas não podem ser cria¬ 
das nem destruídas, apenas transferidas. Portanto, a soma algébrica das 
cargas elétricas de um sistema não se altera. 

Agora, consideremos o fluxo de cargas elétricas. Uma característica exclu¬ 
siva da carga elétrica é o fato de ela ser móvel; isto é, ela pode ser transferida 
de um lugar a outro, onde pode ser convertida em outra forma de energia. 

Quando um fio condutor (formado por vários átomos) é conectado a uma 
bateria (uma fonte de força eletromotriz), as cargas são compelidas a se mover; 
as cargas positivas se movem em uma direção, enquanto as cargas negativas 
se movem na direção oposta. A essa movimentação de cargas dá o nome de 
corrente elétrica. Por convenção, o fluxo da corrente é aquele das cargas po¬ 
sitivas, isto é, ao contrário do fluxo das cargas negativas, conforme mostra 
a Figura 1.3. Essa convenção foi introduzida por Benjamin Franklin (1706- 
-1790), cientista e inventor norte-americano. Embora saibamos que a corrente 
em condutores metálicos se deve a elétrons carregados negativamente, segui¬ 
remos a convenção adotada universalmente de que a corrente é o fluxo líquido 
das cargas positivas. Portanto, 




Convenção é uma maneira 
padronizada de se descrever algo 
de modo que outros profissionais 
da área possam entender seu 
significado. Usaremos convenções 
do Institute of Electrical Electronics 
Engineers (IEEE) ao longo deste 
livro. 


Corrente elétrica é o fluxo de carga por unidade de tempo, medido em 
ampères (A). 


Matematicamente, a relação entre a corrente i, a carga q e o tempo t é 


a dq 
dt 


( 1 . 1 ) 


onde a corrente é medida em ampères (A) e 

1 ampère = 1 coulomb/segundo 

A carga transferida entre o instante t 0 c o instante t é obtida integrando ambos 
os lados da Equação (1.1). Obtemos 


1 Entretanto, um capacitor grande de uma fonte de alimentação é capaz de armazenar 
até 0,5 C de carga. 
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PERFIS HISTÓRICOS 

Andre-Marie Ampère (1775-1836), matemático e físico francês, criou as ba¬ 
ses da eletrodinâmica. Definiu corrente elétrica e, em meados de 1820, desenvol¬ 
veu uma maneira de medi-la. 

Nascido em Lyons, na França, aos 12 anos, Ampère aprendeu o latim em pou¬ 
cas semanas, já que havia um profundo interesse por matemática e muitos dos 
seus melhores trabalhos eram escritos nesse idioma. Foi um brilhante cientista 
e um escritor prolífico. Formulou as leis do eletromagnetismo. Inventou o ele- 
troímã e o amperímetro. A unidade de corrente elétrica, o ampère, recebeu esse 
nome em sua homenagem. 



Da Burndy Library Collection 
na Huntington Library, San 
Marino, Califórnia. 



rt 

i dt 

11 

(1.2) 

J 

h 



A maneira pela qual definimos a corrente i na Equação (1.1) sugere que a 
corrente não precisa ser uma função de valor constante. Como muitos dos 
exemplos e problemas neste e nos capítulos posteriores sugerem, podem ha¬ 
ver diversos tipos de corrente; isto é, a carga pode variar com o tempo de 
diversas maneiras. 

Se a corrente não muda com o tempo e permanece constante, podemos 
chamá-la de corrente contínua (CC). 


Corrente contínua (CC) é uma corrente que permanece constante ao longo 
do tempo. 


Por convenção, o símbolo / é usado para representar uma corrente contínua 
desse tipo. 

Uma corrente que varia com o tempo é conhecida pelo símbolo i. E uma 
forma comum de corrente é a corrente senoidal ou corrente alternada (CA). 


Corrente alternada (CA) é uma corrente que varia com o tempo segundo 
uma forma de onda senoidal. 


0 


(a) 



Figura 1.4 Dois tipos comuns de 
corrente: (a) corrente contínua (CC); 
(. b ) corrente alternada (CA). 


Uma corrente desse tipo é aquela que usamos em nossas residências para ligar¬ 
mos aparelhos de ar-condicionado, refrigeradores, máquinas de lavar roupa e 
outros eletrodomésticos. A Figura 1.4 ilustra as correntes contínua e alternada; 
esses são os dois tipos mais comuns de corrente. Veremos outros tipos de cor¬ 
rente mais à frente. 

Ao definirmos corrente como a movimentação de cargas, é esperado que 
ela tenha um sentido de fluxo associado. Como mencionado anteriormente, 
esse sentido é, por convenção, tomado como o sentido da movimentação das 
cargas positivas. Sendo assim, uma corrente de 5 A poderia ser representada 
positiva ou negativamente, como pode ser observado na Figura 1.5. Em outras 
palavras, uma corrente negativa de -5 A fluindo em um determinado sentido, 
conforme mostrado na Figura 1.5b, é a mesma que uma corrente de +5 Afluin¬ 
do no sentido oposto. 




Figura 1.5 Fluxo convencional de 
corrente: ( a ) fluxo positivo de corrente; 
(b) fluxo negativo de corrente. 
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• EXEMPLO 1.1 

Qual é a quantidade de carga representada por 4.600 elétrons? 

Solução: Cada elétron tem uma carga igual a -1,602 XKT 19 C. Portanto, 4.600 elé¬ 
trons terão-1,602 X 1(T 19 C/elétron X 4.600 elétrons = -7,369 X 10 _16 C. 

PROBLEMA PRÁTICO 1.1 Calcule a quantidade de carga representada por seis milhões de prótons. 

Resposta: +9,612 X 10 13 C. 


• EXEMPLO 1.2 




PROBLEMA PRÁTICO 1.2 


A carga total entrando em um terminal é dada por q = 5 1 sen 4ir t mC. Calcule a corrente 
no instante t = 0,5 s. 

Solução: i = — = —(5 1 sen 47rt) mC/s = (5 sen 4ttí + 20ttí cos 4irf) mA 
dt dt 

Para t = 0,5, 

i — 5 sen 2tt + 107r cos 2-77 = 0 + 10 tt = 31,42 mA 

Se no Exemplo 1.2, q = (10 - 10e~ 2í ) mC, detennine a corrente em t = 1,0 s. 
Resposta: 2,707 mA. 


• EXEMPLO 1.3 


Determine a carga total que entra em um terminal entre os instantes 
corrente que passa pelo terminal é i = (3 1 2 -t) A. 


Solução: Q 



5,5 C 


• PROBLEMA PRÁTICO 1.3 


A corrente que flui através de um elemento é 


í 4 A, 0 < t < 1 
(4? 2 A, t > 1 


Calcule a carga que entra no elemento de? = 0aí = 2s. 
Resposta: 13,333 C. 


s e t = 2 s se a 


1.4 


Tensão 


Conforme explicado anteriormente, para deslocar o elétron em um condutor a 
determinado sentido é necessário algum trabalho ou transferência de energia. 
Esse trabalho é realizado por uma força eletromotriz (FEM) externa represen¬ 
tada pela bateria na Figura 1.3. Essa FEM também é conhecida como tensão 
ou diferença de potencial. A tensão v ab entre dois pontos a e b em um circuito 
elétrico é a energia (ou trabalho) necessária para deslocar uma carga unitária 
de a para b\ matematicamente. 


a dw 


Vab 


dq 


(1.3) 


onde w é a energia em joules (J) e q é a carga em coulombs (C). A tensão v ab , 
ou simplesmente v, é medida em volts (V), nome dado em homenagem ao 
físico italiano Alessandra Antonio Volta (1745-1827), que inventou a primeira 
pilha voltaica. A partir da Equação (1.3) fica evidente que 


1 volt = 1 joule/coulomb = 1 newton-metro/coulomb 
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PERFIS HISTÓRICOS 


Alessandra Antonio Volta (1745-1827), físico italiano, inventou a bateria 
elétrica, a qual forneceu o primeiro fluxo contínuo de eletricidade, e o capacitor. 

Nascido de uma nobre família em Como, Itália, Volta realizou experimentos 
elétricos aos 18 anos. A sua invenção da bateria, em 1796, revolucionou o uso da 
eletricidade. A publicação de seu trabalho, em 1800, marcou o começo da teoria 
de circuitos elétricos. Volta recebeu várias homenagens durante a sua vida. A 
unidade de tensão, ou diferença de potencial, conhecido como volt, recebeu essa 
denominação em sua homenagem. 



Da Burndy Library Collection 
na Huntington Library, San 
Marino, Califórnia. 


Portanto, 


Tensão (ou diferença de potencial) é a energia necessária para deslocar 
uma carga unitária através de um elemento, medida em volts (V). 


A Figura 1.6 mostra a tensão através de um elemento (representado por um 
bloco retangular) conectado aos pontos a e b. Os sinais positivo (+) e negativo 
(-) são usados para definir o sentido referencial ou a polaridade da tensão. E 
v ab pode ser interpretada de duas maneiras: (1) o ponto a se encontra a um 
potencial de v ab volts mais alto que o ponto b ou (2) o potencial no ponto a em 
relação ao ponto b é v ah . Segue, logicamente, que em geral 


-o a 

+ 



-o b 


Vab = -V b a ( 1 - 4 ) 

Por exemplo, na Figura 1.7 temos duas representações da mesma tensão. Na 
Figura 1.7a, o ponto a se encontra + 9 V acima do ponto b; na Figura 1.7 b o 
ponto b se encontra -9 V acima do ponto a. Podemos dizer que, na Figura 
1.7a, existe uma queda de tensão de 9 V de a para b ou, de forma equivalente, 
uma elevação de tensão de b para a. Em outras palavras, uma queda de tensão 
de a para b é equivalente a uma elevação de tensão de b para a. 

Corrente e tensão são as duas variáveis básicas em circuitos elétricos. O 
termo comum sinal é usado para uma quantidade elétrica como uma corrente 
ou tensão (ou até mesmo onda eletromagnética) quando ela estiver transpor¬ 
tando informações. Os engenheiros preferem chamá-la de sinais variáveis em 
vez de funções matemáticas do tempo em razão de sua importância em co¬ 
municações e outras disciplinas. Assim como a corrente elétrica, uma tensão 
constante é denominada tensão CC e é representada por V, enquanto uma ten¬ 
são que varia com o tempo com uma forma senoidal é chamada tensão CA e é 
representada por v. Uma tensão CC é comumente produzida por uma bateria; 
uma tensão CA é produzida por um gerador elétrico. 


Figura 1.6 Polaridade da tensão v ab . 



a 


b 


-9 V 


+ 

-o b 


(a) (b) 


Figura 1.7 Duas representações 
equivalentes da mesma tensão V ab : 

(a) o ponto a se encontra 9 V acima do 
ponto b; ( b) o ponto b se encontra -9 V 
acima do ponto a. 


1.5 


Potência e energia 


Tenha em mente que corrente 
elétrica passa sempre através de 
um elemento, já a tensão elétrica 
é sempre sobre os terminais do 
elemento ou entre dois pontos. 


Embora corrente e tensão sejam as duas variáveis básicas em um circuito elé¬ 
trico, elas sozinhas não são suficientes. Na prática, precisamos saber quanta 
potência um dispositivo elétrico é capaz de manipular. Considere, por exemplo, 
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uma lâmpada de 100 W que fornece mais luz que uma de 60 W, ou mesmo 
quando pagamos nossas contas de luz às fornecedoras em que estamos pa¬ 
gando pela energia elétrica consumida ao longo de certo período. Portanto, os 
cálculos de potência e energia são importantes na análise de circuitos. 

Para relacionar potência e energia à tensão e corrente, lembramos da física 

que: 


Potência é a velocidade com que se consome ou se absorve energia medida 
em watts (W). 


Escrevemos essa relação como 


a duo 



( 1 . 5 ) 


onde pé a potência em watts (W), w éa energia em joules (J) e t é o tempo em 
segundos (s). Das Equações (1.1), (1.3) e (1.5), segue que 


ou 


dw dw dq 
dt dq dt 


( 1 . 6 ) 



p = +vi 



(a) (b) 


Figura 1.8 Polaridades referenciais 
para potência usando a convenção do 
sinal passivo: (a) absorção de potência; 
(tí) fornecimento de potência. 


Quando os sentidos da tensão e da 
corrente estiverem de acordo com 
a Figura 1.8 b, temos a convenção 
do sinal ativo e p = +vi. 




( 1 . 7 ) 


A potência p na Equação (1.7) é uma quantidade variável com o tempo e é 
denominada potência instantânea. Portanto, a potência absorvida ou fornecida 
por um elemento é o produto da tensão no elemento pela corrente através dele. 
Se a potência tem um sinal +, ela está sendo fornecida para o elemento ou 
absorvida por ele. Em contrapartida, se a potência tiver um sinal -, a potência 
está sendo fornecida pelo elemento. Mas como saber quando a potência tem 
um sinal positivo ou negativo? 

O sentido da corrente e a polaridade da tensão desempenham um papel 
fundamental na determinação do sinal da potência. E importante, portanto, 
prestar atenção na relação entre corrente i e tensão v na Figura 1.8a. A pola¬ 
ridade da tensão e o sentido da corrente devem estar de acordo com aquelas 
mostradas na Figura 1.8a de modo que a potência tenha um sinal positivo. 
Isso é conhecido como convenção de sinal passivo. Pela convenção de si¬ 
nal passivo, a corrente entra pela polaridade positiva da tensão. Nesse caso, 
p = +vi ou vi > 0 implica que o elemento está absorvendo potência. Entretan¬ 
to, se p = -vi ou vi < 0, como na Figura 1.8/?, o elemento está liberando ou 
fornecendo potência. 


A convenção de sinal passivo é realizada quando a corrente entra pelo ter¬ 
minal positivo de um elemento e p = +vi. Se a corrente entra pelo terminal 
negativo, p = -vi. 


A menos que dito o contrário, seguiremos a convenção de sinal passivo 
ao longo do livro. Por exemplo, o elemento em ambos os circuitos da Figura 
1.9 tem absorção de potência de +12 W, pois uma corrente positiva entra pelo 
terminal positivo em ambos os casos. Entretanto, na Figura 1.10 o elemento 
está fornecendo potência de +12 W, pois uma corrente positiva entra pelo terminal 



























Capítulo 1 • Conceitos básicos 11 • 


negativo. Obviamente, uma absorção de potência de -12 W equivale a um 
fornecimento de potência de +12 W. Em geral. 


+Potência absorvida = -Potência fornecida 


Na realidade, a lei da conservação da energia tem de ser obedecida em 
qualquer circuito elétrico. Por essa razão, a soma algébrica da potência em um 
circuito, a qualquer instante de tempo, deve ser zero: 


2 > = ° 


( 1 . 8 ) 


Isso confirma novamente o fato de que a potência total fornecida ao circuito 
deve ser igual à potência total absorvida. 

A partir da Equação (1.6), a energia absorvida ou fornecida por um ele¬ 
mento do instante t 0 ao instante t é 


w = 


p dt 

t 0 


vi dt 

to 


( 1 . 9 ) 


Energia é a capacidade de realizar trabalho e é medida em joules (J). 


3 A 3 A 



(a) (b) 


Figura 1.9 Dois casos de um 
elemento com absorção de potência 
de 12 W: (a)p = A X 3 = 12 W; 
(b)p = 4 X 3 = 12 W. 


3 A 3 A 



(a) (b) 


As concessionárias de energia elétrica medem a energia em watts-hora (Wh), 
em que 


1 Wh = 3.600 J 


Figura 1.10 Dois casos de um 
elemento com fornecimento de potência 
de 12 W: (a)p = - 4 X 3 = -12W; 
{b)p=-A X 3 =-12 W. 


Uma fonte de energia com uma corrente constante de 2 A força a passagem dessa cor¬ 
rente através de uma lâmpada por 10 s. Se forem liberados 2,3 kj na forma de energia 
luminosa e calorífica, calcule a queda de tensão na lâmpada. 

Solução: A carga total é 


\q = / At = 2 X 10 = 20 C 


A queda de tensão é 


A w _ 2,3 X 10 3 
A q ~ 20 


115 V 


Mover uma carga q do ponto a ao ponto b requer -30 J. Determine a queda de tensão 
v ab se: (a) q = 6 C, (b) q = -3 C. 

Resposta: (a) -5 V, (b) 10 V. 


EXEMPLO 1.4 • 


PROBLEMA PRÁTICO 1.4 • 


EXEMPLO 1.5 • 

Detennine a potência fornecida para um elemento no instante t = 3 ms se a corrente que 
entra pelo terminal positivo for 


i — 5 cos 60 77 t A 

e a tensão for: (a) v = 3 i, (b) v = 3di/dt. 

Solução: (a) A tensão é v = 3/ = 15 cos 60 7 rí; portanto, a potência é 
p = vi = 75 cos 2 óOttíW 
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• PROBLEMA PRÁTICO 1.5 


No instante t = 3 ms, 


p = 75 cos 2 (60ir X 3 X 1(T 3 ) = 75 cos 2 0,18ir = 53,48 W 
(b) Determinamos a tensão e a potência como 
di 

u = 3— = 3(—60ir)5 sen 60 ir? = — 90077 sen 60-777 V 
dt 

p = vi = —4.50077 sen 60i7í cos 6 O 77 ? W 


No instante t = 3 ms, 


p = —4.50077 sen 0,1877 cos 0,1877 W 

= -14.137,167 sen 32,4 o cos 32,4° = -6,396 kW 


Determine a potência fornecida para o elemento no Exemplo 1.5 no instante t = 5 ms se 
a corrente permanecer constante e a tensão for: 

(a) 17 — 2/ V 

i dt I V. 


(b) i7 = ^10 + 5 
Resposta: (a) 17,27 W, (b) 29,7 W. 


• EXEMPLO 1.6 


• PROBLEMA PRÁTICO 1.6 


Quanta energia uma lâmpada de 100 W consome em duas horas? 

Solução: w = pt = 100 (W) X 2 (h) X 60 (min/h) X 60 (s/min) 

= 720.000 J = 720 kJ 
Isso é o mesmo que 

w =pt= 100 W X 2 h = 200 Wh 

Um fomo elétrico consome 15 A quando conectado a uma linha de 120 V. Quanto tem¬ 
po leva para consumir 180 kJ? 

Resposta: 50 s. 


1.6 


Elementos de circuito 


Conforme discutido na Seção 1.1, um elemento é o componente básico de um 
circuito. Um circuito elétrico é simplesmente uma interconexão de elementos, 
e a análise de circuitos é o processo de determinar tensões nos elementos do 
circuito (ou as correntes através deles). 

Existem dois tipos de elementos encontrados nos circuitos elétricos: ele¬ 
mentos passivos e elementos ativos. Um elemento ativo é capaz de gerar ener¬ 
gia enquanto um elemento passivo não é. Exemplos de elementos passivos são 
resistores, capacitores e indutores; os elementos ativos típicos são geradores, 
baterias e amplificadores operacionais. Nosso objetivo nesta seção é ganhar 
familiaridade com alguns elementos ativos importantes. 

Os elementos ativos mais importantes são fontes de tensão ou corrente que 
geralmente liberam potência para o circuito conectado a eles. Há dois tipos de 
fontes: as dependentes e as independentes. 


Uma fonte independente ideal é um elemento ativo que fornece uma ten¬ 
são especificada ou corrente que é completamente independente de outros 
elementos do circuito. 
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Exposição de 1884 Nos Estados Unidos, nada promoveu melhor o futuro da 
eletricidade como a Exposição Internacional de Eletricidade de 1884. 

Imagine um mundo iluminado apenas por velas e lampiões de gás onde os meios 
de transporte mais comuns eram andar a pé, a cavalo ou em uma carruagem. 
Foi nesse mundo que foi criada uma exposição que destacava Thomas Edison e 
refletia sua alta capacidade de promover invenções e produtos. Suas exposições 
eram caracterizadas por espetaculares displays luminosos alimentados por um 
impressionante gerador “Jumbo” de 100 kW. 

Os dínamos e lâmpadas de Edward Weston foram apresentados no display da 
Companhia de Iluminação Elétrica dos Estados Unidos. O famoso conjunto de 
instrumentos científicos de Weston também foi exibido. 

Entre outros expositores proeminentes, podemos citar Frank Sprague, Elihu 
Thompson e a Brush Electric Company of Cleveland. A American Institute of 
Electrical Engineers (AIEE) sediou sua primeira reunião técnica em 7 e 8 de 
outubro no Franklin Institute durante a exposição. A AIEE se juntou ao Institute 
of Radio Engineers (IRE) em 1964 para formarem o Institute of Electrical and 
Electronics Engineers (IEEE). 


Smithsonian Institution. 


Em outras palavras, uma fonte de tensão independente ideal libera para o 
circuito a corrente que for necessária para manter a tensão em seus termi¬ 
nais. Fontes físicas como baterias e geradores podem ser consideradas como 
aproximações para fontes de tensão ideal. A Figura 1.11 mostra os símbolos 
para fontes de tensão independente. Note que ambos os símbolos nas Figuras 
1.1 la e b podem ser usados para representar uma fonte de tensão CC, porém, 
apenas o símbolo na Figura 1.11a pode ser utilizado para uma fonte de tensão 
variável com o tempo. De forma similar, uma fonte de corrente independente 
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Figura 1.11 Símbolos para fontes de 
tensão independente: (d) usada para ten¬ 
são constante ou variável com o tempo; 
(tí) utilizada para tensão constante (CC). 



Figura 1.12 Símbolo para fonte de 
corrente independente. 


v 




(a) ( b ) 


Figura 1.13 Símbolos para (a) fonte 
de tensão dependente; ( b ) fonte de 
corrente dependente. 


A B 



Figura 1.14 A fonte do lado direito é uma 
fonte de tensão controlada por corrente. 


ideal é um elemento ativo que fornece uma corrente especificada completa¬ 
mente independente da tensão na fonte. Isto é, a fonte de corrente libera para 
o circuito a tensão que for necessária para manter a corrente designada. O 
símbolo para uma fonte de corrente independente é mostrado na Figura 1.12, 
na qual a seta indica o sentido da corrente /. 


Uma fonte dependente (ou controlada) ideal é um elemento ativo no 
qual a quantidade de energia é controlada por outra tensão ou corrente. 


Fontes dependentes são normalmente designadas por símbolos com forma 
de losango, conforme mostrado na Figura 1.13. Já que o controle da fonte 
dependente é obtido por uma tensão ou corrente de algum outro elemento do 
circuito e a fonte pode ser de tensão ou de corrente, veja a seguir que há quatro 
tipos possíveis de fontes dependentes: 

1. Fonte de tensão controlada por tensão (FTCT*). 

2. Fonte de corrente controlada por tensão (FCCT). 

3. Fonte de corrente controlada por corrente (FCCC). 

4. Fonte de tensão controlada por corrente (FTCC). 

Fontes dependentes são úteis no modelamento de elementos como tran¬ 
sistores, amplificadores operacionais e circuitos integrados. Um exemplo de 
fonte de tensão controlada por corrente é mostrado no lado direito da Figura 
1.14, em que a tensão 10/ da fonte de tensão depende da corrente / através do 
elemento C. Os estudantes poderão ficar surpresos por saber que o valor da 
fonte de tensão dependente é 10/ V (e não 10/ A), pois se trata de uma fonte de 
tensão. O conceito-chave para se ter em mente é que uma fonte de tensão vem 
com polaridades (+ -) em seu símbolo, enquanto uma fonte de corrente vem 
com uma seta, independentemente do que ela dependa. 

Deve-se observar que uma fonte de tensão ideal (dependente ou indepen¬ 
dente) produzirá qualquer corrente necessária para garantir que a tensão entre 
seus terminais seja conforme expressa, enquanto uma fonte de corrente ideal 
produzirá a tensão necessária para garantir o fluxo de corrente expresso. Por¬ 
tanto, uma fonte ideal poderia, teoricamente, fornecer uma quantidade de ener¬ 
gia infinita. Deve-se notar também que as fontes não apenas fornecem potência 
a um circuito, como também podem absorver potência de um circuito. Para 
uma fonte de tensão, conhecemos a tensão, mas não a corrente por ela forneci¬ 
da ou absorvida. Do mesmo modo, conhecemos a corrente fornecida por uma 
fonte de corrente, mas não a tensão nela. 


• EXEMPLO 1.7 

Calcule a potência fornecida ou absorvida em cada elemento na Figura 1.15. 

Solução: Aplicamos a convenção de sinal para potência mostrada nas Figuras 1.8 e 
1.9. Para p h a corrente de 5 A está saindo do terminal positivo da fonte (ou entrando 
pelo terminal negativo); portanto, 

p 1 = 20(—5) = 100 W Potência fornecida 


N. de T.: É comum o leitor encontrar a designação em inglês VCVS (voltage-con- 
trolled voltage source) em vez de FTCT; CCVS (current-coltrolled voltage source) em 
vez de FCCT; VCCS (voltage-controlled current source) em vez de FCCC; e CCCS 
(current-controlled current source) em vez de FTCC. 
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Para p 7 e p 2 , a corrente flui para o terminal positivo do elemento em cada caso. 

p 2 = 12(5) = 60 W Potência absorvida 
p 3 = 8(6) = 48 W Potência absorvida 

Para p 4 , devemos notar que a tensão é 8 V (positiva na parte superior), a mesma que a 
tensão para p 2 , já que tanto o elemento passivo quanto a fonte dependente estão conec¬ 
tados aos mesmos terminais. (Lembre-se de que a tensão é sempre medida ao longo de 
um elemento em um circuito.) Desde que a corrente sai pelo terminal positivo, 

p 4 = 8(-0,27) = 8(-0,2 x 5) = -8 W Potência fornecida 

Devemos observar que a fonte de tensão independente de 20 V e a fonte de corrente 
dependente 0,2/estão fornecendo potência para o restante do circuito, enquanto os dois 
elementos passivos estão absorvendo potência. Da mesma forma, 

P\ + Pi + Pi + P* = -100 + 60 + 48 - 8 = 0 

De acordo com a Equação (1.8), a potência total fornecida é igual à potência total 
absorvida. 

Calcule a potência absorvida ou fornecida por componente do circuito na Figura 1.16. 
Resposta: Pi = -45 W, p 2 = 18 W, p 3 = 12 W, p 4 = 15 W. 


Aplicações 2 

Nesta seção, veremos duas aplicações práticas dos conceitos desenvolvidos 
neste capítulo. A primeira delas está relacionada com o tubo de imagens de 
uma TV e a outra com a maneira pela qual as concessionárias de energia elétri¬ 
ca determinam o valor das contas dos consumidores. 


1.7 



Figura 1.16 Esquema para o 
Problema prático 1.7. 


1.7.1 Tubo de imagens de TV 

Uma importante aplicação do movimento de elétrons está tanto na transmissão 
como na recepção de sinais de TV. No lado da transmissão, uma câmera de TV 
reduz a cena de uma imagem óptica a um sinal elétrico. A varredura é efetuada 
com um fino fluxo de elétrons em um iconoscópio. 

No lado da recepção, a imagem é reconstruída usando-se um tubo de raios 
catódicos (CRT - cathode ray tube ) localizado no receptor da TV. 3 O CRT é 
representado na Figura 1.17. Diferentemente do iconoscópio que produz um 
feixe de elétrons de intensidade constante, o fluxo do CRT varia em intensi¬ 
dade de acordo com o sinal de entrada. O canhão de elétrons, mantido a um 
potencial elevado, dispara o fluxo de elétrons, que passa por dois conjuntos de 
placas para a deflexão horizontal e vertical de modo que o ponto na tela em que 
o fluxo incide pode se mover da direita para a esquerda e de cima para baixo. 
Quando o fluxo de elétrons atinge a tela fluorescente, ela libera luz naquele 
ponto. Portanto, o fluxo pode ser controlado de modo a “pintar” uma imagem 
na tela da TV. 

Assim, nascia a câmera de televisão. 


2 Ao encontrar um símbolo de adaga precedendo o título de uma seção indica que se 
trata de uma seção que pode ser omitida, explicada brevemente ou ser dada como tarefa 
de casa. 

3 Os tubos de TV modernos usam uma tecnologia diferente. 






































• 16 Fundamentos de circuitos elétricos 



• EXEMPLO 1.8 


Figura 1.18 Um diagrama 
simplificado do tubo de raios 
catódicos para o Exemplo 1.8 



• PROBLEMA PRÁTICO 1.8 


O fluxo de elétrons em um tubo de imagem de TV carrega 10 15 elétrons por segundo. 
Como engenheiro de projeto, determine a tensão V 0 necessária para acelerar o feixe de 
elétrons para atingir 4 W. 

Solução: A carga de um elétron é 

e = -1,6 X KT 19 C 

Se o número de elétrons for n, então q = ne e 

dq dn 1Q , <• , 

i = — = e— = {~ 1,6 X 10 19 )(10 15 ) = -1,6 X 1CU 4 A 

dt dt 

O sinal negativo indica que a corrente vai no sentido oposto ao fluxo de elétrons, con¬ 

forme indicado na Figura 1.18, que é um diagrama simplificado do CRT para o caso 
em que as placas de deflexão verticais não transportam nenhuma carga. A potência do 
feixe é 


p 4 

p = V 0 i ou V 0 = - =-t = 25.000 V 

y i 1,6 X 1(T 4 

Portanto, a tensão necessária é 25 kV. 

Se um fluxo de elétrons em um tubo de imagem de TV carrega 1013 elétrons/segundo 
e passa por placas mantidas a uma diferença de potencial de 30 kV, calcule a potência 
do fluxo. 

Resposta: 48 mW. 


1.7.2 Contas de consumo de energia elétrica* 

A segunda aplicação trata sobre a maneira como uma concessionária de ener¬ 
gia elétrica cobra seus clientes. O custo da eletricidade depende da quanti¬ 
dade de energia consumida em quilowatts-hora (kWh). (Outros fatores que 


N. de T.: O leitor deve levar em consideração que a política de cobrança para o for¬ 
necimento de energia elétrica se refere aos Estados Unidos. Entretanto, como exemplo 
de aplicação, o item é válido. 



























Capítulo 1 • Conceitos básicos 17 • 


PERFIS HISTÓRICOS 

Karl Ferdinand Braun (1850-1918), da Universidade de Strasbourg, inventou 
o tubo de raios catódicos Braun, em 1879, que se tornou a base para o tubo de 
imagem usado por tantos anos em televisores. Ele ainda é, hoje, o dispositivo 
mais econômico, embora o preço de sistemas com telas planas esteja rapidamen¬ 
te se tornando competitivo. Antes de o tubo de Braun ser usado nos televisores, 
foi necessária a inventividade de Vladimir K. Zworykin (1889-1982) para de¬ 
senvolver o iconoscópio de modo que a televisão moderna se transformasse em 
realidade. O iconoscópio evoluiu para o orticonoscópio e o orticonoscópio de 
imagem, que permitiu que imagens fossem capturadas e convertidas em sinais 
que poderiam ser enviados para o televisor. 


afetam o custo são os de potência e demanda; por enquanto os ignoraremos.) 
Porém, mesmo que um consumidor não use nenhuma energia, existe uma 
tarifa mínima que o cliente deverá pagar, pois custa dinheiro mantê-lo co¬ 
nectado à rede de energia elétrica. A medida que o consumo aumenta, o 
custo por kWh diminui. É interessante observar o consumo médio mensal 
de eletrodomésticos de uma família constituída por cinco pessoas, conforme 
mostrado na Tabela 1.3. 


Tabela 1.3 • Média mensal do consumo-padrão de eletrodomésticos. 

Aparelho 

Consumo 
em kWh 

Aparelho 

Consumo 
em kWh 

Aquecedor de água 

500 

Máquina de lavar roupa 

120 

Freezer 

100 

Fogão elétrico 

100 

Iluminação 

100 

Secadora 

80 

Máquina de lavar louça 

35 

Forno de micro-ondas 

25 

Ferro de passar 

15 

Computador 

12 

TV 

10 

Rádio 

8 

Torradeira 

4 

Relógio 

2 


EXEMPLO 1.9 • 

Um domicílio consome 700 kWh em janeiro. Detennine o valor da conta de eletricida¬ 
de para o mês usando a seguinte escala tarifária residencial: 

• Tarifa mensal básica de US$ 12,00. 

• O custo mensal dos primeiros 100 kWh é de 16 centavos/kWh. 

• O custo mensal dos 200 kWh seguintes é de 10 centavos/kWh. 

• O custo mensal dos 300 kWh seguintes é de 6 centavos/kWh. 

Solução: Calculamos a conta de energia elétrica como segue. 

Tarifa básica mensal = US$ 12,00 
Primeiros 100 kWh a US$ 0,16/kWh = US$ 16,00 
Os 200 kWh seguintes a US$ 0,10/kWh = US$ 20,00 
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• PROBLEMA PRÁTICO 1.9 


Os 400 kWh restantes a US$ 0,06/kWh =US$ 24,00 
Valor final da conta = US$ 72,00 

Custo médio =-^ o,2 centavos/kWh 

100 + 200 + 400 

Referindo-se à tarifa mensal residencial do Exemplo 1.9, calcule o custo médio por 
kWh se apenas 350 kWh forem consumidos em julho quando a família está na maior 
parte desse período viajando. 

Resposta: 14,571 centavos/kWh. 


1.8 


t Resolução de problemas 


Embora os problemas a serem resolvidos durante a carreira de um profissional 
variem de acordo com a complexidade e a magnitude, os princípios básicos 
a serem seguidos permanecem os mesmos. O processo descrito aqui é o de¬ 
senvolvido pelos autores ao longo de vários anos de resolução de problemas 
com seus alunos, de questões de engenharia na indústria e para resolução de 
problemas na área de pesquisa. 

Enumeraremos as seguintes etapas de forma simples e, em seguida, de 
forma mais elaborada. 


1. Defina cuidadosamente o problema. 

2. Apresente tudo o que você sabe sobre o problema. 

3. Estabeleça um conjunto de soluções alternativas e determine aquela que 
promete a maior probabilidade de sucesso. 

4. Tente uma solução para o problema. 

5. Avalie a solução e verifique sua precisão. 

6. O problema foi resolvido de forma satisfatória? Em caso positivo, apre¬ 
sente a solução; caso contrário, volte então à etapa 3 e retome o processo. 

1. Defina cuidadosamente o problema. Esta pode ser a etapa mais importan¬ 
te do processo, pois é a base para todas as etapas restantes. Em geral, a 
apresentação de problemas de engenharia é um tanto incompleta. Você deve 
fazer tudo o que pode para certificar-se de que entendeu o problema por 
completo da forma como aquele que lhe apresentou o compreenda. Neste 
ponto, o tempo gasto identificando claramente o problema poupará tempo 
considerável e uma futura frustração. Como estudante, você pode esclarecer 
o enunciado do problema em um livro didático, pedindo ao professor para 
ajudá-lo a compreendê-lo melhor. Um problema com o qual você vai se 
deparar na vida profissional pode exigir que você consulte várias pessoas. 
Nesta etapa, é importante desenvolver perguntas que precisem ser feitas an¬ 
tes de continuar o processo de solução. Se tiver perguntas como essas, você 
precisa consultar pessoas ou recursos apropriados para obter as respectivas 
respostas. Com isso, é possível refinar o problema e usar esse aprimoramen¬ 
to como enunciado da questão para o restante do processo de solução. 

2. Apresente tudo o que sabe sobre o problema. Agora você está pronto para 
escrever tudo o que sabe sobre o problema e suas soluções possíveis. Esta 
etapa importante poupará tempo e uma futura frustração. 

3. Estabeleça um conjunto de soluções alternativas e determine aquela que 
promete a maior probabilidade de sucesso. Quase todo problema terá uma 
série de caminhos possíveis que o levarão a uma solução. E altamente 
desejável identificar o maior número de caminhos possíveis. Neste ponto, 









Capítulo 1 • Conceitos básicos 19 • 


você também precisa determinar que ferramentas estão disponíveis como 
PSpice e MATLAB e outros pacotes de software que podem reduzir enor¬ 
memente o esforço e aumentar a precisão. Novamente, temos de enfatizar 
que o tempo gasto definindo cuidadosamente o problema e investigando 
abordagens alternativas para sua solução renderá muitos dividendos mais 
tarde. Avaliar as alternativas e determinar quais prometem a maior proba¬ 
bilidade de sucesso pode ser difícil, porém valerá o esforço. Documente 
bem esse processo, pois, certamente, você voltará a ele, caso a primeira 
abordagem não funcione. 

4. Tente uma solução para o problema. Este é o momento de realmente co¬ 
meçar a resolver o problema. O processo seguido deve ser bem documen¬ 
tado de modo a apresentar uma solução detalhada se bem-sucedida, e para 
avaliar o processo caso não tenha êxito. Essa avaliação detalhada pode 
levá-lo a correções que o conduzirão a uma melhor solução. Ela também 
poderá levar a novas alternativas a serem experimentadas. Muitas vezes, é 
prudente configurar uma solução antes de colocar números nas equações. 
Isso nos ajudará a verificar os resultados. 

5. Avalie a solução e verificar sua precisão. Agora avalie completamente o 
que conseguiu realizar. Decida se tem uma solução aceitável em mãos, 
uma que você queira apresentar à sua equipe, ao gerente ou ao professor. 

6. O problema foi resolvido de forma satisfatória ? Em caso positivo, apre¬ 
sente a solução; caso contrário, retome à etapa 3 e retome o processo. 
Agora você precisa apresentar sua solução ou tentar outra saída. Neste 
ponto, concluir o problema pode levá-lo ao encerramento do processo. 
Entretanto, muitas vezes a apresentação de uma solução leva a um maior 
aprimoramento da definição do problema e o processo continua. Seguir 
esse processo pode, finalmente, levar a uma conclusão satisfatória. 
Examinemos agora esse processo considerando um aluno de curso básico 

de engenharia elétrica ou de computação. (O processo básico também se aplica 
a praticamente qualquer curso de engenharia.) Tenha em mente que, embora as 
etapas tenham sido simplificadas para aplicar aos tipos de problemas acadêmi¬ 
cos, o processo, conforme mencionado, sempre precisa ser seguido. Conside¬ 
remos um exemplo simples. 


Detennine a corrente que flui pelo resistor de 8 ohms (íl) da Figura 1.19. 

Solução: 

1. Defina cuidadosamente o problema. Trata-se apenas de um exemplo simples, po¬ 
rém já podemos constatar que não sabemos a polaridade da fonte de 3 V. Temos 
as seguintes opções: (1) podemos perguntar ao professor qual deve ser a polari¬ 
dade; (2) se não tivermos condições de perguntar a ele, então precisamos tomar 
uma decisão sobre o que fazer em seguida; (3) se tivermos tempo para trabalhar 
o problema de ambas as formas, podemos encontrar a corrente quando a fonte 
de 3 V for positiva na parte superior e, em seguida, positiva na parte inferior; (4) 
se não tivermos tempo suficiente para experimentar ambas as maneiras, suponha 
uma polaridade e então documente de forma cuidadosa sua decisão; (5) vamos 
supor que o professor informe que o sinal positivo seja na parte inferior, confor¬ 
me ilustrado na Figura 1.20. 

2. Apresente tudo o que você sabe sobre o problema. Apresentar tudo o que você 
sabe sobre o problema envolve identificar claramente o circuito de modo a definir 
o que buscamos. 

Dado o circuito exibido na Figura 1.20, calcule z' 8íl . 

Agora verificamos com o professor se o problema está definido apropriadamente. 


EXEMPLO 1.10 • 


20 4 íl 



Figura 1.19 Exemplo ilustrativo. 

2 íl 4 íl 
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3. Estabeleça um conjunto de soluções alternativas e determine aquela que prome¬ 
te a maior probabilidade de sucesso. Há, basicamente, três técnicas que podem ser 
usadas para solucionar esse problema. Mais adiante, veremos que é possível utilizar 
análise de circuitos (leis de Kirchhoff e lei de Ohm), análise nodal e análise de malha. 
O cálculo de i' gfl usando análise de circuitos nos levará a uma solução no final, 
mas, provavelmente, dará muito mais trabalho que as análises nodal ou de 
malhas. Para calcular i m pela análise de malhas, é necessário escrever duas 
equações simultâneas que determinam as duas correntes de laço indicadas na 
Figura 1.21. O emprego da análise nodal requer uma equação de apenas uma 
incógnita. Essa é a forma mais fácil. 



Figura 1.21 Emprego da análise nodal. 

Portanto, encontraremos i gfi por meio da análise nodal. 

4. Tente uma solução para o problema. Primeiro, escrevemos todas as equações 
necessárias de modo a encontrar i' gn . 


th 
8 

0 

Agora, podemos calcular v,. 


• _ • . _ °i 

*8Í1 — l 2 — „ > '8Í1 — 

O 

iq — 5 iq 0 Ui + 3 

- + - + - = 

2 8 4 


ur - 5 


u, — 0 Vi + 3 
—-+ — — 


= 0 


o que nos leva a (4iq — 20) + (tq) + (2iq + 6) = 0 
7iq = +14, tq = +2V, i gn = ^ = \ = 0,25 A 

O O 


5. Avalie a solução e verifique sua precisão. Agora, podemos usar as leis de 
Kirchhoff para verificar os resultados. 

Vi ~ 5 2-5 3 

q = - = - =-= —1,5 A 

2 2 2 

; 2 = 'Sn = 0,25 A 

Ur + 3 2 + 3 5 

i 3 = —-=-= - = 1,25 A 

4 4 4 

q + i 2 + í 3 = —1,5 + 0,25 + 1,25 = 0 (Verificado) 


Aplicando a lei de Kirchhoff para tensão no laço 1, 

— 5 + v 2 n + Vgn = —5 + (—q X 2) + ( i 2 X 8) 

= -5 + [-(-1,5)2] + (0,25 X 8) 

= —5 + 3 + 2 = 0 (Verificado) 


Aplicando a lei e Kirchhoff para tensão no laço 2, 
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-Vsíi + V 4 n - 3 = -(«2 X 8) + (i 3 X 4) - 3 

= -(0,25 X 8) + (1,25 X 4) - 3 
= —2 + 5 — 3 = 0 (Verificado) 

Portanto, agora temos um grau de confiança muito grande na precisão de 
nossa resposta. 

6. O problema foi resolvido de forma satisfatória ? Em caso positivo, apresente a 
solução; caso contrário, retorne à etapa 3 e retome o processo. Nesse caso, o 
problema foi resolvido de forma satisfatória. 


A corrente que passa pelo resistor de 8 Í2 é de 0,25 A fluindo para 
baixo através do resistor de 8 íl. 


Tente aplicar esse processo para alguns dos problemas mais difíceis no final 
do capítulo. 


Resumo 

1. Um circuito elétrico consiste em elementos elétricos conectados entre si. 

2. O Sistema Internacional de Unidades (SI) é a linguagem de medida inter¬ 
nacional que permite aos engenheiros informarem seus resultados. A par¬ 
tir de seis unidades principais podem ser derivadas as unidades de outras 
grandezas físicas. 

3. Corrente é o fluxo de carga por unidade de tempo. 

. = dq 
dt 

4. Tensão é a energia necessária para deslocar 1 C de carga através de um 
elemento. 


dw 



5. Potência é a energia fornecida ou absorvida por unidade de tempo. Ela 
também é o produto da tensão pela corrente. 


1.9 


dw 



6. De acordo com a convenção de sinal passivo, adota-se um sinal positivo 
para a potência quando a corrente entra pelo terminal de polaridade positi¬ 
va da tensão em um elemento. 

7. Uma fonte de tensão ideal produz uma diferença de potencial específica 
entre seus terminais independentemente do que estiver conectado a ela. 
Uma fonte de corrente ideal produz uma corrente específica através de 
seus terminais, não interessando o que está conectado a ela. 

8. As fontes de corrente e tensão podem ser dependentes ou independentes. 
Uma fonte dependente é aquela cujo valor depende de algum outro circui¬ 
to variável. 

9. Duas áreas de aplicação dos conceitos vistos neste capítulo são o tubo de 
imagem de TV e o procedimento de cobrança pelo fornecimento de ener¬ 
gia elétrica. 
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PROBLEMA PRÁTICO 1.10 • 
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Questões para revisão 


1.1 Um milivolt é um milionésimo de um volt. 

(a) verdadeiro (b) falso 

1.2 O prefixo micro significa: 

(a) 10 6 (b) 10 3 

(c) 1(T 3 (d) IO -6 

1.3 A tensão 2.000.000 V pode ser expressa em potência de 10 
como: 

(a) 2 mV (b) 2 kV 

(c) 2 MV (d) 2 GV 

1.4 Uma carga de 2 C fluindo por um dado ponto a cada se¬ 
gundo é uma corrente de 2 A. 

(a) verdadeiro (b) falso 

1.5 A unidade de corrente é: 

(a) coulomb (b) ampère 

(c) volt (d) joule 

1.6 A tensão é medida em: 

(a) watts (b) ampères 

(c) volts (d) joules por segundo 

1.7 Uma corrente de 4 A carregando um material dielétrico 
acumulará uma carga de 24 C após 6 s. 

(a) verdadeiro (b) falso 


1.8 A tensão em uma torradeira de 1,1 kW que produz uma 
corrente de 10 A é: 

(a) 11 kV (b) 1100V 

(c) 110 V (d) 11 V 

1.9 Qual das seguintes opções não é uma grandeza elétrica? 

(a) carga (b) tempo 

(c) tensão (d) corrente 

(e) potência 

1.10 A fonte dependente na Figura 1.22 é: 

(a) fonte de corrente controlada por tensão 

(b) fonte de tensão controlada por tensão 

(c) fonte de tensão controlada por corrente 

(d) fonte de corrente controlada por corrente 



Figura 1.22 Esquema para a Questão para revisão 1.10. 

Respostas: 1.1b, 1.2d, 1.3c, 1.4a, 1.5b, 1.6c, 1.7a, 1.8c, 1.9b, 
1.10d. 


Problemas 


• Seção 1.3 Carga e corrente 

1.1 Quantos coulombs são representados pelas seguintes 
quantidades de elétrons? 

(a) 6,482 X 10 17 (b) 1,24 X 10 18 

(c) 2,46 X 10 19 (d) 1,628 X 10 20 

1.2 Determine a corrente que flui por um elemento se o fluxo 
de carga for dado por 

(a) </(0 = (3 1 + 8) mC 

(b) q(t) = (8 t 2 + 4t - 2) C 

(c) q{t) = (3e~' - 5e~ 2 ') nC 

(d) q(f) = 10 sen 120 tt?pC 

(e) q(t) = 20e 4r cos 50f/nC 

1.3 Determine a carga q(t ) que flui por um dispositivo se a 
corrente for: 

(a) i(t) = 3 A, q( 0) = 1 C 

(b) i(f) = (2t + 5) mA, q( 0) = 0 

(c) i(t) = 20 cos(10f + ir/6)/rA, </(0) = 2/rC 

(d) i(t) = 10e -30r sen 40íA, ^(0) = 0 


1.4 Uma corrente de 7,4 A passa por um condutor. Calcule 
qual a carga que passa através de qualquer seção transver¬ 
sal desse condutor em 20 s. 

1.5 Determine a carga total transferida ao longo do intervalo 
0 =£ t ^ 10 s quando i(t) = \t A. 

1.6 A carga que entra em determinado elemento é mostrada na 
Figura 1.23. Determine a corrente em: 

(a) í = 1 ms 

(b) t = 6 ms 

(c) t= 10 ms 



Figura 1.23 Esquema para o Problema 1.6. 
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1.7 A carga que flui por um fio é representada na Figura 1.24. 
Represente a corrente correspondente. 



Figura 1.24 Esquema para o Problema 1.7. 

1.8 A corrente que flui por um ponto em um dispositivo é mos¬ 
trada na Figura 1.25. Calcule a carga total através do ponto. 



Figura 1.25 Esquema para o Problema 1.8. 


v = 3 cos 4 tt t V 

(a) Determine a potência liberada para o elemento em 
t = 0,3 s. 

(b) Calcule a energia liberada para o elemento entre 0 e 
0,6 s. 

1.14 A tensão v em um dispositivo e a corrente i através dele são 
v(t) = 10 cos 2t V, f(í) = 20(1 - e~ 0,5 ') mA 
Calcule: 

(a) A carga total no dispositivo em t = 1 s. 

(b) A potência consumida pelo dispositivo emí=l s. 

1.15 A corrente que entra pelo terminal positivo de um disposi¬ 
tivo é i{i) = 6e~ 21 mA e a tensão neste mesmo dispositivo é 
v(í)= UMi/díV. 

(a) Determine a carga liberada para o dispositivo entre 
í = 0ef = 2s. 

(b) Calcule a potência absorvida. 

(c) Determine a energia absorvida em 3 s. 


1.9 A corrente através de um elemento é ilustrada na Figura 
1.26. Determine a carga total que passa pelo elemento em: 

(a) t = 1 s (b) t = 3 s (c) í=5 s 


• Seção 1.6 Elementos de circuito 

1.16 A Figura 1.27 mostra a corrente e a tensão em um dis¬ 
positivo. 



Figura 1.26 Esquema para o Problema 1.9. 


• Seções 1.4 e 1.5 Tensão, potência e energia 


1.10 Um raio com 10 kA atinge um objeto por 15 ps. Quanta 
carga é depositada sobre o objeto? 


1.11 Uma bateria recarregável para lanterna é capaz de liberar 
90 mA por cerca de 12 h. Quanta carga ela é capaz de 
liberar a essa taxa? Se a tensão em seus terminais for 
de 1,5 V, quanta energia a bateria pode liberar? 

1.12 Se a corrente que passa através de um elemento for dada por 


m = 


{ 3tA, 0 
18 A, 6 
— 12A, 10 
0 , 


§/< 6 s 
a t < ios 
a t < 15 s 

í a 15 s 


Faça um gráfico da carga armazenada no elemento duran¬ 
te o intervalo 0 < t < 20 s. 


1.13 A carga que entra pelo terminal positivo de um elemento é 
q = 5 sen 4 tt t mC 

enquanto a tensão nesse elemento (do positivo para o 
negativo) é 


(a) Esboce o gráfico da potência liberada para o dispositi¬ 
vo para t> 0. 

(b) Determine a energia total absorvida pelo dispositivo 
para o período 0 < t < 4 s. 



Figura 1.27 Esquema para o Problema 1.16. 

1.17 A Figura 1.28 ilustra um circuito com cinco elementos. Se 
Pl = -205 W, p 2 = 60 W, p 4 = 45 W, p 5 = 30 W, calcule a 
potência p 3 recebida ou liberada pelo elemento 3. 



Figura 1.28 Esquema para o Problema 1.17. 
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1.18 Determine a potência absorvida em um dos elementos da 
Figura 1.29. 


/= 10A 


10 V 

+ 


8 V 


4 A 



Ps 

0.4/ 


Figura 1.29 Esquema para o Problema 1.18. 

1.19 Determine/para o circuito da Figura 1.30. 



Figura 1.30 Esquema para o Problema 1.19. 

1.20 Determine V 0 e a potência absorvida por cada elemento no 
circuito da Figura 1.31. 



Figura 1.31 Esquema para o Problema 1.20. 

• Seção 1.7 Aplicações 

1.21 Uma lâmpada incandescente de 60 W opera em 120 V. 
Quantos elétrons e coulombs fluem através da lâmpada 
em um dia? 

1.22 Um raio de 40 kA atinge um avião durante 1,7 ms. Quan¬ 
tos coulombs de carga são depositados no avião? 

1.23 Um aquecedor elétrico de 1,8 kWh leva 15 min para fer¬ 
ver certa quantidade de água. Se isto for feito uma vez por 
dia e a eletricidade custar 10 centavos/kWh, qual o custo 
de sua operação durante 30 dias? 


1.24 Uma concessionária de energia elétrica cobra 8,2 centa- 
vos/kWh. Se um consumidor manter ligada continuamen¬ 
te uma lâmpada de 60 W por um dia, qual será a tarifa 
cobrada do consumidor? 

1.25 Uma torradeira de 1,5 kW leva em tomo de 3,5 minutos 
para tostar quatro fatias de pão. Determine o custo do uso 
da torradeira uma vez ao dia por um mês (30 dias). Consi¬ 
dere que a energia elétrica custe 8,2 centavos/kWh. 

1.26 Uma pilha de lanterna tem um consumo de 0,8 ampères- 
-hora (Ah) e uma vida útil de 10 horas. 

(a) Qual é a quantidade de corrente por ela liberada? 

(b) Quanta potência ela pode fornecer se a tensão entre 
seus terminais for de 6 V? 

(c) Quanta energia é armazenada na bateria em Wh? 

1.27 E necessária uma corrente contínua de 3 A por 4 horas para 
carregar uma bateria de automóvel. Se a tensão entre os polos 
da bateria for de 10 + 1/2 V, onde t é expresso em horas, 

(a) Quanta carga é transportada como resultado do carre¬ 
gamento? 

(b) Quanta energia é consumida? 

(c) Qual é o custo para a carga da bateria? Suponha que a 
eletricidade custe 9 centavos/kWh. 

1.28 Uma lâmpada incandescente de 60 W está conectada a 
uma fonte de 120 V e é deixada ligada continuamente em 
uma escadaria anteriormente escura. Determine: 

(a) A corrente que passa pela lâmpada. 

(b) O custo de deixar a lâmpada ligada ininterruptamente 
por um ano não bissexto se a eletricidade custa 9,5 
centavos kWh. 

1.29 Um fogão elétrico com quatro queimadores e um forno é 

usado no preparo de uma refeição como segue: 
Queimador 1: 20 minutos Queimador 2: 40 minutos 

Queimador 3: 15 minutos Queimador 4: 45 minutos 

Forno: 30 minutos 

Se cada queimador tem uma classificação de 1,2 kW e 
o forno de 1,8 kW e a energia elétrica tem um custo de 
12 centavos por kWh, calcule o custo da energia elétrica 
utilizada no preparo dessa refeição. 

1.30 A Reliant Energy (companhia de energia elétrica de Hous- 
ton, Texas) cobra de seus consumidores o seguinte: 

• Tarifa mensal US$ 6 

• Primeiros 250 kWh a US$ 0,02/kWh 

• Todos os kWh adicionais a US$ 0,07/kWh 

Se um consumidor usar 2,436 kWh em um mês, quanto a 
Reliant Energy cobrará? 

1.31 Emumaresidência,umcomputadorpessoal(PC)de 120W 
é usado 4 h/dia, enquanto uma lâmpada de 60 W fica liga¬ 
da 8 h/dia. Se a concessionária de energia elétrica cobra 
US$ 0,12/kW, calcule quanto essa residência paga por ano 
com o PC e a lâmpada. 
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Problemas abrangentes 


1.32 Um fio telefônico tem uma corrente de 20 /(A passando 
por ele. Quanto tempo leva para uma carga de 15 C passar 
pelo fio? 

1.33 Um relâmpago transportou uma corrente de 2 kA e durou 
3 ms. Quantos coulombs de carga estavam contidos no 
relâmpago? 

1.34 A Figura 1.32 mostra o consumo de energia de determina¬ 
da residência em 1 dia. Calcule: 

(a) A energia total consumida em kW. 

(b) A potência média por hora durante um período de 24 



Figura 1.32 Esquema para o Problema 1.34. 

1.35 O gráfico da Figura 1.33 representa a potência absorvida 
por uma planta industrial entre as 8 h e 8h30 da manhã. 
Calcule a energia total em MWh consumida pela planta. 



1.36 Uma bateria pode ser classificada em ampères-hora (Ah). 
Uma bateria chumbo-ácida está na faixa de 160 Ah. 

(a) Qual a corrente máxima que ela é capaz de fornecer 
por 40 h? 

(b) Quantos dias ela vai durar se ela for descarregada a 
1 mA? 

1.37 Uma bateria de 12 V requer uma carga total de 40 Ah du¬ 
rante sua recarga. Quantos joules são fornecidos para a 
bateria? 

1.38 Quanta energia é liberada por um motor de 10 HP em 30 
minutos? Considere que 1 cavalo-vapor = 746 W. 

1.39 Um televisor de 600 W é ligado por 4 h sem que ninguém 
esteja assistindo. Se a eletricidade custa 10 centavos/ 
kWh, qual o valor desperdiçado? 
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LEIS BÁSICAS 


Existem muitas pessoas orando para que as montanhas de dificuldades sejam removidas, 
quando o que elas realmente precisam é de coragem para escalá-las. 

Autor desconhecido 


Progresso profissional 

Critérios ABET EC 2000 (3.b), "habilidade em projetar um sistema, componente 
ou processo para atender às necessidades desejadas". 


Os engenheiros devem projetar e realizar experi¬ 
mentos, bem como analisar e interpretar dados. A 
maior parte dos estudantes dedica horas fazendo 
experimentos no colégio e na faculdade, por isso 
é comum esperar que você tenha prática nessas 
atividades. Minha sugestão é que, ao realizar ex¬ 
perimentos no futuro, você invista mais tempo na 
análise e interpretação de dados. 

E qual é o significado disso tudo? Se estiver 
examinando um gráfico da tensão versus resistên¬ 
cia ou da corrente versus resistência ou ainda da 
potência versus resistência, o que você realmente 
verá? A curva faz sentido? Ela concorda com o que 
diz a teoria? Ela difere do esperado e, em caso po¬ 
sitivo, por quê? Claramente, essa prática com da¬ 
dos aperfeiçoará sua habilidade. 


E como você poderia desenvolvê-la e aperfei- 
çoá-la sendo que todos os experimentos em estudos 
exigem pouca ou nenhuma prática ao realizá-los? 

Na verdade, desenvolver essa qualidade sob 
essa condição não é tão difícil quanto parece. O que, 
de fato, precisa ser feito é analisar o experimento, 
subdividi-lo em partes mais simples, reconstruí-lo 
tentando compreender por que cada elemento se 
encontra ali e, finalmente, determinar o que o au¬ 
tor está tentando lhe passar. Muito embora isso nem 
sempre possa acontecer, todo experimento que se 
realiza foi concebido por alguém que realmente es¬ 
tava motivado a lhe ensinar algo. 
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Introdução 

O Capítulo 1 apresentou conceitos básicos como corrente, tensão e potência 
em um circuito elétrico. Determinar de forma efetiva os valores dessas variá¬ 
veis em dado circuito requer a interpretação de algumas leis fundamentais que 
regem os circuitos elétricos, como a lei de Ohm e as leis de Kirchhoff. 

Neste capítulo, além dessas leis, discutiremos algumas técnicas normal¬ 
mente aplicadas no projeto e análise de circuitos. Entre tais técnicas temos a 
associação de resistores em série ou em paralelo, divisão de tensão, divisão de 
corrente e transformações delta-Y (ou triângulo-estrela) e Y-delta (ou estrela- 
-triângulo). A aplicação dessas leis e técnicas se restringirá a circuitos resis- 
tivos. No final, vamos aplicá-las em casos reais, como iluminação elétrica e 
projeto de medidores CC. 


2.1 


Lei de Ohm 

Os materiais geralmente possuem um comportamento característico de re¬ 
sistir ao fluxo de carga elétrica. Essa propriedade física, ou habilidade, é 
conhecida como resistência e é representada pelo símbolo R. A resistência de 
qualquer material com uma área da seção transversal (A) uniforme depende 
de A e de seu comprimento i, conforme mostrado na Figura 2.1a. Podemos 
representar a resistência (conforme medição em laboratório), na forma ma¬ 
temática a seguir. 


2.2 



( 2 . 1 ) 


onde p é conhecida como resistividade do material em ohms-metro. Bons con¬ 
dutores, como cobre e alumínio, possuem baixa resistividade, enquanto iso- 
lantes, como mica e papel, têm alta resistividade. A Tabela 2.1 apresenta os 


Tabela 2.1 

• Resistividade de alguns materiais comuns. 


Material 

Resistividade (Í1 • m) 

Emprego 

Prata 

1,64 X 1(T 8 

Condutor 

Cobre 

1,72 X 1(T 8 

Condutor 

Alumínio 

2,8 X 1(T 8 

Condutor 

Ouro 

2,45 X 1(T 8 

Condutor 

Carbono 

4 X 1(T 5 

Semicondutor 

Germânio 

47 X 1(T 2 

Semicondutor 

Silício 

6,4 X 10 2 

Semicondutor 

Papel 

IO 10 

Isolante 

Mica 

5 X 10 11 

Isolante 

Vidro 

10 12 

Isolante 

Teflon 

3 X 10 12 

Isolante 



Área A da 
seção transversal 


(a) (b) 

Figura 2.1 (a) Resistor; (ti) símbolo 

de resistência usado em circuitos. 
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valores de p para alguns materiais comuns e mostra quais materiais são usados 
como condutores, isolantes e semicondutores. 

O elemento de circuito usado para modelar o comportamento da resistên¬ 
cia à corrente de um material é o resistor. Para poder construir os circuitos, os 
resistores normalmente são feitos de folhas metálicas e compostos de carbono. 
O símbolo de resistor é mostrado na Figura 2.1 b, onde R significa a resistência 
do resistor, e ele é o elemento passivo mais simples. 

Credita-se a Georg Simon Ohm (1787-1854), físico alemão, a descoberta 
da relação entre corrente e tensão para um resistor. Essa relação é conhecida 
como lei de Ohm. 


A lei de Ohm afirma que a tensão v em um resistor é diretamente propor¬ 
cional à corrente / através dele. 


Isto é, 


v oc (2.2) 

Ohm definiu a constante de proporcionalidade para um resistor como a re¬ 
sistência R. (Resistência é uma propriedade de material que pode mudar caso 
as condições internas ou externas do elemento sejam alteradas, por exemplo, 
se houver mudanças na temperatura.) Consequentemente, a Equação (2.2) fica 


v = iR 


(2.3) 


que é a forma matemática da lei de Ohm. R na Equação (2.3) é medida na uni¬ 
dade de ohms, designada fi. Portanto, 


A resistência R de um elemento representa sua capacidade de resistir ao 
fluxo de corrente elétrica; ela é medida em ohms (íl). 


Considerando a Equação (2.3), podemos deduzir que 


de modo que 



i 


10=1 V/A 


(2.4) 



PERFIS HISTÓRICOS 


Georg Simon Ohm (1787-1854), físico alemão, determinou experimental¬ 
mente, em 1826, as leis mais básicas relacionadas com tensão e corrente em um 
resistor. O trabalho de Ohm foi rejeitado pelos críticos no começo. 

De origem humilde, em Erlangen, Bavaria, lançou-se à pesquisa no campo da 
eletricidade. Seus esforços resultaram em sua famosa lei. Foi condecorado com 
a Medalha Copley em 1841 pela Royal Society of London. Em 1849 assumiu o 
cargo de professor titular de física da Universidade de Munique. Em sua home¬ 
nagem, a unidade de resistência recebeu o seu sobrenome, Ohm. 
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Para aplicar a lei de Ohm conforme declarada na Equação (2.3), devemos 
prestar atenção ao sentido da corrente i e à polaridade da tensão v, que têm de 
estar de acordo com a convenção de sinal passivo, conforme mostrado na Figura 
2.1 b. Isso implica que a corrente flui de um potencial mais alto para um mais 
baixo de modo que v = iR. Se a corrente fluir de um potencial mais baixo para 
um mais alto, v = -iR. 

Uma vez que o valor de R pode variar de zero a infinito, é importante conside¬ 
rarmos os dois possíveis valores extremos de R. Um elemento com R = 0 é deno¬ 
minado curto-circuito, conforme observado na Figura 2.2a. Para um curto-circuito 



R = 0 


-ci¬ 


ta) 


v = iR = 0 (2.5) 

mostrando que a tensão é zero, mas que a corrente poderia assumir qualquer 
valor. Na prática, um curto-circuito em geral é um fio de conexão que é, supos¬ 
tamente, um condutor perfeito. Portanto, 


Curto-circuito é um elemento de circuito com resistência que se aproxima 
de zero. 


De forma similar, um elemento com R = oo é conhecido como um circuito aber¬ 
to, conforme mostrado na Figura 2.2 b. Para um circuito aberto, 

v 

i = lim — = 0 (7 6) 

indicando que a corrente é zero, embora o valor da tensão possa ser qualquer 
um. Portanto, 


Circuito aberto é um elemento de circuito com resistência que se aproxima 
de infinito. 


Um resistor pode ser fixo ou variável, sendo que a maior parte é do tipo 
fixo, significando que sua resistência permanece constante. Os dois tipos mais 
comuns de resistores fixos (de fio e compostos) são ilustrados na Figura 2.3. 
Os resistores compostos são usados quando é necessária resistência elevada. 
O símbolo para circuito na Figura 2.1 b é para um resistor fixo. Os resistores 
variáveis têm resistência ajustável, seu símbolo é exposto na Figura 2.4a e um 
tipo comum é conhecido como potenciômetro, com o símbolo mostrado na 
Figura 2.4b, que é um elemento de três terminais com um contato deslizante 
ou cursor móvel. Deslizando-se o contato, a resistência entre o terminal do 
contato e os terminais fixos varia. Assim como os resistores fixos, os resistores 
variáveis podem ser de fio ou de compostos, conforme ilustrado na Figura 2.5. 
Embora resistores como os mostrados nas Figuras 2.3 e 2.5 sejam usados em 



Figura 2.2 (a) Curto-circuito (R = 0); 

(b) circuito aberto (R = co). 



Figura 2.3 Resistores fixos: (a) de 
fio; ( b ) filme de carbono. ( Cortesia da 
Tech America.) 



Figura 2.4 Símbolo de circuito para: (a) um 
resistor variável em geral; ( b ) um potenciômetro. 


Figura 2.5 Resistores variáveis: (a) tipo composto; ( b ) potenciômetro 
com contato deslizante. ( Cortesia da Tech America.) 
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Figura 2.6 Resistores em placa de 
circuito integrado. 




projetos de circuitos, hoje a maioria dos componentes de circuito, inclusive os 
resistores, são integrados ou então usam a tecnologia de montagem em super¬ 
fície, conforme pode ser observado na Figura 2.6. 

Devemos destacar que nem todos os resistores obedecem à lei de Ohm, 
e o que obedece é conhecido como resistor linear. Ele tem uma resistência 
constante e, portanto, apresenta sua curva característica conforme ilustrado 
na Figura 2.7 a: seu gráfico i-v é uma linha reta que passa pela origem. Já um 
resistor não linear não obedece à lei de Ohm, sua resistência varia com a cor¬ 
rente, e sua curva característica i-v é mostrada na Figura 2.7 b, e como exem¬ 
plos temos a lâmpada comum e o díodo. Embora todos os resistores na prática 
possam apresentar comportamento não linear sob certas condições, partiremos 
do pressuposto, neste livro, de que todos os elementos projetados na realidade 
como resistores são lineares. 

Uma medida útil em análise de circuitos é o inverso da resistência R, co¬ 
nhecida como condutância, uma medida que representa quanto um elemento 
conduz corrente elétrica, e representada por G: 


A unidade de condutância é o mho (ohm escrito ao contrário), com sím¬ 
bolo U, o ômega invertido. Embora os engenheiros muitas vezes usem o mho, 
neste livro preferimos utilizar o Siemens (S), a unidade SI para condutância: 

1 S = 1 U = 1 A/V (2.8) 


Figura 2.7 A curva característica 
i-v de: (d) um resistor linear; ( b ) um 
resistor não linear. 


Portanto, 


Condutância é a capacidade de um elemento conduzir corrente elétrica; ela 
é medida em mho (U) ou Siemens (S). 


A mesma resistência pode ser expressa em ohms ou Siemens. Por exemplo, 
10 Í1 é o mesmo que 0,1 S. Da Equação (2.7), podemos escrever 


i = Gv (2.9) 

A potência dissipada por um resistor pode ser expressa em termos de R. 
Usando as Equações (1.7) e (2.3), 

2 v 2 

p = vi = GR = — (2.10) 

K 

A potência dissipada por um resistor também poderia ser expressa em ter¬ 
mos de G como 


p = vi = 



( 2 . 11 ) 


Devemos observar dois pontos a partir das Equações (2.10) e (2.11): 

1. A potência dissipada em um resistor é uma função não linear da corrente 
ou tensão. 

2. Já que Re G são quantidades positivas, a potência dissipada em um resis¬ 
tor é sempre positiva. Portanto, um resistor sempre absorve potência do 
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circuito, confirmando a ideia de que é um elemento passivo, incapaz de 
gerar energia. 


Um ferro elétrico drena 2 A em uma tensão de 120 V. Determine a resistência. 


Solução: Da lei de Ohm, 



60 íí 


O componente essencial de uma tostadeira é um elemento elétrico (um resistor) que 
converte energia elétrica em energia térmica. Quanta corrente é absorvida por uma 
torradeira com resistência 15 O a 110 V? 

Resposta: 7,333 A. 


No circuito elétrico mostrado na Figura 2.8, calcule a corrente i, a condutância Cea 
potência p. 

Solução: A tensão no resistor é a mesma da fonte de tensão (30 V), pois o resistor 
e a fonte de tensão são conectados ao mesmo par de terminais. Consequentemente, a 
corrente é 


v’ _ 30 

R ~ 5 X 10 3 


6 mA 


A condutância é 


G = 


1 

R 


1 

5 X 10 3 


0,2 mS 


Podemos calcular a potência de diversas maneiras usando as Equações (1.7), (2.10) ou (2.11). 
p = vi = 30(6 X 10 3 ) = 180 mW 


OU 

p = i 2 R = (6 X 10 3 ) 2 5 X 10 3 = 180 mW 

OU 

p = v 2 G = (30) 2 0,2 X 10~ 3 = 180 mW 

Para o circuito mostrado na Figura 2.9, calcule a tensão v, a condutância Ge a potência p. 
Resposta: 30 V, 100 pS, 90 mW. 


EXEMPLO 2.1 • 


PROBLEMA PRÁTICO 2.1 • 



Figura 2.8 Esquema para o 
Exemplo 2.2. 


3 mA 



P 

+ 

V 


Figura 2.9 Esquema para o 
Problema prático 2.2. 

PROBLEMA PRÁTICO 2.2 • 


EXEMPLO 2.3 • 

Uma fonte de tensão de 20 sen7rí V é conectada em um resistor de 5 kíl. Determine a 
corrente que passa pelo resistor e a potência dissipada. 

„ , v 20sen7Tt 

Solução: i = — = -5- = 4 sen ir? mA 

ü 5 X 10 3 

Consequentemente, 

p = vi ~ 80 sen^tmW 

Um resistor absorve uma potência instantânea de 30 cos 2 t mW, quando conectado a PROBLEMA PRÁTICO 2.3 • 

uma fonte de tensão v = 15 cos t V. Detennine i e R. 

Resposta: 2 cos t mA, 7,5 kíl. 
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a 5ü b 



t Nós, ramos e laços 

Uma vez que os elementos de um circuito elétrico podem ser interconectados 
de diversas maneiras, precisamos compreender alguns conceitos básicos de 
topologia de rede. Para diferenciar um circuito de rede podemos considerar 
uma rede como interconexão de elementos ou dispositivos, enquanto um cir¬ 
cuito é uma rede que fornece um ou mais caminhos fechados. A convenção, 
ao tratar de topologia de rede, é usar a palavra rede em vez de circuito. Fa¬ 
zemos isso, muito embora essas duas palavras signifiquem a mesma coisa 
quando usadas neste contexto. Na topologia de rede, estudamos as proprie¬ 
dades relacionadas à colocação de elementos na rede e a configuração geo¬ 
métrica dela. Tais elementos incluem ramos, nós e laços. 


2.3 


Ramo representa um elemento único como fonte de tensão ou resistor. 


Em outras palavras, um ramo representa qualquer elemento de dois terminais. 
O circuito da Figura 2.10 tem cinco ramos, como: a fonte de tensão de 10 V, a 
fonte de corrente de 2 A e os três resistores. 


Figura 2.10 Nós, ramos e laços. 


Nó é o ponto de conexão entre dois ou mais ramos. 


b 



Figura 2.11 Circuito de três nós da 
Figura 2.10 redesenhado. 


Em um circuito, um nó é normalmente indicado por um ponto. Se um 
curto-circuito (um fio de conexão) conecta dois nós, estes constituem um 
único nó, e o circuito da Figura 2.10 possui três nós: a, b e c. Observe que 
os três pontos que formam o nó b são conectados por fios perfeitamente 
condutores e, portanto, compõem um único ponto. O mesmo é verdade 
para os quatro pontos que formam o nó c. Demonstramos que o circuito da 
Figura 2.10 tem apenas três nós, redesenhando o circuito da Figura 2.11. Os 
dois circuitos nas Figuras 2.10 e 2.11 são idênticos. Entretanto, para deixar 
claro, os nós b e c são interligados por condutores perfeitos, como mostra 
a Figura 2.10. 


Laço é qualquer caminho fechado em um circuito. 


Laço é um caminho fechado formado iniciando-se em um nó, passando por 
uma série de nós e retornando ao nó de partida sem passar por qualquer outro 
mais de uma vez. Diz-se que um laço é independente se ele contiver pelo 
menos um ramo que não faça parte de qualquer outro laço independente. 
Os laços, ou caminhos independentes, resultam em conjuntos de equações 
independentes. 

E possível formar um conjunto independente de laços no qual um deles 
não contém tal ramo. Na Figura 2.11, abca com o resistor de 2 íl é independen¬ 
te. Um segundo laço com o resistor de 3 12 e a fonte de corrente é independente. 
O terceiro poderia ser um com o resistor de 2 12 associado em paralelo com 
o resistor de 3 12, e isso realmente forma um conjunto independente de laços. 

Uma rede com b ramos, n nós e 1 laços independentes vão satisfazer o 
teorema fundamental da topologia de rede: 


b = l + n — 1 


( 2 . 12 ) 
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Conforme mostram as duas definições a seguir, a topologia de circuitos é 
de grande valia no estudo de tensões e correntes em um circuito elétrico. 


Dois ou mais elementos estão em série se eles compartilharem exclu¬ 
sivamente um único nó e, consequentemente, transportarem a mesma 
corrente. 

Dois ou mais elementos estão em paralelo se eles estiverem conectados 
aos mesmos dois nós e, consequentemente, tiverem a mesma tensão en¬ 
tre eles. 


Os elementos estão em série quando estiverem conectados em cadeia ou em 
sequência, de ponta a ponta. Por exemplo, dois elementos estão em série se 
compartilharem um nó comum e nenhum outro elemento estiver conectado 
a esse nó; já os elementos em paralelo são conectados ao mesmo par de ter¬ 
minais. No circuito mostrado na Figura 2.10, a fonte de tensão e o resistor de 
5 íi estão em série, pois a mesma corrente fluirá através deles. Os resistores 
de 2 Í1 e 3 íl, bem como a fonte de corrente, estão em paralelo, porque estão 
conectados aos mesmos dois nós (b e c) e, consequentemente, têm a mesma 
tensão entre eles. Os resistores de 5 Í1 e 2 Í1 não estão nem em série nem em 
paralelo entre si. 


Determine o número de ramos e nós no circuito mostrado na Figura 2.12. Identifique 
quais elementos estão em série e quais estão em paralelo. 

Solução: Existem quatro elementos no circuito, que tem quatro ramos: 10 V, 5 fí, 6 Í1 
e 2 A. O circuito tem três nós conforme identificado na Figura 2.13. O resistor de 5 Í1 
está em série com a fonte de tensão de 10 V, pois a mesma corrente fluiria em anrbos. 
O resistor de 6 Í1 está em paralelo com a fonte de corrente de 2 A, já que ambos estão 
conectados aos mesmos nós 2 e 3. 


5 £2 



Figura 2.12 Esquema para o 
Exemplo 2.4. 


1 5Í2 2 



Figura 2.13 Os três nós no circuito 
da Figura 2.12. 


Quantos ramos e nós o circuito da Figura 2.14 tem? Identifique os elementos que estão 
em série e em paralelo. 

Resposta: Podemos identificar cinco ramos e três nós na Figura 2.15. Os resis¬ 
tores de 1Í2 e 2 Í1 estão em paralelo, assim como resistor de 4 Í1 e a fonte de 10 V. 


EXEMPLO 2.4 • 


PROBLEMA PRÁTICO 2.4 • 


5 Q 



Figura 2.14 Esquema para o Problema 
prático 2.4. 


1 5Q 2 



3 


Figura 2.15 Resposta para o Problema 
prático 2.4. 
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2.4 


Leis de Kirchhoff 


A lei de Ohm por si só não é o bastante para analisar os circuitos; entre¬ 
tanto, quando associada com as duas leis de Kirchhoff, elas formam um 
conjunto de ferramentas poderoso e suficiente para analisar uma série de 
circuitos elétricos. As leis de Kirchhoff foram introduzidas pela primeira 
vez em 1847 pelo físico alemão Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) e 
são formalmente conhecidas como lei de Kirchhoff para corrente (LKC, 
ou lei dos nós) e lei de Kirchhoff para tensão (LKT, ou lei das malhas); 
sendo que a primeira se baseia na lei da conservação da carga, que exige 
que a soma algébrica das cargas dentro de um sistema não pode mudar. 


A lei de Kirchhoff para corrente (LKC) diz que a soma algébrica das cor¬ 
rentes que entram em um nó (ou um limite fechado) é zero. 


Matematicamente, a LKC implica o seguinte 


2 ‘n = 0 


n = l 


(2.13) 


onde N é o número de ramos conectados ao nó e é a enésima corrente que 
entra (ou sai) do nó. Conforme essa lei, as correntes que entram em um nó po¬ 
deriam ser consideradas positivas, enquanto as correntes que saem do nó, 
negativas, e vice-versa. 

Para provar a LKC, ou lei dos nós, vamos supor que um conjunto de cor¬ 
rentes i k (t), k = 1,2, ..., flua para o nó. A soma algébrica das correntes no nó 
seria 



Figura 2.16 Correntes em um nó 
ilustrando a LKC. 


h(t) = m + m + * 3 (o + ■■■ (2.i4) 

Integrando ambos os lados da Equação (2.14), obtemos 

q-r(t) = qM + q 2 (t) + q 3 (t) + •■• ( 2 . 15 ) 

onde q k (i) = \i k (i)dt e q T (t) = \i T (t)dt. Porém, a lei da conservação da carga elé¬ 
trica requer que a soma algébrica das cargas elétricas no nó não se altere; isto 
é, que o nó não armazene nenhuma carga livre. Portanto, q 7 (l) = 0 —» i T (t) = 0, 
confirmando a validade da LKC. 

Considere a Figura 2.16. Aplicando a LKC, temos 

h + (~h) + h + f 4 + (~h) ~ 0 ( 2 . 16 ) 

uma vez que as correntes q, q e i 4 estão entrando no nó, enquanto as correntes 
i 2 e i 5 estão saindo. Rearranjando os termos, obtemos 


i | + C + £4 — i 2 + Z*5 


(2.17) 


A Equação (2.17) é uma forma alternativa da LKC: 


A soma das correntes que entram em um nó é igual à soma das correntes 
que saem desse nó. 
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PERFIS HISTÓRICOS 

Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), físico alemão, enunciou duas leis 
básicas em 1847 referentes à relação entre correntes e tensões em uma rede 
elétrica. As leis de Kirchhoff, juntamente com a lei de Ohm, formam a base da 
teoria dos circuitos. 

Filho de um advogado em Konigsberg, Prússia Oriental, com 18 anos 
Kirchhoff ingressou na Universidade de Konigsberg e, mais tarde, tornou-se 
professor universitário em Berlim. Seu trabalho em espectroscopia em colabo¬ 
ração com o químico alemão Robert Bunsen o levou à descoberta do césio, em 
1860, e do rubídio, em 1861. Credita-se também a Kirchhoff a lei da radiação, 
por isso Kirchhoff é famoso entre engenheiros, químicos e físicos. 



Note que a LKC também se aplica a um limite fechado. Isso pode ser 
considerado um caso genérico, pois um nó pode ser uma superfície fechada re¬ 
duzida a um ponto. Em duas dimensões, um limite fechado é o mesmo que um 
caminho fechado. Conforme ilustrado de forma característica no circuito da 
Figura 2.17, a corrente total que entra na superfície fechada é igual à corrente 
total que sai da superfície. 

Uma aplicação simples da LKC é a associação de fontes de corrente em 
paralelo. A corrente resultante é a soma algébricas das correntes fornecidas 
pelas fontes individuais; por exemplo, as fontes de corrente mostradas na Figu¬ 
ra 2.18a podem ser combinadas, como mostra a Figura 2.18b. As fontes de 
corrente resultantes ou equivalentes podem ser encontradas aplicando a LKC 
ao nó a. 



Figura 2.17 Aplicação da LKC a um 
limite fechado. 


h + h — h + h 


ou 


I T = h ~ h + h ( 2 - 18 ) 

Um circuito não pode conter duas correntes diferentes, /, e I 2 , em série, a me¬ 
nos que /] = / 2 ; caso contrário, a LKC será violada. 

A segunda lei de Kirchhoff se baseia no princípio da conservação da energia: 


A lei de Kirchhoff para tensão (LKT) diz que a soma algébrica de todas as 
tensões em torno de um caminho fechado (ou laço) é zero. 


Expresso matematicamente, a LKT, ou lei das malhas, afirma que 


Diz-se que duas fontes 
(ou circuitos em geral) são 
equivalentes se tiverem a 
mesma relação i-v em um 
par de terminais. 


a o 


b o- 





h 


(a) 


M 

2 V m = 0 
ra =1 


( 2 . 19 ) 



- I, — In + I? 


onde Méo número de tensões no laço (ou o número de ramos no laço) e v m é 
a /w-ésima tensão. 


b o- 


(b) 


Para ilustrar a LKT, considere o circuito da Figura 2.19. O sinal em cada 
tensão é a polaridade do terminal encontrado primeiro à medida que percorremos 
o laço, partindo de qualquer ramo e percorrendo o laço no sentido horário ou 


Figura 2.18 Fontes de corrente 
em paralelo: (a) circuito original; 
( b ) circuito equivalente. 
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A LKT pode ser aplicada de duas 
maneiras: percorrendo o laço no 
sentido horário ou no sentido 
anti-horário. Independentemente 
do sentido adotado, a soma 
algébrica das tensões em torno do 
laço é zero. 



Figura 2.19 Circuito com um único 
laço ilustrando a LKT. 


anti-horário, conforme mostrado; então, as tensões seriam -iq, +v 2 , +u 3 , -v 4 e 
+v 5 , nessa ordem. Por exemplo, ao atingirmos o ramo 3, o terminal positivo é 
encontrado primeiro; portanto, temos +u 3 . Para o ramo 4, atingimos primeiro o 
terminal negativo; logo, temos -v 4 . Consequentemente, a LKT resulta em 

-Vi + v 2 + v 3 - v 4 + v 5 = 0 (2.20) 

Rearranjando os termos, obtemos 


v 2 + v 3 + v 5 - Vi + v 4 (2.21) 

que pode ser interpretado como 


A soma das quedas de tensão é igual à soma das elevações de tensão. (2.22) 


Essa é uma forma alternativa da LKT. Observe que, se tivéssemos percorrido 
no sentido anti-horário, o resultado teria sido +iq, -v 5 , +v 4 , -v 3 e -v 2 , que é o 
mesmo que antes, exceto pelo fato de os sinais estarem invertidos, portanto, as 
Equações (2.20) e (2.21) permanecem as mesmas. 

Quando as fontes de tensão estiverem conectadas em série, a LKT pode ser 
aplicada para obter a tensão total. A tensão associada é a soma algébrica das 
tensões das fontes individuais. Por exemplo, para as fontes de tensão indicadas 
na Figura 2.20a, a fonte de tensão associada ou equivalente na Figura 2.20 b é 
obtida aplicando a LKT. 

-V ab + V 1 + V 2 -V 3 = 0 


ou 


v ab = Vi + V 2 -V 3 (2.23) 

Para impedir a violação da LKT, um circuito não pode conter duas tensões 
diferentes V ] e V 2 em paralelo a menos que V x = V 2 . 


• EXEMPLO 2.5 


K 

a o- 

V 2 + 

©v s = v I + rç-v 3 

v 3 

b o- 


(a) ( b ) 

Figura 2.20 Fontes de tensão em série: (a) circuito original; ( b ) circuito equivalente. 


Para o circuito da Figura 2.21a, determine as tensões v x e v 2 - 

Solução: Para encontrar v x e v 2 , aplicamos a lei de Ohm e a lei de Kirchhoff para 
tensão. Consideremos que a corrente i flua pelo laço, confoime mostra a Figura 2.21 b. 
Da lei de Ohm, 

ui = 2 i, v 2 = -3 i (2.5.1) 

Aplicando a LKT pelo laço, obtemos 

-20 + u, - v 2 = 0 (2.5.2) 
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20 

-m- 

+ u, - 

20 V (t) V2 I 3 O 


2 O 


A/Wv 



(a) (b) 

Figura 2.21 Esquema para o Exemplo 2.5. 

Substituindo a Equação (2.5.1) na Equação (2.5.2), obtemos 

—20 + 2 i + 3i = 0 ou 5; = 20 => i = 4 A 

Finalmente, substituindo i na Equação (2.5.1), temos 

v l = 8 V, v 2 = -12 V 


Determine v x e v 2 no circuito da Figura 2.22. 
Resposta: 16 V, -8 V. 


Determine v 0 e i no circuito mostrado na Figura 2.23 a. 


12 V 




(a) 


(b) 


Figura 2.23 Esquema para o Exemplo 2.6. 

Solução: Aplicamos a LKT no laço, como mostrado na Figura 2.23 b. O resultado é 
-12 + 4 i + 2v 0 - 4 + 6i = 0 (2.6.1) 


Aplicando a lei de Ohm ao resistor de 6 íl, temos 

v 0 = -6 i (2.6.2) 


Substituir a Equação (2.6.2) na Equação (2.6.1) obtemos 


-16 + 10* - 12* = 0 =A i = -8 A 


e v a = 48 V. 


Determine v x e v B no circuito da Figura 2.24. 
Resposta: 20 V,-10 V. 


Determine a corrente i a e a tensão v a no circuito apresentado na Figura 2.25. 


a 



40 

—YAAi 

+ Vi 


+ 

-tW 
2Ü 

Figura 2.22 Esquema para o 
Problema prático 2.5. 

PROBLEMA PRÁTICO 2.5 • 




70 V I 


EXEMPLO 2.6 • 


10 O 

AViV- 
+ v- 


5 Q 

—VWv— 
+ ~ 


2v r 


Figura 2.24 Esquema para o 
Problema prático 2.6. 

PROBLEMA PRÁTICO 2.6 


EXEMPLO 2.7 • 


Figura 2.25 Esquema para o Exemplo 2.7. 
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Figura 2.26 Esquema para o Problema 
prático 2.7. 


• PROBLEMA PRÁTICO 2.7 


Solução: Aplicando a LKC ao nó a, obtemos 

3 + 0,5í o = i„ =$■ i a 

Para o resistor de 4 íl, a lei de Ohm fornece 

v o — 4z'o = 24 V 


Determine v a e i 0 no circuito da Figura 2.26. 

Resposta: 12 V, 6 A. 


6 A 


• EXEMPLO 2.8 

Determine as correntes e tensões no circuito mostrado na Figura 221a. 


8D \ a X 8Q X a X 




Figura 2.27 Esquema para o Exemplo 2.8. 

Solução: Aplicamos a lei de Ohm e as leis de Kirchhoff. Pela lei de Ohm, 

tq = 8 q, v 2 = 3 i 2 , v 3 = 6i 3 (2.8.1) 

Uma vez que a tensão e a corrente de cada resistor estão relacionadas pela lei de Ohm, 
como mostrado, estamos realmente buscando três coisas: (tq, v 2 , v 3 ) ou i 2 , i 3 ). No 
nó a, aplicando a LKC temos 


h ~ h - h ~ 0 ( 2 . 8 . 2 ) 

Aplicando a LKT ao laço 1, como na Figura 2.21b, 


-30 + Vi + i>2 = 0 


Expressamos isso em tennos de /, e i 2 , como na Equação (2.8.1), para obter 

—30 + 8 ii + 3( 2 — 0 


ou 


. (30 - 3 i 2 ) 

h =- 

8 

Aplicando a LKT ao laço 2, 

—v 2 + l> 3 = 0 =$■ v 3 = v 2 


(2.8.3) 


(2.8.4) 


confonne esperado, já que os dois resistores estão em paralelo. Expressamos tq e v 2 em 
termos de q e i 2 como indicado na Equação (2.8.1). A Equação (2.8.4) se toma 

6i ' 3 = 3(2 => (3 = | (2.8.5) 


Substituindo as Equações (2.8.3) e (2.8.5) na Equação (2.8.2), temos 

30 — 3 ( 2 , ('2 n 

?2 — 0 
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ou i 2 = 2 A. A partir do valor de i 2 , usamos agora as Equações (2.8.1) a (2.8.5) para obter 
h = 3 A, í 3 = 1 A, Vi = 24 V, v 2 = 6 V, v 3 = 6 V 

Determine as correntes e tensões no circuito apresentado na Figura 2.28. 

Resposta: iq = 6 V, v 2 = 4 V, v 3 = 10 V, zj = 3 A, z 2 = 500 mA, z 3 = 1,25 A. 


Resistores em série e divisão de tensão 

A necessidade de se associar resistores em série e em paralelo ocorre de forma 
tão frequente que merece especial atenção. Esse processo pode ser facilitado 
associando-se dois resistores por vez. Tendo isso em mente, considere o circui¬ 
to com um único laço da Figura 2.29 e veja que ambos os resistores estão em 
série, já que a mesma corrente i flui em ambos. Aplicando a lei de Ohm a cada 
um dos resistores, obtemos 

v \ = iR], v 2 = iR 2 (2.24) 

Se aplicarmos a LKT ao laço (percorrendo-o no sentido horário), temos 

-u + V\ + v 2 = 0 (2.25) 

Combinando as Equações (2.24) e (2.25), obtemos 

v = Vi + v 2 = i(Ri + R 2 ) (2.26) 


2.5 


PROBLEMA PRÁTICO 2.8 • 


2Q *3 4 Q 


—vwv- 

-vwv— 

+ 

1 

íS - 

+ 

_ ( 

w + 

£ 

1 

\_ 


10v(±) c S tt 06V 


Figura 2.28 Esquema para o 
Problema prático 2.8. 



Figura 2.29 Um circuito com um 
único laço e dois resistores em série. 


ou 


. _ v 
Rl "b R 2 


(2.27) 


Observe que a Equação (2.26) pode ser escrita como 


v ~ ' K eq (2.28) 

o que implica o fato dos dois resistores poderem ser substituídos por um resis- 
tor equivalente R eq \ isto é, 

R eq = R i + Ri (2.29) 

Portanto, a Figura 2.29 pode ser substituída por um circuito equivalente na 
Figura 2.30, pois apresenta as mesmas relações tensão-corrente nos terminais 
a-b. Um circuito equivalente como aquele da Figura 2.30 é útil na simplifica¬ 
ção da análise de um circuito. Em geral. 


A resistência equivalente de qualquer número de resistores ligados em 
série é a soma das resistências individuais. 


Para N resistores em série então, 



N 

R e q — Rl + R 2 + ' 

' + Rn = 2 R n 

n =1 


R,... 

a el i 

o-VWV- 

+ v - 


-o- 

b 

Figura 2.30 Circuito equivalente 
para o circuito da Figura 2.29. 



Resistores em série se comportam 
como um único resistor cuja 
resistência é igual à soma 
das resistências dos resistores 
individuais. 


(2.30) 
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Para determinar a tensão em cada resistor na Figura 2.29, substituímos a 
Equação (2.26) na Equação (2.24) e obtemos 



(2.31) 


Note que a tensão da fonte v é dividida entre os resistores na proporção direta 
de suas resistências; quanto maior for a resistência, maior a queda de tensão. 
Isso é chamado princípio da divisão de tensão e o circuito na Figura 2.29 é 
denominado divisor de tensão. Em geral, se um divisor de tensão tiver N re¬ 
sistores (R x , R 2 , ..., R n ) em série com a tensão de entrada v, o «-ésimo resistor 
(R n ) terá uma queda de tensão de 


v 


n 


Rn 


R\ -F R 2 


+ R a 


(2.32) 


Nó a 



Figura 2.31 Dois resistores em 
paralelo. 


Resistores em paralelo e divisão de 
corrente 

Consideremos o circuito da Figura 2.31, em que dois resistores estão conecta¬ 
dos em paralelo e, portanto, possuem a mesma queda de tensão entre eles. Da 
lei de Ohm, 


2.6 


OU 


V — — Í-2^2 


h= k h= k (2 - 33) 

Aplicando a LKC em um nó a obtemos a corrente total i, conforme indicado 
a seguir 


i = i i + i 2 

Substituindo a Equação (2.33) na Equação (2.34), obtemos 

v v ( \ 1 \ v 

i — + ' — V ( jp F _ 1 — 

Ri Rl \Rl RlJ Re q 

onde R eq é a resistência equivalente dos resistores em paralelo: 

^eq R 1 Rl 

OU 

1 Ri + R 2 

Req R\R2 


OU 


(2.34) 


(2.35) 


(2.36) 


R 


eq 


R\Ri 

+ r 2 


(2.37) 
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Portanto, 


A resistência equivalente de dois resistores em paralelo é igual ao produto 
de suas resistências dividido pela sua soma. 


Deve-se enfatizar que isso se aplica apenas a dois resistores em paralelo. Da 
Equação (2.37), se R l = R 2 , então R eq = R x /2. 

Podemos estender o resultado da Equação (2.36) ao caso geral de um cir¬ 
cuito com N resistores em paralelo. A resistência equivalente é 


1 

1 

1 

1 

- = - 

+ — + • 

• + - 

Req 

R i 

tf 2 

Rn 


(2.38) 


Observe que R eq é sempre menor que a resistência do menor resistor na asso¬ 
ciação em paralelo. Se tf j = R 2 = ... = R N = R, então 


R 


eq 


R 

N 


(2.39) 


Por exemplo, se quatro resistores de 100 Í2 estiverem conectados em paralelo, 
sua resistência equivalente é 25 Cl. 

Normalmente é mais conveniente usar condutância em vez de resistência 
ao lidar com resistores em paralelo. A partir da Equação (2.38), a condutância 
equivalente para N resistores em paralelo é 


G e q — Gi + G 2 + G 3 + ■■■ + G n 


(2.40) 


onde G eq = l/tf eq , G, = 1/tf,, G 2 = 1 /R 2 , G 3 = 1 /tf 3 , G N = \/R N . A Equação 
(2.40) afirma que: 


As condutâncias em paralelo 
se comportam como uma 
única condutância cujo valor é 
igual à soma das condutâncias 
individuais. 


A condutância equivalente de resistores conectados em paralelo é a soma 
de suas condutâncias individuais. 


Isso significa que podemos substituir o circuito da Figura 2.31 por aquele da 
Figura 2.32. Perceba a similaridade entre as Equações (2.30) e (2.40). A condu¬ 
tância equivalente de resistores em paralelo é obtida da mesma forma que a resis¬ 
tência equivalente dos resistores em série; igualmente, a condutância equivalente 
dos resistores em série é obtida exatamente da mesma forma que a resistência 
equivalente dos resistores em paralelo. Portanto, a condutância equivalente G eq 
de N resistores em série (como aqueles ilustrados na Figura 2.29) é 


1 

1 

1 

1 

1 

— 

= - 

+- h 

- + * 

■ + - 

G eq 

Gr 

g 2 

G 3 

g n 


(2.41) 


Dada a corrente total i que entra pelo nó a (Figura 2.31), como obtemos 
a corrente i l e i{! Sabemos que o resistor equivalente tem a mesma tensão, ou 


/tf ,tf 2 

v = :R cq = - 

eq tf, + tf 2 


(2.42) 


a 


ou 


Figura 2.32 Circuito equivalente ao 
da Figura 2.31. 



Combinando as Equações (2.33) e (2.42), temos 
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| h - ‘ 
«,= 0 


o 



(b) 

Figura 2.33 (a) Curto-circuito; 

(b) Circuito aberto. 


R 2 i 

Ri i 

11 Ri + R 2 ’ 

h R 1 + R 2 


que mostra que a corrente total i é compartilhada pelos resistores na proporção 
inversa de suas resistências. Isso é conhecido como princípio da divisão de 
corrente e o circuito da Figura 2.31 é conhecido como divisor de corrente. 
Perceba que a maior corrente flui pela menor resistência. 

Como caso extremo, suponha que um dos resistores da Figura 2.31 seja 
zero, e que R 2 = 0; isto é, R 2 é um curto-circuito, conforme mostrado na Figura 
2.33a. A partir da Equação (2.43), R 2 = 0 resulta em q = 0, i 2 = i. Isso significa 
que a corrente i desvia de e flui inteiramente pelo curto-circuito R 2 = 0, o 
caminho de menor resistência. Assim, quando temos um curto-circuito em um 
circuito, como na Figura 2.33a, devemos ter duas coisas em mente: 

1. A resistência equivalente R eq = 0. [Observe o que acontece quando R 2 = 0 
na Equação (2.37).] 

2. Toda a corrente flui pelo curto-circuito. 

Como outro caso extremo, suponhamos que R 2 = oo, isto é, R 2 é um circuito 
aberto, conforme mostrado na Figura 2.33 b. A corrente ainda flui pelo caminho 
de menor resistência, R v Tomando o limite da Equação (2.37) quando R 2 = oo, 
obtemos, nesse caso, R eq = R { . 

Se dividirmos tanto o numerador como o denominador por R t R 2 , a Equa¬ 
ção (2.43) fica 


Gi 


1 G 1 + G 2 

■ g 2 . 

12 Gi + Go' 


(2.44 a) 

(2.44 b) 


Geralmente, se um divisor de corrente tiver N condutores (G b G 2 , ..., G v ) em 
paralelo com a fonte de corrente i, o n-csimo condutor (G„) terá a corrente 


Gi + G 2 + • • + G a 


(2.45) 


Muitas vezes é conveniente e possível associar resistores em série e em 
paralelo e reduzir uma rede resistiva a uma única resistência equivalente R eq . 
Tal resistência equivalente é a resistência entre os terminais designados da rede 
e tem de apresentar a mesma curva característica i-v que a rede original nos 
terminais. 




EXEMPLO 2.9 


4Q 


1 O 



5 £2 


Figura 2.34 Esquema para o 
Exemplo 2.9. 


Determine a R eq para o circuito mostrado na Figura 2.34. 

Solução: Para obter i? eq , associamos resistores em série e em paralelo. Os resistores de 
6 O e 3 O estão em paralelo e, portanto, sua resistência equivalente é 

„ 6X3 

6 O 30 =-= 20 

11 6 + 3 

(O símbolo || é usado para indicar uma associação em paralelo.) Da mesma forma, os 
resistores de 1 O e de 5 O estão em série; logo, sua resistência equivalente é 

10+50=60 
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Portanto, o circuito da Figura 2.34 é reduzido àquele da Figura 2.35 a, na qual os dois 
resistores de 2 O estão em série e, portanto, sua resistência equivalente é 

20+20=40 

Esse resistor de 4 O agora está em paralelo com o resistor de 6 O da Figura 2.35a; sua 
resistência equivalente é 

4 íi li 6 n = 4 ^ f> = 2,4 o 
" 4 + 6 

O circuito da Figura 2.35 a agora é substituído pela Figura 235b, na qual os três resisto¬ 
res estão em série. Portanto, a resistência equivalente para o circuito é 

fl eq = 4 o + 2,4 o + 8 o = 14,4 o 


4 ü. 



4 Q 

o -WW 



8Ü 

o -WW 



(a) ( b ) 

Figura 2.35 Circuitos equivalentes para o Exemplo 2.9. 


Figura 2.36 Esquema para o 
Problema prático 2.9. 


Associando os resistores da Figura 2.36, detennine R eq . PROBLEMA PRÁTICO 2.9 • 

Resposta: 10 O. 


EXEMPLO 2.10 • 

Calcule a resistência equivalente R ab no circuito da Figura 2.37. 


10 Q c 1 Q. d 1Q 



Figura 2.37 Esquema para o Exemplo 2.10. 

Solução: Os resistores de 3 Í1 e 6 O estão em paralelo, pois estão conectados aos 
mesmos nós c e b.A resistência da associação é 

3 O1| 6 fl = = 20 (2.10.1) 

3 + 6 


10 Q 


1 Q 



6 Q 


De forma semelhante, os resistores de 12 O e 4 O estão em paralelo já que estão conec¬ 
tados aos mesmos dois nós, d e b. Logo, 

„ 12 X 4 

12 O || 4 O = 12 + 4 = 30 (2.10.2) 

Os resistores de 1 O e 5 O também estão em série; portanto, sua resistência equivalente é 

10 + 50 = 60 ( 2 . 10 . 3 ) 

Com essas três associações, podemos substituir o circuito da Figura 2.37 por aquele 
da Figura 2.38a, na qual 3 O em paralelo com 6 O resulta em 2 O, conforme calcula¬ 
do na Equação (2.10.1). Essa resistência equivalente de 2 O agora está em série com 


(a) 


10 Q. 

a o-WVV 


b O- 



(b) 



Figura 2.38 Circuitos equivalentes 
para o Exemplo 2.10. 
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20 n 



i n 


Figura 2.39 Esquema para o 
Problema prático 2.10. 


PROBLEMA PRATICO 2.10 


a resistência de 1 íl para dar uma resistência associada delíl + 2íl = 3íl. Portanto, 
substituímos o circuito da Figura 2.38a pela Figura 2.386 em que associamos os re- 
sistores de 2 íl e 3 íl em paralelo para obter 

2X3 

2 íl || 3 íl =-= 1,2 0 

11 2 + 3 

Esse resistor de 1,2 O está em série com o resistor de 10 O, de modo que 
R ab = 10 + 1,2 = 11,20 

Determine R ab para o circuito da Figura 2.39. 

Resposta: 19 O. 


EXEMPLO 2.11 


Determine a condutância equivalente G eq para o circuito da Figura 2.40a. 

Solução: Os resistores de 8 S e 12 S estão em paralelo e, portanto, sua condutância é 

8 S + 12 S = 20 S 

Esse resistor de 20 S agora está em série com o de 5 S, como mostrado na Figura 2.406, 
de forma que a condutância associada seja 


20 X 5 

-= 4 S 

20 + 5 

E está em paralelo com o resistor de 6 S. Portanto, 

G eq = 6 + 4 = 10 S 

Devemos notar que o circuito da Figura 2.40a é o mesmo que o da Figura 2.40c. Embora 
os resistores da a sejam expressos em Siemens, aqueles da c são expressos em ohms. Para 
mostrar que os circuitos são os mesmos, encontramos o R eq para o circuito da Figura 2.40c. 



-WÀ- 


20 S 


Ui 

6 


Ui* 


(c) 


Figura 2.40 Esquema para o Exemplo 2.11: (a) circuito original; (6) seu circuito 
equivalente; (c) o mesmo circuito de (a), porém com os resistores expressos em ohms. 



4 S 


6 S 


Req — 


1 

(1 1 

1 \ 

1 

(1 l\ 1 

— 

- + - 

— 

= — 

- + — = - 

6 

L/l 

OO 

12 / 

6 

\5 20/ 6 


Figura 2.41 Esquema para o 
Problema prático 2.11. 


^ eq R 


f^r = —n 

§ + ? io 

i 


= 10 s 


• PROBLEMA PRÁTICO 2.11 


Este é o mesmo valor obtido anteriormente. 
Calcule G eq no circuito da Figura 2.41. 

Resposta: 4 S. 




EXEMPLO 2.12 


Determine i 0 e v D no circuito mostrado na Figura 2.42a. Calcule a potência dissipada 
no resistor de 3 íl. 

Solução: Os resistores de 6 íl e 3 íl estão em paralelo e, portanto, sua resistência 
associada é 

6X3 


6 + 3 


= 2Í1 


6 D || 3X1 
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Portanto, nosso circuito se reduz àquele mostrado na Figura 2A2b. Note que v 0 não é 
afetado pela associação dos resistores, porque os resistores estão em paralelo e, con¬ 
sequentemente, apresentam a mesma tensão v 0 . Da Figura 2.426 podemos obter v 0 , de 
duas formas. Uma delas é aplicar a lei de Ohm para obter 

12 

i =-= 2 A 

4 + 2 

e, então, v 0 = 2i = 2 X 2 = 4 V. Outra forma seria aplicar a divisão de tensão, já que os 
12 V na Figura 2.426 são divididos entre os resistores de 4 íl e 2 íl. Portanto, 

^ = 2^ (12V) = 4V 

De modo similar, i a pode ser associada de duas formas. Nossa abordagem é aplicar a 
lei de Ohm ao resistor de 3 íl na Figura 2.42a agora que conhecemos v 0 ; logo, 


v 0 = 34, = 4 


4 

— A 
3 


Outra forma seria aplicar a divisão de corrente ao circuito da Figura 2.42a agora que 
conhecemos i, escrevendo 

6 2 4 

4, =- i = — (2 A) = — A 

6 + 3 3 3 

A potência dissipada no resistor de 3 íl é 


Po = v 0 i 0 = 4 ( — J = 5,333 W 


Determine iq e v 2 no circuito mostrado na Figura 2.43. Calcule também q e i 2 e a po¬ 
tência dissipada nos resistores de 12 íl e 40 íl. 

Resposta: tq = 10 V, q = 833,3 mA,/q = 8,333 W, v 2 = 20 V, i 2 = 500 mA,p 2 = 10W. 


\ 12 £2 



Figura 2.43 Esquema para o 
Problema prático 2.12. 


Para o circuito mostrado na Figura 2.44a, determine: (a) tensão v 0 ; (6) potência forne¬ 
cida pela fonte de corrente; (c) potência absorvida por cada resistor. 

Solução: (a) Os resistores de 6 kíl e 12 kíl estão em série de modo que seu valor as¬ 
sociado é igual a 6 + 12 = 18 kíl. Portanto, o circuito da Figura 2.44a se reduz àquele 
mostrado na 6. Agora, aplicamos a técnica de divisão de corrente para encontrar q e i 2 . 


h = 

h — 


18.000 

9.000+ 18.000 
9.000 

9.000 + 18.000 


(30 mA) 
(30 mA) 


= 20 mA 


= 10 mA 


Note que a tensão entre os resistores de 9 kíl e 18 kíl é a mesma e v 0 = 9.000 q = 
18,000q = 180 V, conforme esperado. 

(b) A potência fornecida pela fonte é 

Po = vj 0 = 180(30) mW = 5,4 W 


L, 40 



b 


(6) 

Figura 2.42 Esquema para o 
Exemplo 2.12: (a) circuito original; 
(6) seu circuito equivalente. 


PROBLEMA PRÁTICO 2.12 • 


EXEMPLO 2.13 • 


6 kíl 



(6) 


Figura 2.44 Esquema para o 
Exemplo 2.13: (à) circuito original; 
(6) seu circuito equivalente. 







































• 46 


Fundamentos de circuitos elétricos 


• PROBLEMA PRÁTICO 2.13 





Figura 2.46 Circuito em ponte. 


(c) A potência absorvida pelo resistor de 12 kíl é 

p = iv = i 2 (i 2 R ) = iÍR = (10 X 1(T 3 ) 2 (12.000) = 1,2 W 
A potência absorvida pelo resistor de 6 kíl é 

p = i\R = (10 X 10~ 3 ) 2 (6.000) = 0,6 W 


A potência absorvida pelo resistor de 9 kíl é 


j _ (180) 

R 9.000 


ou 


p = v a h = 180(20) mW = 3,6 W 


Observe que a potência fornecida (5,4 W) é igual à potência absorvida (1,2 + 0,6 + 3,6 
= 5,4 W). Essa é uma forma de conferir os resultados. 

Para o circuito mostrado na Figura 2.45, determine: (a) v l e v 2 , (b) potência dissipada 
nos resistores de 3 kíl e 20 kíl; e (c) potência fornecida pela fonte de corrente. 


1 kO 



Figura 2.45 Esquema para o Problema prático 2.13. 


Resposta: (a) 45 V, 60 V, (b) 675 mW, 180 mW, (c) 1,8 W. 


2.7 t Transformações Y-delta 
(estrela-triângulo) 

Muitas vezes surgem situações na análise de circuitos em que os resistores 
não estão nem em paralelo nem em série. Consideremos, por exemplo, o cir¬ 
cuito em ponte da Figura 2.46. Como associamos os resistores R x a R b quan¬ 
do eles não estão nem em série nem em paralelo? Muitos circuitos do tipo 
mostrado nessa figura podem ser simplificados usando-se redes equivalentes 
de três terminais. Estas correspondem à rede ípsilon (Y) ou tê (T), mostrada 
na Figura 2.47, e à rede delta (A) ou pi (11), ilustrada na Figura 2.48. Essas 
redes ocorrem por si só ou como parte de uma rede maior e são usadas em 
redes trifásicas, filtros elétricos e circuitos adaptadores. Nosso principal in¬ 
teresse aqui é como identificá-las quando forem parte de uma rede e como 
aplicar a transformação Y-delta (ou estrela-triângulo) na análise da rede. 



Figura 2.47 Duas formas da mesma rede: (a) Y; ( b ) T. 
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2.7.1 Conversão delta-Y (triângulo-estrela) 

Suponha que seja mais conveniente trabalhar com uma rede Y em um ponto 
em que o circuito contém uma configuração delta. Sobrepomos uma rede Y 
à rede delta existente e encontramos as resistências equivalentes na rede 
Y, e, para obtê-las, comparamos as duas redes e nos certificamos de que a 
resistência entre cada par de nós na rede A (ou IT) é a mesma que a resistên¬ 
cia entre o mesmo par de nós na rede Y (ou T). Para os terminais 1 e 2 das 
Figuras 2.47 e 2.48, por exemplo. 

^12 (Y) = Ri + 7?3 (2.46) 

Rn( A) = R b II (R a + Rc) 


R c 



R c 

1 --WA-- 3 



R 


a 


Fazendo R n (Y) = 7? 12 (A), obtemos 


Rn — R\ + /?3 


RiARg + Rç) 
Rg + Rb + Rc 


De forma similar, 


(b) 

(2.47fl) Figura 2.48 Duas formas da mesma 
rede: (a) A; (b) ff 


R 13 — Ri + /?2 


R c (Rg + R b ) 

R„ + Rb + Rc 


(2.47 b) 


R34 — R2 + R3 


Rg(R b + Rç) 

Rg + Rb + Rc 


(2.47c) 


Subtraindo a Equação (2.47c) da Equação (2.47a), obtemos 


_ Rç ( R b Rg) 

Rg + Rb + Rc 


Somar as Equações (2.47b) e (2.48), resulta em 


Ri 


R b Rç 

Rg + Rh + Rc 


(2.48) 


(2.49) 


e subtrair a Equação (2.48) da Equação (2.47b) nos leva a 


R 2 


RçRg 

Rg + R b + Rc 


(2.50) 


Subtraindo a Equação (2.49) da Equação (2.47a), obtemos 


R 3 


Rg R b 

Rg + R b + Rc 


(2.51) 


Não precisamos memorizar as Equações (2.49) a (2.51). Para transformar uma 
rede A em uma rede Y, criamos um nó n extra, conforme exposto na Figura 
2.49 e seguimos a regra da conversão: 
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«c 



c 


FIGURA 2.49 Superposição das 
redes Y e A como uma ferramenta na 
transformação de uma em outra. 


Cada resistor na rede Y é o produto dos resistores nos dois ramos adjacen¬ 
tes A, dividido pela soma dos três resistores A. 


Pode-se seguir essa regra e obter das Equações (2.49) a (2.51) da Figura 2.49. 


2.7.2 Conversão Y-delta 


Para obter as fórmulas de conversão para transformar uma rede Y em uma rede 
delta equivalente, observamos das Equações (2.49) a (2.51) que 


R1R2 + R1R3 “F R3R1 


R l ,R b R c (R a + R h + R c ) 
(R a + R b + R ,) 2 

R n R h Rç 

R r , + Rb + R r 


(2.52) 


Dividir a Equação (2.52) pelas Equações (2.49) a (2.51) nos leva às seguintes 
equações: 



(2.53) 


(2.54) 


(2.55) 


Das Equações (2.53) a (2.55) e da Figura 2.49, a regra da conversão de Y para 
A é a seguinte: 


Cada resistor na rede A é a soma de todos os produtos possíveis de Y resis¬ 
tores extraídos dois a dois, dividido pelo resistor Y oposto. 


As redes Y e A são ditas equilibradas quando 


Ri — R2 — R3 — Ry> R a — Rb — R c ~ Rt\ 


Sob tais condições, as fórmulas de conversão ficam 


Ra 



R y = — 

Y 3 

OU 

Ra — 3a y 


(2.56) 


(2.57) 


Pode-se perguntar por que R Y é menor que R A . Bem, notamos que a conexão 
em Y é como uma conexão “em série”, enquanto a conexão em A é como se 
fosse uma conexão “em paralelo”. 
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Note que, ao fazer a transformação, não retiramos nem inserimos nada de 
novo no circuito, porque substituímos padrões de rede de três terminais dife¬ 
rentes, porém matematicamente equivalentes para criar um circuito no qual os 
resistores estão em série ou em paralelo, o que possibilita que calculemos a 
R eq , caso necessário. 


Converta a rede A da Figura 2.50a em uma rede Y equivalente. 


a b a b 




Figura 2.50 Esquema para o Exemplo 2.14: (a) rede A original; ( b ) rede Y equivalente. 
Solução: Usando das Equações (2.49) a (2.51), obtemos 


R i = 


R h R c 


10 X 25 


R? = 


R a + R b + R c 15 + 10 + 25 
R,,R„ 25 X 15 


250 

50 


= 5fi 


R, = 


R n + Rb + Rc 
R a Rh 

Rn + Rh + R, 


50 

15 X 10 
50 


= 7,5 íl 


= 3Í1 


A rede Y equivalente é mostrada na Figura 2.50 b. 


Transforme a rede Y da Figura 2.51 em uma rede delta. 
Resposta: R a = 140 íí, R b = 70 íl, R c = 35 íl. 


Obtenha a resistência equivalente R ab para o circuito da Figura 2.52 e a use para encon¬ 
trar a corrente i. 

Solução: 

1. Definição. O problema está claramente definido. Note que essa parte normal¬ 
mente precisará de um investimento de tempo muito maior. 

2. Apresentação. Fica claro, ao eliminarmos a fonte de tensão, que, no final das contas, 
temos um circuito puramente resistivo. Uma vez que ele é composto por deltas e ípsi- 
lons (triângulos e estrelas), há um processo mais complexo de associação de elemen¬ 
tos. Podemos usar transfomiações estrela-triângulo como uma fonna de abordagem 
na tentativa de encontrar uma solução. E útil localizar as estrelas (existem duas delas 
nesse caso, uma em n e outra em c) e os triângulos (existem três: can, abn, cnb). 

3. Alternativa. Existem diferentes métodos que podem ser usados para solucionar 
esse problema. Já que o foco da Seção 2.7 é a transfonnação estrela-triângulo, esta 
deve ser a técnica a ser empregada. Outra abordagem seria encontrar a resistência 
equivalente injetando um amperímetro no circuito e encontrando a tensão entre a 
e b, que veremos no Capítulo 4. 


EXEMPLO 2.14 


R i 

a o-WvV- 

10 íí 


-WA- 
20 íl 


R, A 40 íl 




-O b 


Figura 2.51 Esquema para o 
Problema prático 2.14. 


PROBLEMA PRATICO 2.14 


EXEMPLO 2.15 • 
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—► a a 



Figura 2.52 Esquema para o 
Exemplo 2.15. 


A abordagem que podemos aplicar aqui para nos certificamos seria usar uma 
transformação estrela-triângulo como primeira solução para o problema. Poste¬ 
riormente, podemos verificar a solução iniciando com uma transformação triân- 
gulo-estrela. 

4. Tentativa. Nesse circuito, existem duas redes Y e três redes A. Transformar ape¬ 
nas uma delas já o simplificará. Se convertermos a rede Y formada pelos resisto- 
res de 5 ff, 10 ff e 20 íl, podemos selecionar 

Ri = 10 ff, R 2 = 20 íl, R 3 = 5 íl 


Portanto, das Equações (2.53) a (2.55), temos 


R 


a 


R[R 2 “F R 2 R 2 + R 3 R 1 


350 

10 


35 íl 


10 X 20 + 20 X 5 + 5 X 10 

10 


R h = 


R{R 2 + R 2 R 3 3“ R 3 R i 


350 

20 


= 17,5 íi 


R c 


R[R.2 “i - ^3-^1 

Ri 


350 


= 70 íl 



(b) 



Figura 2.53 Circuitos equivalentes 
para a Figura 2.52, com a fonte de 
tensão eliminada. 


Com o Y convertido em A, o circuito equivalente (com a fonte de tensão eli¬ 
minada por enquanto) é mostrado na Figura 2.53 a. Associando os três pares de 
resistores em paralelo, obtemos 


70 || 30 


70 X 30 
70 + 30 


21 íl 


12,5 || 17,5 
15 || 35 


12,5 X 17,5 
12,5 + 17,5 
15 X 35 _ 
15 + 35 ~~ 


= 7,292 íl 
10,5 íl 


de modo que o circuito equivalente é mostrado na Figura 2.53 b. Assim, de¬ 
terminamos 

„ 17,792 X 21 

R ab = (7,292 + 10,5) 21 = —-= 9,632 íl 

’ 11 17,792 + 21 ’ 


Então 


v s _ 120 
R7b = 9^32 


12,458 A 


Observe que fomos bem-sucedidos na resolução do problema. Agora, temos 
de avaliar a solução. 

Avaliação. Desta vez, precisamos determinar se a resposta está correta e em se¬ 
guida avaliar a solução final. 

E relativamente fácil verificar a resposta; isso pode ser feito resolvendo o pro¬ 
blema partindo de uma transformação triângulo-estrela. Transformemos o triân¬ 
gulo, can, em uma estrela. 

Seja R c .= 10 íl, R a = 5 íl e R„ = 12,5 íl. Isso conduzirá ao seguinte (façamos 
que d represente o centro da estrela): 


R,,,i — 


R,R/, 


R„ + R, + R„ 


10 X 12,5 
5 + 10 + 12,5 


Red 


RgRfi 

27,5 


RgRç 

~ 27,5 


5 X 12,5 
27,5 
5 x 10 
27,5 


= 2,273 íl 
1,8182 íl 


4,545 íl 
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Isso agora conduz ao circuito mostrado na Figura 2.53c. Examinando a resistên¬ 
cia entre d e b, temos duas associações série em paralelo, o que resulta em 

(2,273 + 15)(1,8182 + 20) 376,9 

R db = — -—-- =-- = 9,642 Í2 

db 2,273 + 15 + 1,8182 + 20 39,09 


E está em série com o resistor de 4,545 íl, ambos os quais estão em paralelo com 
o resistor de 30 íl Isso resulta, em seguida, na resistência equivalente do circuito. 


(9,642 + 4,545)30 
9,642 + 4,545 + 30 


425,6 

44,19 


= 9,631 íl 


Isso agora nos leva a 


120 

9,631 


= 12,46 A 


Note que usar duas variações na transformação estrela-triângulo conduz aos mes¬ 
mos resultados. Isso representa excelente comprovação. 

6 . Satisfatório? Uma vez que encontramos a resposta desejada determinando pri¬ 
meiro a resistência equivalente do circuito e as verificações das respostas, então 
temos claramente uma solução satisfatória. Isso representa o que pode ser apre¬ 
sentado à pessoa que está designando o problema. 


Para o circuito em ponte da Figura 2.54, detennine R ab e i. 
Resposta: 40 íl, 6 A. 


l^a 13 íl 



Figura 2.54 Esquema para o 
Problema prático 2.15. 

PROBLEMA PRÁTICO 2.15 • 


2.8 f Aplicações 

Frequentemente, os resistores são usados para modelar dispositivos que con¬ 
vertem energia elétrica em calor ou em outras formas de energia. Entre dispo¬ 
sitivos desse tipo, temos fio condutor, lâmpadas, aquecedores, fogão e forno 
elétricos, bem como alto-faltantes. Nesta seção, consideraremos dois proble¬ 
mas práticos que aplicam os conceitos desenvolvidos neste capítulo: sistemas 
de iluminação elétrica e o projeto de medidores CC. 




PERFIS HISTÓRICOS 

• 4P" 

Thomas Alva Edison (1847-1931) talvez tenha sido o maior inventor norte-ame¬ 
ricano. Ele patenteou 1.093 invenções, entre as quais a lâmpada incandescente, o 
fonógrafo e o primeiro filme de cinema comercial, que foram marcantes. 

Nascido em Milan, Ohio, o caçula de sete crianças, Edison teve apenas três 
meses de educação formal, pois detestava ir à escola. Foi educado em casa por sua 
mãe e rapidamente começou a ler. Em 1868, Edison leu um dos livros de Fara- 

k 

day e encontrou sua vocação. Mudou-se para Menlo Park, Nova Jersey, em 1876, 
onde dirigiu um laboratório de pesquisas com muitos funcionários. A maioria de 


suas invenções originou desse laboratório, que serviu como modelo para moder¬ 
nas organizações de pesquisa. Por causa de seus interesses diversos e ao número 
avassalador de suas invenções e patentes, Edison começou a fundar companhias 
manufatureiras para produzir os seus inventos. Com isso, projetou a primeira cen¬ 
tral elétrica a fornecer luz elétrica. Sua formação formal em engenharia elétrica 
iniciou-se em meados de 1880, com Edison assumindo papel de modelo e líder. 

Biblioteca do Congresso. 
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Até o momento, consideramos que 
os fios de conexão são condutores 
perfeitos (ou seja, condutores 
de resistência zero). Entretanto, 
nos sistemas físicos reais a 
resistência do fio conector pode 
ser consideravelmente grande e a 
modelagem do sistema deve incluir 
essa resistência. 



2.8.1 Sistemas de iluminação 

Os sistemas de iluminação como os residenciais ou de uma árvore de Natal 
normalmente são formados por N lâmpadas conectadas em série ou em parale¬ 
lo, como mostra a Figura 2.55. Cada lâmpada é modelada como um resistor, e, 
supondo que todas as lâmpadas sejam idênticas e V 0 seja a tensão de rede, a 
tensão entre cada lâmpada é V Q para a conexão em paralelo e VJN para a cone¬ 
xão em série. A conexão em série é fácil de ser fabricada, porém raramente é 
usada na prática por pelo menos duas razões. Em primeiro lugar, ela é menos 
confiável; quando uma lâmpada falha, todas as demais ficam apagadas. Em 
segundo, sua manutenção é mais difícil; quando uma lâmpada apresenta defei¬ 
to, é preciso testar todas elas para ver qual está com defeito. 



Figura 2.55 (a) Conexão em paralelo de lâmpadas; ( b ) Conexão em série de lâmpadas. 


• EXEMPLO 2.16 


Três lâmpadas são conectadas a uma fonte de 9 V, conforme mostrado na Figura 2.56 a. 
Calcule: (a) corrente total fornecida pela fonte; (b) corrente que passa por cada lâmpa¬ 
da; (c) resistência de cada lâmpada. 



i 20 W 



Figura 2.56 (a) Sistema de iluminação com três lâmpadas; ( b ) Modelo equivalente 

de circuito resistivo. 


Solução: (a) A potência total fornecida pela fonte é igual à potência total absorvida 
pelas lâmpadas, ou seja: 

p = 15 + 10 + 20 = 45 W 

Uma vez que p= VI, então a corrente total fornecida pela fonte é 




(b) As lâmpadas podem ser representadas (modeladas) por resistores, como mostrado 
na Figura 2.56 b. Visto que R l (lâmpada de 20 W) está em paralelo com a fonte bem 
como a associação em série de Ri e R 3 , 


Ví = V 2 + V 3 = 9 V 
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A corrente que passa por R } é 

Pi 20 

I, = = 2,222 A 

V, 9 

Pela LKC, a corrente que passa pela associação em série de i?-, e R } é 
I 2 = 1 I1 = 5 - 2,222 = 2,778 A 

(c) Uma vez que = / 2 i?, 


p 1 

20 

= 4,05 íi 

n 

2 ,222 2 

P2 

15 

= 1,945 n 

I 2 

1 2 

2,777 2 

P3 

10 

= 1,297 Í1 

l 2 3 

2,777 2 


Consulte a Figura 2.55 e considere a existência de dez lâmpadas que podem ser associa- PROBLEMA PRÁTICO 2.16 • 

das em paralelo e dez que podem ser ligadas em série, cada uma das quais com potência 
nominal de 40 W. Se a tensão da rede elétrica for 110 V para as ligações em série e em 
paralelo, calcule a corrente através de cada lâmpada para ambos os casos. 

Resposta: 364 mA (paralelo), 3,64 A (série). 


2.8.2 Projeto de medidores de CC 

Por sua natureza, os resistores são usados para controlar o fluxo de corrente. 
Tiramos proveito dessa propriedade em várias aplicações, por exemplo, em um 
potenciômetro (Figura 2.57). O termo potenciômetro, derivado das palavras 
potencial e medidor , implica que o potencial possa ser medido. Ele é um dis¬ 
positivo de três terminais que opera segundo o princípio da divisão de tensão 
e é, essencialmente, um divisor de tensão ajustável. Como um regulador de 
tensão, é usado para controlar o volume em rádios, TVs e outros aparelhos. Na 
Figura 2.57, 


Max 
b 

-o 

+ 

V S ai 

Min - 
-o 

Figura 2.57 O potenciômetro no 
controle de niveis de potencial. 



V S£ 


V, 


bc 


Ri 

Rn 


bc 




(2.58) 


Onde R ac = R ab + R hc . Portanto, F sai (tensão de saída) diminui ou aumenta à 
medida que o contato deslizante do potenciômetro se move, respectivamente, 
em direção a c ou a. 

Outra aplicação em que os resistores são usados para controlar o fluxo de 
corrente é em medidores CC analógicos, amperímetro, voltímetro e ohmímetro, 
que medem a corrente, a tensão e a resistência, respectivamente, e cada um deles 
emprega o movimento do galvanômetro d’Arsonval, mostrado na Figura 2.58. 
Esse movimento consiste, basicamente, em uma bobina de núcleo de ferro móvel 
montada sobre um pivô entre os polos de um ímã permanente. Quando a corren¬ 
te passa pela bobina, ela cria um torque que faz o ponteiro sofrer uma deflexão, 
e seu nível determina a deflexão do ponteiro, que é registrada em uma escala 
associada ao galvanômetro. Por exemplo, se o galvanômetro tiver uma especifi¬ 
cação de 1 mA, 50 Í2, seria necessário 1 mA para provocar uma deflexão de 
fundo de escala no galvanômetro. Introduzindo-se circuitos adicionais ao do gal¬ 
vanômetro de d’Arsonval, um amperímetro, voltímetro ou ohmímetro podem ser 
construídos. 


Um instrumento capaz de medir 
tensão, corrente e resistência 
é chamado multimetro ou volt 
ohmímetro (VOM). 
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Carga é um componente que está 
recebendo energia (um coletor de 
energia) em contraposição a um 
gerador que fornece energia (uma 
fonte de energia). Estudaremos 
mais sobre carga na Seção 4.9.1. 


Amperímetro I 



Elemento 


Figura 2.59 Conexão de um 
voltímetro e um amperímetro 
a um elemento. 


Consideremos a Figura 2.59, em que um amperímetro e um voltímetro 
analógicos são conectados a um elemento. O voltímetro mede a tensão na 
carga e é, consequentemente, ligado em paralelo com o elemento. Conforme 
mostrado na Figura 2.60a, o voltímetro consiste em um galvanômetro de 
d’Arsonval em série com um resistor cuja resistência R m é, deliberadamente, 
projetada para ser muito grande (teoricamente infinita) para poder minimizar 
a corrente absorvida do circuito. Para estender o intervalo de tensão que o 
medidor pode medir, normalmente se colocam resistores multiplicadores em 
série com os voltímetros, como na Figura 2.60 b. O voltímetro multiescala da 
Figura 2.60 b é capaz de medir tensões de 0 V a 1 V, 0 V a 10 V ou 0 V a 100 
V, dependendo se a chave estiver conectada, respectivamente, a R l , R 2 ou R 3 . 




Figura 2.60 Voltímetros: (a) modelo de uma escala; ( b ) modelo multiescala. 

Calculemos o resistor multiplicador R n para o voltímetro de uma escala 
da Figura 2.60a, ou R n = R u R 2 ou R 3 , para o voltímetro multiescala da Figura 
2.60 b. Precisamos determinar o valor de R n a ser conectado em série com a 
resistência interna R m do voltímetro. Em qualquer projeto, consideramos o pior 
caso. Aqui, a pior situação ocorre quando a corrente de fundo de escala L s = 
I m passa pelo medidor. Isso também deveria corresponder à leitura de tensão 
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máxima ou a tensão de fundo de escala, V ís . Já que a resistência multiplicadora, 
R n , está em série com a resistência interna, R m , 

Vf S = / fs(R„ + Rm) (2.59) 

A partir disso, obtemos 


R 


n 


Vfs 

-r~R„ 

^fs 


(2.60) 


De modo similar, o amperímetro mede a corrente que passa pela carga e é 
conectado em série com ela. Conforme mostra a Figura 2.61a, o amperímetro 
consiste em um galvanômetro de d’Arsonval em paralelo com um resistor cuja 
resistência R m é, deliberadamente, projetada para ser muito pequena (teorica¬ 
mente, zero) para minimizar a queda de tensão. Para possibilitar a multiescala, 
normalmente são conectados resistores shunt em paralelo com R m , conforme 
mostrado na Figura 2.61b, que permitem que o medidor meça nas escalas de 
0 a 10 mA, 0 a 100 mA ou 0 a 1 A, dependendo se a chave estiver conectada a 
R h R 2 ou R y respectivamente. 

Agora nosso objetivo é obter o R n shunt multiplicador para o amperímetro 
de escala única da Figura 2.61a, ou R n = R u R 2 ou R-< para o amperímetro mul¬ 
tiescala na Figura 2.61b. Podemos notar que R m e R n estão em paralelo e que 
na leitura de fundo de escala / = 7 fs = /„, + /,„ em que /„ é a corrente que passa 
pelo resistor shunt R ir Ao aplicar o princípio da divisão da corrente nos leva a 




R„ 


R„ + R„ 


ou 


R 


n 



R„ 


(2.61) 


A resistência R x de um resistor linear pode ser medida de duas maneiras. 
Uma maneira indireta é medir a corrente I que passa pelo resistor conectando 
um amperímetro em série a ele e a tensão V através da conexão de um voltí¬ 
metro em paralelo com ele, conforme pode ser visto na Figura 2.62 a. Então 


R x 


v 

i 


(2.62) 


O método direto de medição da resistência é usar um ohmímetro. Um ohmí- 
metro consiste, basicamente, em um galvanômetro de d’Arsonval, um resistor 
variável ou potenciômetro e uma bateria, como mostra a Figura 2.62b. Apli¬ 
cando a LKT ao circuito da Figura 2.62b, temos 


ou 


E - (R + R m + R x )I m 

Rx = y ~ (R + R m ) (2.63) 

m 






Figura 2.61 Amperímetros: 

(a) modelo de uma escala; 

(b) modelo multiescala. 



Ohmímetro 



(b) 


O resistor R é selecionado de modo que o medidor forneça uma deflexão de 
fundo de escala, ou seja, I m = l fs quando R x = 0. Isso resulta em 

E = (R + RJ In (2.64) 


Figura 2.62 Duas fornas de medir 
a resistência: (a) através de um 
amperímetro e um voltímetro; 

(b) através de um ohmímetro. 
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Substituindo a Equação (2.64) pela Equação (2.63), temos 

Kv = (j fS - I) (tf + tfj (2.65) 

Conforme mencionado, os tipos de medidores aqui discutidos são co¬ 
nhecidos como medidores analógicos e se baseiam no galvanômetro de 
d’Arsonval. Outro tipo de medidor, denominado medidor digital, se baseia 
em elementos de circuito ativos como os amplificadores operacionais, por 
exemplo, um multímetro digital mostra medidas de tensão CC ou CA, cor¬ 
rente e resistência na forma de números discretos, em vez de usar a deflexão 
de um ponteiro sobre uma escala contínua como acontece em um multíme¬ 
tro analógico. Os medidores digitais provavelmente serão aqueles que você 
encontrará em laboratórios modernos. Entretanto, o projeto de medidores 
digitais está além do escopo deste livro. 


• EXEMPLO 2.17 


Seguindo a configuração do voltímetro da Figura 2.60, projete um voltímetro para as 
seguintes escalas múltiplas: 

(a) 0 a 1 V (b) 0 a 5 V (c) 0 a 50 V (d) 0 a 100 V 

Considere que a resistência interna R,„ = 2 kíl e a corrente de fundo de escala seja 
4 =100 /xA. 

Solução: Aplicamos a Equação (2.60) e supomos que R u R 2 , R 3 e R 4 correspondem às 
escalas OalV, 0a5V, 0a50Ve0al00V, respectivamente. 

(a) Para a escala de 0 a 1 V, 

R t = - 1 -, - 2.000 = 10.000 - 2.000 = 8 kíl 

100 X IO -6 

(b) Para a escala de 0 a 5 V, 

R , =---t - 2.000 = 50.000 - 2.000 = 48 kíl 

100 X 1(T 6 

(c) Para a escala de 0 a 50 V, 

50 

4 =-- - 2.000 = 500.000 - 2.000 = 498 kíl 

100 X 10“ 6 


mmm i' iir ||i^lW lil i srrffawsr ™» .■nu— wm » 

i 
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PERFIS HISTÓRICOS 

Samuel F. B. Morse (1791-1872), pintor norte-americano, inventou o telégra¬ 
fo, a primeira aplicação prática comercial da eletricidade. 

Morse nasceu em Charlestown, Massachusetts, e estudou em Yale e na Royal 
Academy of Arts, em Londres, para se tomar um artista. Na década de 1830, 
ficou intrigado com o desenvolvimento de um telégrafo. Ele tinha um protótipo 
em 1836 e submeteu seu invento à obtenção de uma patente em 1838. O senado 
norte-americano destinou verbas para Morse construir uma linha telegráfica en¬ 
tre as cidades de Baltimore e Washington, D.C. Em 24 de maio de 1844, enviou 
sua primeira mensagem famosa: “Que milagre Deus operou!”. Morse também 
criou um sistema de código formado por pontos e traços para representação de 
letras e números, para envio de mensagens via telégrafo. A criação do telégrafo 
levou à invenção do telefone. 

















(d) Para a escala de 0 a 100 V, 

100 V 

R 4 = -, - 2.000 = 1.000.000 - 2.000 = 998 kfi 

100 X 1(T 4 S 6 7 

Note que a razão entre a resistência total (R„ + R m ) e a tensão de fundo de escala V ts 
é constante e igual a l// fs para as quatro escalas. Essa razão (dada em ohms por volt 
ou Í2/V) é conhecida como sensibilidade do voltímetro. Quanto maior a sensibilidade, 
melhor o voltímetro. 

Seguindo a disposição da Figura 2.61, projete um amperímetro para as seguintes esca¬ 
las múltiplas: 

(a) 0 a 1 A (b) 0 a 100 mA (c) 0 a 10 mA 

Suponha que a corrente de fundo de escala seja I m = 1 mA e a resistência interna do 
amperímetro R m = 50 fí. 

Resposta: Resistores shunt: 50 míl, 505 mil, 5,556 íl. 


2.9 Resumo 

1. Um resistor é um elemento passivo no qual a tensão v nele é diretamente 
proporcional à corrente i que passa por ela. Isto é, um resistor é um dispo¬ 
sitivo que obedece à lei de Ohm, 

v = íR 

onde Ré a resistência do resistor. 

2. Um curto-circuito elétrico é um resistor (um fio perfeitamente condutor) 
com resistência zero (R = 0). Um circuito aberto é um resistor com resis¬ 
tência infinita (R = oo). 

3. A condutância G de um resistor é o inverso de sua resistência: 



4. Um ramo é um elemento simples de dois terminais em um circuito elétri¬ 
co. Um nó é o ponto de conexão entre dois ou mais ramos. Um laço é um 
caminho fechado em um circuito. O número de ramos b, o número de nós 
7? e o número de laços independentes 1 em uma rede estão relacionados da 
seguinte forma 

b = I + n — 1 

5. A lei das correntes de Kirchhoff (LKC), ou lei dos nós, afirma que as 
correntes em qualquer nó têm uma soma algébrica igual a zero. Em outras 
palavras, a soma das correntes que entram em um nó é igual à soma das 
correntes que saem do nó. 

6. A lei das tensões de Kirchhoff (LKT), ou lei das malhas, afirma que as 
tensões ao longo de um caminho fechado têm soma algébrica igual a zero. 
Em outras palavras, a soma das elevações de tensão é igual à soma das 
quedas de tensão. 

7. Dois elementos estão em série quando estiverem conectados, sequencial¬ 
mente, com a extremidade de um na extremidade do outro. Quando os 
elementos estão em série, a mesma corrente passa por eles (q = ; 2 ), e eles 
estão em paralelo se estiverem conectados aos mesmos dois nós. Elemen¬ 
tos em paralelo sempre têm a mesma tensão entre eles (tq = v 2 )- 
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8. Quando dois resistores Ry (=l/G{) e R 2 (=1 /G 2 ) estão em série, sua resis¬ 
tência e condutância equivalentes, R eq e G eq , são 

GyGo 

Gy + G 2 


Req — Rl + R 2 , G eq — 


9. Quando dois resistores Ry (=1 /GQ e R 2 (=1/G 2 ) estão em paralelo, sua 
resistência e condutância equivalentes, R eq e G eq , são 

RyR 2 


Req — , 

q Ri + R 2 


G eq — Gi + G 2 


10. O princípio da divisão de tensão para dois resistores em série é 

Ry R 2 

Vy = - V, V 2 = - V 

R\ + /?2 /^i R 2 

11 . O princípio da divisão de corrente para dois resistores em paralelo é 

Ri . . R 1 

1 , i 2 = -— _ i 


R 1 + R 


Ry + R 2 


12. As fórmulas para uma transformação delta-Y são 

Ri>R, D 


Ry = 


Rl = 


R a + Rb + R c ~ Ra + Rb + Ra 
Ra Rb 


R1 = 


R a + Rb + Rc 


13. As fórmulas para uma transformação Y-delta são 

R\R 2 + R1R3 + R3R1 


Ra = 


RyR 2 + R 1 R 3 + 


Ry 


Rb = 




Rc = 


RyR 2 + R 2 R 2 + R 2 Ry 


R3 


14. As leis básicas vistas neste capítulo podem ser aplicadas a problemas de 
iluminação elétrica e projeto de medidores CC. 


Questões para revisão 


2.1 O inverso da resistência é: 

(a) tensão 

(b) corrente 

(c) condutância 

(d) coulombs 

2.2 Um aquecedor elétrico drena uma corrente de 10 A de uma 
linha de 120 V. A resistência do aquecedor é: 

(a) 1.200 Í1 (b) 120 12 

(c) 12 a (c)l,2fl 

2.3 A queda de tensão em uma torradeira de 1,5 kW que absor¬ 
ve uma corrente de 12 A é: 

(a) 18 kV (b) 125 V 

(c) 120V (d) 10,42 V 


2.4 A corrente máxima que um resistor de 80 kíl/2 W pode 
conduzir com segurança é: 

(a) 160 kA (b) 40 kA 

(c) 5 mA (d) 25 //A 

2.5 Uma rede tem 12 ramos e 8 laços independentes. Quantos 
nós existem nessa rede? 

(a) 19 (b) 17 (c) 5 (d) 4 

2.6 A corrente I no circuito da Figura 2.63 é: 

(a) -0,8 A 

(b) -0,2 A 

(c) 0,2 A 

(d) 0,8 A 
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Figura 2.63 Esquema para a Questão para revisão 2.6. 


2.7 A corrente I 0 na Figura 2.64 é: 


(a) -4 A 
(c) 4 A 


2 A 

o-WW 


(b) -2A 
(d) 16A 



vWA 


4 A 


I 


Figura 2.64 Esquema para a Questão para revisão 2.7. 


2.9 


Qual dos circuitos da Figura 2.66 fornecerá V ab = 7 "V7 
5 V 5 V 



IV IV 

(c) (d) 

Figura 2.66 Esquema para a Questão para revisão 2.9. 


2.8 No circuito da Figura 2.65, V é: 

(a) 30 V 

(b) 14 V 

(c) 10 V 

(d) 6 V 

10 V 



Figura 2.65 Esquema para a Questão para revisão 2.8. 


2.10 No circuito da Figura 2.67, uma redução em R 3 leva a uma 
redução da: 

(a) corrente em R 3 

(b) tensão em R 3 

(c) tensão em i?, 

(d) potência dissipada em R 2 

(e) nenhuma das alternativas anteriores 


«i 



Figura 2.67 Esquema para a Questão para revisão 2.10. 

Respostas: 2.1c, 2.2c, 2.3b, 2.4c, 2.5c, 2.6b, 2.7a, 2.8d, 2.9d, 
2.10b, d. 


Problemas 


• Seção 2.2 Lei de Ohm 


2.4 (a) 


2.1 Elabore um problema, incluindo a solução, para ajudar es- 
e€Dd tudantes a entender melhor a lei de Ohm. Use pelo menos 

dois resistores e uma fonte de tensão. Sugestão: você pode 
escolher dois resistores de uma vez ou um de cada vez, 
confonne achar melhor. Seja criativo. 

2.2 Determine a resistência quente de uma lâmpada de 60 W/ 
120 V. 

2.3 Uma barra de silício tem 4 cm de comprimento com uma 
seção circular. Se a resistência da barra for 240 Í1 à tempe¬ 
ratura ambiente, qual o raio da seção transversal da barra? 


Calcule a corrente i na Figura 2.68 quando a chave se 
encontra na posição 1. 

(b) Calcule a corrente quando a chave estiver na posição 2. 


1 2 



Figura 2.68 Esquema para o Problema 2.4. 
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• Seção 2.3 Nós, ramos e laços 

2.5 Para o gráfico de rede da Figura 2.69, determine o número 
de nós, ramos e laços. 



Figura 2.69 Esquema para o Problema 2.5. 

2.6 No gráfico de rede mostrado na Figura 2.70, determine o 
número de ramos e nós. 



Figura 2.70 Esquema para o Problema 2.6. 

2.7 Determine o número de ramos e nós no circuito da Figura 
2.71. 


2.9 Determine 7,, i 2 e i 3 no circuito da Figura 2.73. 

4 A 



2.10 Determine zj e i 2 no circuito da Figura 2.74. 



Figura 2.74 Esquema para o Problema 2.10. 

2.11 No o circuito da Figura 2.75, determine Fj e V 2 . 

IV 2 V 

+ - + - 




1 Q 4Q 



Figura 2.71 Esquema para o Problema 2.7. 

• Seção 2.4 Leis de Kirchhoff 

2.8 Elabore um problema, incluindo a solução, para ajudar ou- 
ed tros estudantes a entender melhor a lei de Kirchhoff para 
correntes (LKC). Elabore-o especificando os valores de i a , 
4 e 4 mostrados na Figura 2.72 e solicite aos estudantes 
para calcular os valores de q, i 2 e i 3 . Procure especificar 
valores reais de corrente. 


Figura 2.75 Esquema para o Problema 2.11. 

2.12 No circuito da Figura 2.76, calcule iq, v 2 e v 3 . 


+ 30V- 



Figura 2.76 Esquema para o Problema 2.12. 

2.13 Para o circuito da Figura 2.77, use a LKC para encontrar 
as correntes nos ramos /j a / 4 . 

2 A 




Figura 2.72 Esquema para o Problema 2.8. 


Figura 2.77 Esquema para o Problema 2.13. 
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2.14 Dado o circuito da Figura 2.78, use a LKT para determinar 
as tensões nos ramos V l a K 4 . 



Figura 2.78 Esquema para o Problema 2.14. 
2.15 Determine u e i x , no circuito da Figura 2.79. 


12 Q 
-AWV- 

+ v - 


+ 16 V - 


10V 


© 


+ 

4 V 


F 


<S> 3 '- 


Figura 2.79 Esquema para o Problema 2.15. 
2.16 Determine V 0 no circuito da Figura 2.80. 


16 £2 

- J VVW- 


14 Q 

-AVvV- 


10 V 


© 


Vo 


(t)25V 


Figura 2.80 Esquema para o Problema 2.16. 

2.17 Obtenha v l a v 3 no circuito da Figura 2.81. 



10 V 


Figura 2.81 Esquema para o Problema 2.17. 

2.18 Determine/e V ab no circuito da Figura 2.82. 



/ 

8 V 


Figura 2.82 Esquema para o Problema 2.18. 

2.19 A partir circuito da Figura 2.83, determine I, a potência dis¬ 
sipada pelo resistor e a potência fornecida por cada fonte. 
10V 


12 V 


Figura 2.83 Esquema para o Problema 2.19. 



2.20 Determine i a no circuito da Figura 2.84. 

L 


22 Cl 

-AVW 


54 V 


© 


>5 i„ 


Figura 2.84 Esquema para o Problema 2.20. 
2.21 Determine V x no circuito da Figura 2.85. 

2 V r 

- 4 - 


i a 

-WA- 


15 V 


© 


5 D : 


+ 

v r 


-WA- 

2a 

Figura 2.85 Esquema para o Problema 2.21. 

2.22 Determine V a no circuito da Figura 2.86 e a potência 
absorvida pela fonte controlada. 

10 a 


-WVv- 


+ Vo- 


>10 a 25 A Q 

) J 


Figura 2.86 Esquema para o Problema 2.22. 

2.23 No circuito mostrado na Figura 2.87, determine v x e a po¬ 
tência absorvida pelo resistor de 12 Cl. 

ia 1,2 a 



12 a 


Figura 2.87 Esquema para o Problema 2.23. 

2.24 Para o circuito da Figura 2.88, determine VJV S em termos 
de cr, R 2 , R 3 e R 4 . Se R 1 = R 2 = R } = i? 4 , qual o valor de 
a que produzirá \ VJV S \ = 10? 

4 R, 



Figura 2.88 Esquema para o Problema 2.24. 

2.25 Para a rede da Figura 2.89, determine a corrente, a tensão 
e a potência associadas ao resistor de 20 kíl. 


5 mA Çk 


1* 




p 10 ka < v „ 

0,014 

| 5 ka | 


20 kíl 


Figura 2.89 Esquema para o Problema 2.25. 
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• Seções 2.5 e 2.6 Resistores em série e em 
paralelo 

2.26 Para o circuito da Figura 2.90, i D = 3 A. Calcule i x e a po¬ 
tência total dissipada pelo circuito. 



-WvV 


8Í2 





2.31 Para o circuito da Figura 2.95, determine i x a i 5 . 


30 \ 



Figura 2.95 Esquema para o Problema 2.31. 


Figura 2.90 Esquema para o Problema 2.26. 

2.27 Calcule I 0 no circuito da Figura 2.91. 

8Í1 

-m-- 

4 * I I 

10V (+) |3Í1 <6 Í1 

Figura 2.91 Esquema para o Problema 2.27. 


2.28 Elabore um problema, usando a Figura 2.92, para ajudar 
e>vd outros estudantes a entender melhor os circuitos em série 
e em paralelo. 


«3 


Figura 2.92 Esquema para o Problema 2.28. 



2.29 Todos os resistores na Figura 2.93 são de 5 Í2 cada. Deter¬ 
mine R m . 

c 4 



Figura 2.93 Esquema para o Problema 2.29. 


2.32 Determine ij a ; 4 no circuito da Figura 2.96. 


60 Í1 ' 4 ‘2 200 n 



Figura 2.96 Esquema para o Problema 2.32. 

2.33 Obtenha u e i no circuito da Figura 2.97. 


' t 4 S 6 S 



--7WV— 

+ 

1—ww— 

9A Q 

i c 

-vVW 

C/J 

12S | 


Figura 2.97 Esquema para o Problema 2.33. 

2.34 Usando associações de resistências em série/paralelo, de¬ 
termine a resistência equivalente vista pela fonte no circui¬ 
to da Figura 2.98 e a potência total dissipada pela rede de 
resistores. 


20 Í1 


28 D 


6o a 



2.30 Determine a R eq para o circuito da Figura 2.94. 



Figura 2.98 Esquema para o Problema 2.34. 

2.35 Calcule V a e I 0 no circuito da Figura 2.99. 



Figura 2.94 Esquema para o Problema 2.30. 


Figura 2.99 Esquema para o Problema 2.35. 
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2.36 Determine i e V a no circuito da Figura 2.100. 

í , 80 D 24 D 50 a 



2.37 Determine R para o circuito da Figura 2.101. 

R 10 a 

-vwv-m— 

+ 10 v - 



Figura 2.101 Esquema para o Problema 2.37. 
2.38 Determine R eq e i a no circuito da Figura 2.102. 


60 a 



2.41 Se R eq = 50 Í2 no circuito da Figura 2.105, determine R. 



Figura 2.105 Esquema para o Problema 2.41. 

2.42 Reduza cada um dos circuitos na Figura 2.106 a um único 
resistor nos tenninais a-b. 


5 a 



2a 4 a 5 a 



(b) 

Figura 2.106 Esquema para o Problema 2.42. 


2.39 Determine R eq para cada circuito mostrado na Figura 2.103. 



6 ka 

m 


4 ka 12 ka 


——m— 

—ww— 


12 ka < 


(b) 


Figura 2.103 Esquema para o Problema 2.39. 


2.43 Calcule a resistência equivalente R ab nos terminais a-b 
para cada um dos circuitos da Figura 2.107. 

5 a 



(a) 


2.40 Para a rede em cascata da Figura 2.104, determine I e R eq . 


10 a 


sa 2a i a 




(b) 


Figura 2.107 Esquema para o Problema 2.43. 
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2.44 Para o circuito da Figura 2.108, calcule a resistência equi¬ 
valente nos terminais a-b. 


2.47 Determine a resistência equivalente R ab no circuito da Fi¬ 
gura 2.111. 



Figura 2.108 Esquema para o Problema 2.44. 

2.45 Determine a resistência equivalente nos terminais a-b de 
cada circuito na Figura 2.109. 


10 n 



30 n 



Figura 2.109 Esquema para o Problema 2.45. 


2.46 Determine /no circuito da Figura 2.110. 


20 Í1 15 n 




• Seção 2.7 Transformações Y-delta 

2.48 Converta os circuitos da Figura 2.112 de Y em A. 


10 fi 

a o—vVW^ 


10 Í2 

-VvW—o b 


10 ft 


30 n 

a o—AVV^- 


20 n 

-WW—O b 


5o n 


(a) ( b ) 

Figura 2.112 Esquema para o Problema 2.48. 


2.49 Transforme os circuitos da Figura 2.113 de A em Y. 
12 12 60 CL 




Figura 2.113 Esquema para o Problema 2.49. 


2.50 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e d tender melhor as Transformações Y-A usando a Figura 
2.114. 



Figura 2.110 Esquema para o Problema 2.46. 


Figura 2.114 Esquema para o Problema 2.50. 
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2.51 Determine a resistência equivalente nos terminais a-b para 
cada um dos circuitos da Figura 2.115. 



20 Í1 


20 a 



is a 


Figura 2.115 Esquema para o Problema 2.51. 

2.52 Para o circuito mostrado na Figura 2.116, detennine a re¬ 
sistência equivalente. Todos os resistores são de 3 íl. 



Figura 2.116 Esquema para o Problema 2.52. 

2.53 Determine a resistência equivalente R ab em cada um dos 
circuitos da Figura 2.117. No item (b), todos os resistores 
possuem um valor de 30 íl. 

30 ü 40 íl 



Figura 2.117 Esquema para o Problema 2.53. 


2.54 Considere o circuito da Figura 2.118. Detennine a resistên¬ 
cia equivalente nos terminais: (a) a-b, (b) c-d. 


50 íl 

a -VVW 


150 íl 

_A A A A_ 


60 íl 

AAAV- 



150 a 

Figura 2.118 Esquema para o Problema 2.54. 
2.55 Calcule I a no circuito da Figura 2.119. 



6o a 


só a 


Figura 2.119 Esquema para o Problema 2.55. 

2.56 Determine V no circuito da Figura 2.120. 

30 a 



20 a 


Figura 2.120 Esquema para o Problema 2.56. 
r 2.57 Detennine R eq e / no circuito da Figura 2.121. 


4a 


2a 



i a 


2a 


3a 


Figura 2.121 Esquema para o Problema 2.57. 

• Seção 2.8 Aplicações 

2.58 A lâmpada de 60 W na Figura 2.122 é de 120 V. Calcule 
V s para fazer que a lâmpada opere nas condições estabe¬ 
lecidas. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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40 íl 



Figura 2.122 Esquema para o Problema 2.58. 


2.59 Três lâmpadas estão conectadas em série a uma fonte de 
120 V, conforme mostrado na Figura 2.123. Determine a 
corrente / que passa pelas lâmpadas. Cada lâmpada é es¬ 
pecífica para 120 V. Qual o valor da potência dissipada em 
cada lâmpada? Elas produzem muita luz? 

30 W 40 W 50 W 

~ p a a 



Figura 2.123 Esquema para o Problema 2.59. 

2.60 Se as três lâmpadas do Problema 2.59 estiverem conecta¬ 
das em paralelo a uma fonte de 120 V, calcule a corrente 
que passa em cada lâmpada. 

2.61 Como engenheiro de projetos lhe foi solicitado projetar 
eOd um sistema de iluminação fonnado por uma fonte de ali¬ 
mentação de 70 W e duas lâmpadas, conforme mostrado 
na Figura 2.124. Você deve selecionar as duas lâmpadas 
das três opções a seguir: 

R t = 80 íl, custo US$ 0,60 (tamanho-padrão) 

R 1 = 90 íl, custo US$ 0,90 (tamanho-padrão) 

R 3 = 100 íl, custo US$ 0,75 (tamanho não padronizado) 

O sistema deve ser projetado para um custo mínimo de 
modo que / = 1,2 A ± 5%. 

/ 


R y 


Figura 2.124 Esquema para o Problema 2.61. 

2.62 Um sistema trifásico alimenta duas cargas AsB, conforme 
mostrado na Figura 2.125. A carga A é formada por um 
motor que drena uma corrente de 8 A, enquanto a carga B 
é um PC que consome 2 A. Considerando 10h/dia de uso 
por 365 dias e 6 centavos/kWh, calcule o custo anual de 
consumo de energia do sistema. 




2.63 Se um amperímetro com resistência interna de 100 íl e 
capacidade de corrente de 2 mA deve medir 5 A, deter¬ 
mine o valor da resistência necessária. Calcule a potência 
dissipada no resistor shunt. 

2.64 O potenciômetro (resistor ajustável) R x na Figura 2.126 
deve ser projetado para ajustar a corrente i x de 1 A a 10 A. 
Calcule os valores de R e R x para que isso aconteça. 

Ç _ R 

A/VVv- 


Figura 2.126 Esquema para o Problema 2.64. 




2.65 Um galvanômetro de d’Arsonval com resistência interna 
de 1 kíl requer 10 mA para produzir uma deflexão de flui¬ 
do de escala. Calcule o valor de uma resistência em série 
necessária para medir 50 V de fundo de escala. 


2.66 Um voltímetro de 20 kíl/V indica uma leitura de fundo de 
escala de 10 V. 

(a) Qual a resistência em série necessária para fazer que o 
medidor indique 50 V em fundo de escala? 

(b) Qual a potência que o resistor dissipará quando o me¬ 
didor indicar fundo de escala? 


2.67 (a) Calcule a tensão V a no circuito da Figura 2.127a. 

(b) Determine a tensão V 0 medida quando um voltíme¬ 
tro com resistência interna de 6 kíl estiver conectado, 
conforme mostrado na Figura 2.1276. 


(c) A resistência finita do medidor introduz um erro na 
medida. Calcule o erro percentual como 


V a - Vá 

V 0 


X 100% 


(d) Determine o erro percentual caso a resistência interna 
fosse de 36 kíl. 


2 mA 


1 kíl 



(a) 


1 kíl 

- J W\A-r°- 


2 mA ujj 5 kíl 4 kíl 7 Ki ( <W) Voltímetro 


0 b ) 

Figura 2.127 Esquema para o Problema 2.67. 


2.68 (a) Determine a corrente I no circuito da Figura 
2.128a. 

(b) Um ohmímetro com resistência interna de 1 íl é inse¬ 
rido na rede para medir /', como mostrado na Figura 
2.1286. Qual o valor de /'? 


Figura 2.125 Esquema para o Problema 2.62. 
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(c) Calcule o erro percentual introduzido pelo medidor como 



2.71 A Figura 2.131 representa um modelo de um painel solar 
fotovoltaico. Dado que V s = 30 V, R 3 = 20 íl e i L = 1 A, 
determine R L . 


Rl 


Figura 2.131 Esquema para o Problema 2.71. 


I ÍL 


-WW- 


r -Ô 


Amperímetro 



Figura 2.128 Esquema para o Problema 2.68. 


2.69 Um voltímetro e usado para medir V a no circuito da Figura 
2.129. O modelo do voltímetro consiste em um voltímetro 
ideal em paralelo com um resistor de 100 kíi. Digamos 


que V s = 40 V, R s = 10 kií 
sem o voltímetro quando 
(a) R 2 = 1 kíi (b) R 2 


R s 



R 3 = 20 kií. Calcule V a com e 
10 kíi (c) R 2 = 100 kíi 



Figura 2.129 Esquema para o Problema 2.69. 


2.70 (a) Considere a ponte de Wheatstone, mostrada na Figura 
2.130. Calcule v a , v b e v ab . 

(b) Refaça o item (a) caso o GND fosse colocado em a em 
vez de o. 



2.72 Calcule V a no circuito divisor de potência bidirecional na 
Figura 2.132. 


1 Í1 

-WW 

10 V (z) 


1 fí 

—WW 


—WW 

1 fí 


i n 

AAAA/- 


2 n 


AA/W- 

i n 


Figura 2.132 Esquema para o Problema 2.72. 


2.73 Um modelo de amperímetro consiste em um amperímetro 
ideal em série com um resistor de 20 íl. Ele é conectado 
com uma fonte de corrente e um resistor desconhecido R x , 
como mostra a Figura 2.133. A leitura do amperímetro é 
anotada. Quando um potenciômetro R é adicionado e ajus¬ 
tado até que a leitura do amperímetro caia pela metade de 
sua leitura anterior, então R = 65 íl. Qual é o valor de R X 1 



Figura 2.133 Esquema para o Problema 2.73. 

2.74 O circuito da Figura 2.134 destina-se a controlar a veloci¬ 
dade de um motor de modo que ele absorva correntes de 
5 A, 3 A e 1 A, quando a chave se encontrar nas posições 
alta, média e baixa, respectivamente. O motor pode ser 
modelado como uma resistência de carga de 20 mil. De¬ 
termine as resistências em cascata para queda de tensão 
i?i, R 2 e R 3 . 
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*1 


R 2 


R } 


Figura 2.134 Esquema para o Problema 2.74. 


2.75 Determine R ab no circuito divisor de potência quadridire- 
cional da Figura 2.135. Considere que cada elemento tem 
resistência igual a 1 íl. 


1 1 



Problemas abrangentes 


2.76 Repita o Problema 2.75 para o divisor de oito vias mostra¬ 
do na Figura 2.136. 


1 1 



2.77 Suponha que seu laboratório de circuitos tenha os seguintes re- 
ed sistores comerciais padrão disponíveis em grande quantidade: 
1,8 íl 20 íl 300 íl 24 kíl 56 kíl 
Usando associações em série e em paralelo, e um núme¬ 
ro mínimo dos resistores disponíveis, defina como você 
obteria as seguintes resistências para projetar um circuito 
elétrico de: 

(a) 5Í1 (b) 311,8 íl (c) 40 kíl (d) 52,32 k D 


2.78 No circuito da Figura 2.137, o contato divide a resistência 
do potenciômetro entre otR e (1- oi)R, 0 £ o: £ 1. Deter¬ 
mine vjv s . 


R 



Figura 2.137 Esquema para o Problema 2.78. 


2.79 Um apontador de lápis elétrico de 240 mW/6 V é conecta¬ 
do a uma fonte de 9 V, como mostra a Figura 2.138. Cal¬ 
cule o valor do resistor em série R x para queda de tensão 
necessária para alimentar o apontador. 


Chave 


) V -=br 


—WvV 


Figura 2.138 Esquema para o Problema 2.79. 


2.80 Um alto-falante é conectado a um amplificador, conforme 
mostrado na Figura 2.139. Se um de 10 íl consumir uma 
potência máxima de 12 W do amplificador, determine a 
potência máxima que um alto-falante de 4 íl consumirá. 



Alto-falante 


Figura 2.139 Esquema para o Problema 2.80. 
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2.81 Em determinada aplicação, o circuito da Figura 2.140 
tem de ser projetado de forma a atender a dois critérios a 
seguir: 


(a) V a /V s = 0,05 

(b) R eq = 40 kíl 

Se o resistor de carga de 5 kíl for fixo, determine R l e R 2 
para atender aos critérios. 


Figura 


«1 



5 kíl 


2.82 O diagrama de pinos de um conjunto de resistências está 
representado na Figura 2.141. Determine a resistência 
equivalente entre os seguintes pontos: 

(a) 1 e 2 


(b) 1 e 3 

(c) 1 e 4 


4 3 



Figura 2.141 Esquema para o Problema 2.82. 

2.83 Dois dispositivos sensíveis são especificados, como mos¬ 
tra a Figura 2.142. Determine os valores dos resistores R t 
e R 7 necessários para alimentar os dispositivos usando 
uma bateria de 24 V. 


Fusível de 60 mA/2 Í1 



Figura 2.142 Esquema para o Problema 2.83. 






























3 


MÉTODOS DE ANÁLISE 


Nenhuma grande obra é realizada de forma apressada. Realizar uma grande descoberta científica, pintar 
uma grande tela, escrever um poema imortal, tornar-se um ministro ou um general famoso - realizar 
qualquer coisa de grandioso requer tempo, paciência e perseverança. Essas coisas são realizadas 
gradualmente, “pouco a pouco ”. 

W. J. Wilmont Buxton 


Progresso profissional 

Carreira em eletrônica 

Uma das áreas de aplicação para a análise de cir¬ 
cuitos elétricos é a eletrônica. Esse termo foi usa¬ 
do, originalmente, para distinguir circuitos com 
corrente muito baixa, porém essa distinção não é 
mais válida, já que dispositivos semicondutores 
de potência operam com níveis de correntes ele¬ 
vados. Hoje, a eletrônica é considerada a ciência 
do movimento de cargas em um gás, no vácuo 
ou em um semicondutor, e a eletrônica moderna 
envolve transistores e circuitos transistorizados, 
sendo que os primeiros circuitos eletrônicos eram 
montados a partir de componentes; atualmente, 
muitos são produzidos na forma de circuitos inte¬ 
grados, fabricados em um substrato semicondutor 
ou chip. 

Os circuitos eletrônicos encontram apli¬ 
cações em diversas áreas como automação, 
transmissões de rádio e TV, computadores e ins¬ 
trumentação. Há uma gama enorme de dispositi¬ 


vos que usa circuitos eletrônicos, que é limitada 
apenas por nossa imaginação. 

Um engenheiro eletricista normalmente realiza 
diversas funções e provavelmente usará, projetará 
ou construirá sistemas que incorporam alguma for¬ 
ma de circuitos eletrônicos. Portanto, a interpretação 
da operação e da análise desses circuitos é essen¬ 
cial para o profissional. A eletrônica se tornou uma 
especialidade distinta das demais disciplinas da 
engenharia elétrica. Como esse campo está sempre 
avançando, é necessário ser atualizado, e a melhor 
maneira para isso é tornar-se membro de alguma 
associação profissional, por exemplo, o Institute of 
Electrical and Electronics Engineers (IEEE), que, 
com mais de 300 mil associados, é a maior organi¬ 
zação de profissionais do mundo, cujos associados 
se beneficiam enonnemente dos inúmeros jornais, 
revistas, registros e anais de conferências/simpósios, 
publicados anualmente pelo instituto. 
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3.1 Introdução 

Tendo compreendido as leis fundamentais da teoria dos circuitos (lei de Ohm 
e leis de Kirchhoff), agora estamos preparados para aplicar essas leis ao desen¬ 
volver duas técnicas poderosas para análise de circuitos: análise nodal, que se 
baseia em uma aplicação sistemática da lei de Kirchhoff para corrente (LKC), 
ou lei dos nós, e a análise de malhas, que se baseia em uma aplicação siste¬ 
mática da lei de Kirchhoff para tensão (LKT), ou lei das malhas. Essas duas 
técnicas são tão importantes que este capítulo deve ser considerado o de maior 
destaque do livro todo. Consequentemente, os estudantes devem dedicar espe¬ 
cial atenção a ele também. 

Com as duas técnicas a serem desenvolvidas, teremos condições de anali¬ 
sar qualquer circuito linear pela obtenção de um conjunto de equações simul¬ 
tâneas que são, então, resolvidas para obter os valores necessários de corrente 
ou tensão. Um método para resolução de equações simultâneas envolve a regra 
de Cramer, que nos permite calcular variáveis do circuito como um quociente 
entre determinantes. Os exemplos do capítulo vão ilustrar esse método, e o 
Apêndice A também sintetiza brevemente os fundamente que o leitor precisa 
conhecer para aplicar essa regra. Outro método para resolução de equações 
simultâneas é usar o MATLAB , que é um software aplicativo, que possui um 
tutorial disponível no site (www.grupoa.com.br). 

Neste capítulo, introduziremos também o emprego do PSpice for Win¬ 
dows, um programa de computador para simulação de circuitos que usaremos 
ao longo do texto. Finalmente, aplicaremos as técnicas aprendidas para anali¬ 
sar circuitos com transistores. 


Análise nodal 

A análise nodal fornece um procedimento genérico para análise de circuitos 
usando tensões nodais como variáveis de circuitos. Optar por tensões nodais 
em vez de tensões de elementos como essas variáveis é conveniente e reduz o 
número de equações que se deve resolver simultaneamente. 

Para simplificar as coisas, partiremos do pressuposto, nesta seção, de que 
os circuitos não contêm fontes de tensão, pois os que contêm serão analisados 
na seção seguinte. 

Na análise nodal, estamos interessados em encontrar as tensões nos nós. 
Dado um circuito com n nós sem fontes de tensão, a análise envolve as três 
etapas a seguir: 


Etapas para determinar tensões nodais: 

1. Selecione um nó como referência. Atribua tensões iq, v 2 , ■■■, u n -i aos n ~ 1 
nós restantes. As tensões são medidas em relação ao nó de referência. 

2. Aplique a LKC a cada um dos n - 1 nós que não são de referência. Use a 
lei de Ohm para expressar as correntes nos ramos em termos de tensões 
nodais. 

3. Resolva as equações simultâneas resultantes para obter as tensões nodais 
desconhecidas. 


3.2 


A análise nodal também é 
conhecida como método do 
nó-tensão. 


Agora, vamos explicar e aplicar as etapas dadas. 

O primeiro passo na análise nodal é selecionar um nó como nó de refe¬ 
rência ou nó-base. O nó de referência é comumente chamado terra (GND) 
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(a) 


— / / / 
(b) (c) 


Figura 3.1 Símbolos comuns para 
indicar um nó de referência: ( a ) terra 
comum; ( b ) terra; (c) terra (chassi). 


0 número de nós que não são 
de referência é igual ao número 
de equações independentes que 
vamos deduzir. 



uma vez que se supõe que ele tenha um potencial nulo, e esse nó é indicado 
por qualquer um dos três símbolos apontados na Figura 3.1.0 tipo de terra 
na Figura 3.1c é denominado terra ( chassi ) e é usado em dispositivos onde 
o gabinete, caixa protetora para equipamento ou chassi atuam como um 
ponto de referência para todos os circuitos. Quando o potencial da terra é 
usado como referência, usamos o terra (solo) indicado na Figura 3.1a ou b. 
Vamos sempre usar o símbolo indicado na Figura 3.1 b. 

Assim que escolhemos um nó de referência, atribuímos designações de 
tensão aos nós que não são de referência. Consideremos, por exemplo, o cir¬ 
cuito da Figura 3.2a. O nó 0 é o de referência (v = 0), enquanto aos nós 1 e 2 
são atribuídos, respectivamente, as tensões v , c v 2 . Tenha em mente que as 
tensões nodais são definidas em relação ao nó de referência. Conforme ilustra¬ 
do na Figura 3.2a, cada tensão nodal é a elevação de tensão a partir do nó de 
referência ao que não é de referência correspondente ou simplesmente a tensão 
daquele nó em relação ao nó de referência. 

Como segunda etapa, aplicamos a LKC a cada um dos nós que não são de 
referência do circuito. Para evitar o acúmulo de informações, o circuito elétri¬ 
co da Figura 3.2 a é redesenhado na Figura 3.2 b, em que, agora, acrescentamos 
i|, i 2 e i 3 como as correntes através dos resistores R u R 2 e R 3 , respectivamente. 
Aplicando a LKC ao nó 1, temos 


h 




h ~ h + h + h ( 3 . 1 ) 

No nó 2, temos 

h + h = h (3.2) 

Agora, aplicamos a lei de Ohm para expressar as correntes desconhecidas q, 
i 2 e q em termos de tensões nodais. A ideia central é ter em mente que os re¬ 
sistores são elementos passivos, pela convenção de sinal passivo, e por isso a 
corrente sempre deve fluir de um potencial mais elevado para um mais baixo. 


Em um resistor, a corrente flui de um potencial mais elevado para um 
potencial mais baixo. 


Podemos expressar esse princípio como 


i 


^ maior Cnenor 

R 


(3.3) 


Note que esse princípio está de acordo com a maneira pela qual definimos 
resistência no Capítulo 2 (ver Figura 2.1). Sabendo disso, obtemos o seguinte 
da Figura 3.2 b: 


h 


l 2 


Vi ~ 0 

Ri 
V\ - Vl 
R 2 

v 2 - 0 
R s 


ou i i = G\V\ 
ou i 2 = G 2 (vi ~ v 2 ) 


(3.4) 


Figura 3.2 Circuito típico para 
análise nodal. 


l 3 ~ 


ou 


h — G 3 v 2 
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Substituindo a Equação (3.4) nas Equações (3.1) e (3.2) resulta, respectiva¬ 
mente, em 


/, = h 


+ ^f- 

Ri 

V\ ~ V2 

r 2 


Vi - V2 
Ri 

U2 

R , 


Em termos de condutâncias, as Equações (3.5) e (3.6) ficam 
h = I 2 + GiVi + G 2 (v i — u 2 ) 


(3.5) 

(3.6) 


(3.7) 


/ 2 + G 2 (iq - v 2 ) = G 3 v 2 (3.8) 

A terceira etapa na análise nodal é encontrar as tensões nodais. Se aplicar¬ 
mos a lei dos nós aos n — 1 nós que não são de referência, obtemos n— 1 equa¬ 
ções simultâneas, como as Equações (3.5) e (3.6) ou (3.7) e (3.8). Para o 
circuito da Figura 3.2, resolvemos as Equações (3.5) e (3.6) ou (3.7) e (3.8) 
para obter as tensões nodais v x e v 2 , usando qualquer método-padrão como o 
da substituição, da eliminação, a regra de Cramer ou a inversão de matrizes. 
Para usar um dos dois últimos métodos, devem-se formular as equações simul¬ 
tâneas na forma matricial. Por exemplo, as Equações (3.7) e (3.8) podem ser 
formuladas na forma matricial como 


Gi + G 2 

~g 2 

V\ 


h h 

. -g 2 

G 2 + G 3 _ 

-V 2 _ 


. h . 


que podem ser resolvidas para obter-se v x e v 2 . A Equação (3.9) será genera¬ 
lizada na Seção 3.6. As equações simultâneas também podem ser resolvidas 
usando calculadoras ou pacotes de software como o MATLAB, Mathcad, Ma- 
ple e Quattro Pro. 


Calcule as tensões nodais no circuito mostrado na Figura 3.3a. 

Solução: Considere a Figura 3.36, na qual o circuito da Figura 3.3a foi preparado para 
análise nodal. Observe como as correntes são selecionadas para a aplicação da LKC. 
Exceto para os ramos com fontes de corrente, os nomes atribuídos às correntes são 
arbitrários, porém consistentes. (Por consistente queremos dizer que se, por exemplo, 
considerarmos que i 2 entra no resistor de 4 Í1 do lado esquerdo, i 2 tem de deixar o resis- 
tor do lado direito.) O nó de referência é selecionado e as tensões nodais v x e v 2 agora 
devem ser determinadas. 


5 A 




O Apêndice A discute como usar 
a regra de Cramer. 



EXEMPLO 3.1 • 


Figura 3.3 Esquema para o Exemplo 3.1: (a) circuito original; ( b ) circuito para 
análise. 
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No nó 1, aplicando a LKC e a lei de Ohm, obtemos 


h = k + k 



+ 


V\ — 0 


2 


Multiplicando por 4 cada termo da última equação, obtemos 

20 = Vi - v 2 + 2vi 


ou 


3iq — v 2 = 20 


(3.1.1) 


No nó 2 fazemos o mesmo e obtemos 


k + k ~ k + h 



+ 10 = 5 + 


v 2 - 0 


6 


Multiplicando cada termo por 12, resulta em 

3ui - 3v 2 + 120 = 60 + 2v 2 


ou 


-3u, + 5 v 2 = 60 


(3.1.2) 


Desta vez, temos duas Equações simultâneas (3.1.1) e (3.1.2). Podemos resolver as 
equações usando qualquer método e obter os valores de v 1 e v 2 . 

I MÉTODO 1 Usando a técnica de eliminação, adicionamos as Equações (3.1.1) 
e (3.1.2). 

4 v 2 = 80 => v 2 = 20 V 

Substituindo v 2 = 20 na Equação (3.1.1), temos 


3tq - 20 = 20 


40 


Vi 


= 13,333 V 


I MÉTODO 2 Parausar a regra de Cramer, precisamos colocar as Equações (3.1.1) 
e (3.1.2) na forma matricial como segue 


(3.1.3) 


3 

-f 

Vl 


' 20 ' 

.-3 

5. 

-V 2 _ 


.60. 


O determinante da matriz é 

A = 

Obtemos v j e v 2 como segue 
Ai 

u 1=T = 
A 2 


3 -1 
-3 5 


= 15 - 3 = 12 


20 

60 


v 2 = 


A 

3 20 
-3 60 


100 + 60 
12 

180 + 60 
12 


= 13,333 V 


= 20 V 


que dá o mesmo resultado que obtivemos pelo método da eliminação. 

Se precisarmos dos valores das correntes, podemos calculá-los facilmente a partir 
dos valores das tensões nodais. 


i\ = 5 A, 


Ui — V 2 Vi 

k = —--= —1,6668 A, í 3 = — = 6,666 A 

4 = 10 A, 4 = ^ = 3,333 A 
6 
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O fato de i 2 ser negativo mostra que a corrente flui na direção oposta daquela suposta. 


Obtenha as tensões nodais no circuito da Figura 3.4. 

I 6 Ü. o 


3A (■ 

) ! 

-m- 

>2£2 7Í2 J 

: Q 

r) 12 A 

Figura 3.4 

Esquema para o Problema prático 3.1 

Resposta: iq = -6 V, v 2 = 

-42 V 





Detennine as tensões na Figura 3.5a. 

Solução: O circuito neste exemplo tem três nós de referência, diferentemente do 
exemplo anterior que tinha dois nós que não eram de referência. Atribuímos as tensões 
aos três nós, confonne mostra a Figura 3.5 b, e identificamos as correntes. 


PROBLEMA PRÁTICO 3.1 • 


EXEMPLO 3.2 • 


4£2 

-vwv- 

2Q 2 8Í2 

1 -VM--WAA- 3 



4£2 



ia) ( b ) 

Figura 3.5 Esquema para o Exemplo 3.2: (a) circuito original; ( b ) circuito para análise. 


No nó 1, 


3 — ir + i x 


3 = 


Vl - V 3 Vi - v 2 


4 2 

Multiplicando por 4 cada termo da última equação, obtemos 

3iq - 2v 2 ~ v 3 = 12 

No nó 2, 


(3.2.1) 


i x - i 2 + i 3 


Vi — v 2 v 2 — v 3 v 2 0 

2 “ 8 4 


Multiplicar por 8 e reorganizar os ternos resulta em 
-4vi + lv 2 - v 3 = 0 

No nó 3, 


(3.2.2) 


h + h = 2 4 


Vi - V3 Vl - Vj _ 2(Ui - v 2 ) 
4 8 ~ 2 


Multiplicando por 8, reorganizando os termos, e dividindo por 3, obtemos 
2ví — 3v 2 + v 3 = 0 


(3.2.3) 


Temos três equações simultâneas a resolver para obter as tensões nodais iq, v 2 e v 3 . 
Resolveremos as equações das três maneiras. 
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M MÉTODO 1 Usando a técnica de eliminação, adicionamos as Equações (3.2.1) 
e (3.2.3). 


5di — 51*2 = 12 


ou 

v 3 - v 2 = y = 2,4 (3.2.4) 

Somando as Equações (3.2.2) e (3.2.3), temos 

—2vi + 4 v 2 = 0 =4> Vi = 2 v 2 (3.2.5) 

Substituir a Equação (3.2.5) na Equação (3.2.4) resulta em 

2v 2 — v 2 = 2,4 =>• u 2 = 2,4, Vi = 2v 2 = 4,8 V 


Da Equação (3.2.3), obtemos 

v 3 = 3v 2 — 2vi = 3v 2 — 4v 2 = — v 2 = —2,4 V 

Portanto, 


üi = 4,8 V, v 2 = 2,4 V, v 3 = —2,4 V 


M MÉTODO 2 Para usar a regra de Cramer, colocamos as Equações (3.2.1) a (3.2.3) 
na forma matricial. 


Desta, obtemos 


3 -2 -1 
-4 7 -1 

2-3 1_ 


Vi 


12 ' 

V 2 

= 

0 

-V 3 _ 


0 _ 



(3.2.6) 


onde A, A 1; A 2 e A. são os determinantes a serem calculados como segue. Conforme 
explicado no Apêndice A para calcular o determinante de uma matriz 3 por 3, repetimos 
as duas primeiras colunas e realizamos uma multiplicação cruzada. 



De fonna similar, obtemos 
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conforme obtido através do Método 1. 


■ MÉTODO 3 Agora, usamos o MATLAB para resolver a matriz. A Equação (3.2.6) 
pode ser escrita na forma 


AV = B => V = A *B 


onde A é a matriz quadrada 3 X 3; B é o vetor-coluna; e V é um vetor-coluna formado 
por iq, v 2 e v 3 que queremos detenninar. Usamos o MATLAB para detenninar V como 
segue: 


>>A 

= [3 -2 

-1; -4 

7 -1; 2 -3 1]; 

»B 

= [12 0 

0]'; 


»V 

= inv(A) * 

B 



4,8000 



V 

= 2,4000 




-2,4000 



Consequentemente, iq 

= 4,8 V, v 2 = 

= 2,4 Ve íq = 

-2,4 V, confomie obtido anteriomiente. 


2 Q. 



Figura 3.6 Esquema para o Problema 
prático 3.2. 


Determine as tensões nos três primeiros nós que não são de referência no circuito da PROBLEMA PRÁTICO 3.2 • 

Figura 3.6. 

Resposta: iq = 32 V, v 2 = -25,6 V, v 3 = 62,4 V. 


3.3 


Análise nodal com fontes de tensão 


Agora, vamos considerar como as fontes de tensão afetam a análise nodal. 
Usamos o circuito da Figura 3.7 para ilustração. Considere as duas possibili¬ 
dades a seguir. 


■ CASO 1 Se a fonte de tensão estiver conectada entre o nó de referência e 
um de não referência, simplesmente configuramos a tensão no nó que não é de 
referência igual à tensão da fonte de tensão. Na Figura 3.7, por exemplo, 


tq=10V (3.10) 

Consequentemente, nossa análise é ligeiramente simplificada pelo conheci¬ 
mento da tensão neste nó. 

■ CASO 2 Se a fonte de tensão (dependente ou independente) estiver conec¬ 
tada entre dois nós que não são de referência, eles formarão um nó genérico ou 
superno; aplicamos tanto a LKC como a LKT para determinar as tensões nodais. 


Um superno pode ser 
considerado uma superfície que 
engloba a fonte de tensão e seus 
dois nós. 
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5 V 



Figura 3.8 Aplicação da LKT em um 
superno. 


• EXEMPLO 3.3 


4 Q. 



Figura 3.7 Um circuito com um supemó. 


Um superno é formado envolvendo-se uma fonte de tensão (dependente 
ou independente) conectada entre dois nós que não são de referência e 
quaisquer elementos conectados em paralelo com ele. 


Na Figura 3.7, os nós 2 e 3 formam um supemó. (Poderíamos ter mais de 
dois nós formando um único superno. Ver, por exemplo, o circuito na Figura 
3.14.) Analisamos um circuito com supernos usando as mesmas três etapas 
mencionadas na seção anterior, exceto pelo fato de os supernos serem tratados 
diferentemente. Por quê? Porque um componente essencial da análise nodal 
é aplicar a LKC, que necessita conhecermos a corrente por meio de cada ele¬ 
mento. Não há nenhuma maneira de se saber de antemão a corrente que passa 
por uma tensão nodal, entretanto, a LKC tem de ser realizada em um superno 
como qualquer outro nó. Logo, no superno na Figura 3.7, 


/ 1 + l ^ — l 2 ~F Í3 


(3.11a) 


ou 


Vj - Vl V\ - V3 
2 4 


tUj ■ _0 Ü3 ^0 

8 6 


(3.116) 


Para aplicar a lei de Kirchhoff para tensão no superno na Figura 3.7, redese¬ 
nhamos o circuito conforme mostrado na Figura 3.8. Percorrendo o laço no 
sentido horário, temos 


-v 2 + 5 + v 3 = 0 => v 2 ~ v 3 = 5 (3.i2) 

A partir das Equações (3.10), (3.1 16) e (3.12), obtemos as tensões nodais. 
Observe as seguintes propriedades de um superno: 

1. A fonte de tensão dentro do superno fornece uma equação de restrição 
necessária para encontrar as tensões nodais. 

2. Um superno não tem nenhuma tensão própria. 

3. Um superno requer a aplicação tanto da LKC como da LKT. 


Para o circuito apresentado na Figura 3.9, determine as tensões nodais. 

Solução: O supemó contém a fonte de 2 V, nós 1 e 2 e o resistor de 10 ÍL Aplicando a 
LKC ao superno, conforme mostrado na Figura 3.10a, resulta em 
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2 — i l + i 2 + 7 

Expressando e i 2 em termos de tensões nodais 
Vi - 0 v 2 — 0 


10 £2 


2 = 


+ —-+ 7 

2 4 


8 — 2v\ + 02 + 28 


v 2 = -20 - 2oi 


(3.3.1) 



)7 A 


Para obter a relação entre v 1 ev 2 , aplicamos a LKT ao circuito da Figura 3.106. Percor¬ 
rendo o laço, obtemos Figura 3.9 Esquema para o 

-o, -2 + 02 = 0 =+ 02 = 0 !+ 2 (3 32) Exemplo 3.3. 

Apartir das Equações (3.3.1) e (3.3.2), escrevemos 

o 2 = Oi + 2 = -20 - 2oi 
ou 

3o, = -22 o, = -7,333 V 


e o 2 = o, + 2 = -5,333 V. Note que o resistor de 10 Í1 não faz qualquer diferença, pois 
está conectado através do superno. 



1 

2 V 

2 


+ w + 

C~^) v 2 



Figura 3.10 Aplicação da: (a) LKC ao superno; ( b ) LKT ao laço. 


4 £2 
—VvW 



+ 



Figura 3.11 Esquema para o 
Problema prático 3.3. 


Calcule o e i no circuito da Figura 3.11. PROBLEMA PRÁTICO 3.3 • 

Resposta: - 400 mV, 2,8 A. 

EXEMPLO 3.4 • 

Detennine as tensões nodais no circuito da Figura 3.12. 


30 



Figura 3.12 Esquema para o Exemplo 3.4. 

Solução: Os nós 1 e 2 formam um supemó; o mesmo acontece com os nós 3 e 4. Apli¬ 
camos a LKC aos dois supernos como na Figura 3.13a. No superno 1-2, 

ii + 10 = í’i + i 2 
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Expressando isso em termos de tensões nodais, 

^3 ~ Vi _ Vi — V4 £1 
6 3 2 


ou 


5i>! + v 2 - v 3 — 2v 4 = 60 


(3.4.1) 


No superno 3-4, 

í'i = i 3 + i 4 + i 3 


Vl v 4 _ v 3 v 2 ^ V 4 | v 3 

3 ~~ 6 14 


ou 


4iq + 2v 2 — 5v 3 — 16u 4 = 0 


(3.4.2) 


3Í2 3 Q 




Figura 3.13 Aplicação da: (a) LKC aos dois supernos; ( b ) LKT aos laços. 


Agora, aplicamos a LKT aos ramos envolvendo as fontes de tensão, conforme mostrado 
na Figura 3.13A Para o laço 1, 


-Vi + 20 + v 2 = 0 =t- Vi v 2 ~ 20 (3.4.3) 


Para o laço 2, 


v 3 + 3v x + v 4 = 0 


Porém v x = Uj - u 4 de modo que 


3iq — v 3 — 2v 4 = 0 


(3.4.4) 


Para o laço 3, 


v x — 3v x + 6i 3 — 20 = 0 


Porém 6 i 3 = v 3 -v 2 ev x = v l -v 4 Logo, 

—2vi — v 2 + v 3 + 2v 4 = 20 (3.4.5) 

Precisamos de quatro tensões nodais, iq, v 2 , v 3 e u 4 e isso requer apenas quatro das 
cinco Equações (3.4.1) a (3.4.5) para encontrá-las. Embora a quinta equação seja re¬ 
dundante, ela pode ser usada para comprovar os resultados. Podemos resolver direta¬ 
mente as Equações (3.4.1) a (3.4.4), usando o MATLAB , e eliminar uma tensão nodal 
de modo a resolver três equações simultâneas em vez de quatro. A partir da Equa¬ 
ção (3.4.3), v 2 = Vi - 20. Substituindo isso, respectivamente, nas Equações (3.4.1) e 
(3.4.2), temos 


6iq ~ v 3 — 2v 4 = 80 


(3.4.6) 
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e 


6v 1 - 5 v 3 - 16u 4 = 40 


(3.4.7) 


As Equações (3.4.4), (3.4.6) e (3.4.7) podem ser formuladas na forma matricial como 
segue 

"3 -1 -2 

6-1 -2 


Usando a regra de Cramer, 

A = 



Vi 


0~ 


v 3 

= 

80 


-V A _ 


_40_ 


3 

-1 

-2 



0 

-1 

-2 

6 

-1 

-2 

= -18, 

Ai = 

80 

-1 

-2 

6 

-5 

-16 



40 

-5 

-16 



3 

0 

-2 



3 

-1 

0 

a 3 — 

6 

80 

-2 

= -3.120, 

a 4 = 

6 

-1 

80 


6 

40 

-16 



6 

-5 

40 


Consequentemente, chegamos a tensões nodais como 


-480 

-18 


= 26,67 V, 


v 3 = 


-3.120 

-18 


= -480, 


= 840 


= 173,33 V, 


A 4 840 

u 4 = T = —=- 46 , 67V 


e v 2 = t>i - 20 = 6,667 V. Não usamos a Equação (3.4.5); ela pode ser usada para validar 
os resultados. 


Determine iq, v 2 e v 3 no circuito da Figura 3.14 usando análise nodal. 
Resposta: u, = 7,608 V, v 2 = -17,39 V, v 3 = 1,6305 V. 


6 ü 



3 Q 


Figura 3.14 Esquema para o 
Problema prático 3.4. 

PROBLEMA PRÁTICO 3.4 


Análise de malhas 

A análise de malhas fornece outra maneira para se verificarem circuitos usando 
as correntes de malha como variáveis de circuito, e usar essas correntes em vez 
de correntes de elementos como variáveis é conveniente e reduz o número de 
equações que devem ser resolvidas matematicamente. Lembre-se de que um 
laço é um caminho fechado que não passa mais de uma vez pelo mesmo nó. 
Uma malha é um laço que não contém qualquer outro laço dentro de si. 

A análise nodal aplica a LKC para encontrar tensões desconhecidas em 
dado circuito, enquanto a análise de malhas aplica a LKT para determinar 
correntes desconhecidas; esta não é tão genérica quanto a análise nodal, por¬ 
que é aplicável apenas a um circuito que é planar, que pode ser desenhado 
em um plano sem nenhum ramo cruzado entre si; caso contrário, torna-se um 
circuito não planar. Um circuito pode ter ramos cruzados e ainda ser planar, 
se ele puder ser redesenhado de tal forma que não apresente mais nenhum 
ramo cruzando outro. Por exemplo, o circuito da Figura 3.15a tem dois ra¬ 
mos que se cruzam, porém ele pode ser redesenhado como na Figura 3.15b. 
Logo, o circuito da Figura 3.15a também é planar; entretanto, o circuito da 
Figura 3.16 é não planar, pois não há nenhuma maneira de redesenhá-lo sem 
que haja algum cruzamento entre ramos. Os circuitos não planares podem 
ser tratados usando-se análise nodal, contudo, eles não serão considerados 
neste texto. 


3.4 


A análise de malhas também é 
conhecida como análise de laço ou 
método malha corrente. 
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1 A 



Figura 3.15 (a) Circuito planar com 

cruzamento de ramos; ( b ) o mesmo 
circuito redesenhado para não ocorrer o 
cruzamento de ramos. 


Embora o caminho abcdefa seja 
um laço e não uma malha, a LKT 
ainda vale nesse caso. Esta é a 
razão para o emprego, sem excesso 


de rigor, dos termos análise de 
laços e análise de malhas, para 
indicar a mesma coisa. 



Para compreender a análise de malhas, devemos, primeiro, explicar mais a 
respeito do significado de malha. 


Malha é um laço que não contém nenhum outro laço em seu interior. 



Figura 3.17 Um circuito com duas malhas. 


Na Figura 3.17, por exemplo, os caminhos ahefa e bcdeb são malhas, porém o 
trecho abcdefa não é uma malha. A corrente através de uma malha é conhecida 
como corrente de malha. Nessa análise, estamos interessados na aplicação da 
LKT para determinar as correntes de malha em dado circuito. 

Nesta seção, vamos aplicar a análise de malhas a circuitos planares que 
não contêm fontes de corrente, e, nas próximas, consideraremos circuitos con¬ 
tendo fontes de corrente. Na análise de malhas de um circuito com n malhas, 
seguimos as etapas descritas. 


Etapas na determinação de correntes de malha: 

1. Atribua correntes de malha /j, i 2 , ..., i n a n malhas. 

2. Aplique a LKT a cada uma das n malhas. Use a lei de Ohm para expressar 
as tensões em termos de correntes de malha. 

3. Resolva as n equações simultâneas resultantes para obter as correntes 
de malha. 


0 sentido da corrente de malha 
é arbitrário (sentido horário ou 
anti-horário) e não afeta a validade 
da solução. 


Para ilustrar as etapas citadas, consideremos o circuito da Figura 3.17. O 
primeiro passo requer que as correntes de malha q e i 2 sejam atribuídas às 
malhas 1 e 2. Embora uma corrente de malha possa ser atribuída a cada malha 
em um sentido arbitrário, a convenção diz para supor que cada corrente de 
malha flua no sentido horário. 
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Como segundo passo, aplicamos a LKT a cada malha. Aplicando a LKT à 
malha 1, obtemos 


Vi + R\i\ + i 2 ) — 0 


ou 


CR, + R 3 )h - R 3 i 2 = Vj (3.13) 

Para a malha 2, aplicando a LKT, temos 


R 2 i 2 + V 2 + R 3 (i 2 — ij) — 0 


ou 


-tf 3*1 + (tf 2 + tf 3 )*2 = -V 2 (3.14) 

Note na Equação (3.13) que o coeficiente de q é a soma das resistências na 
primeira malha, enquanto o coeficiente de i 2 é o negativo da resistência comum 
às malhas 1 e 2. Observe agora que o mesmo é válido na Equação (3.14). Isso 
pode servir como uma maneira reduzida de se escrever as equações de malha. 
Exploraremos esse conceito na Seção 3.6. 

A terceira etapa é determinar as correntes de malha. Colocando as Equa¬ 
ções (3.13) e (3.14) na forma matricial, obtemos 


tfl + tf 3 

-tf 3 

i\ 


Vi 

. -tf 3 

Ri "I - R^ _ 

. ^2. 


1 


que pode ser resolvida para obterem-se as correntes de malha q e i 2 . Temos a 
liberdade de usar qualquer técnica para solucionar as equações simultâneas. 
De acordo com a Equação (2.12), se um circuito possui n nós, b ramos e 1 
laços ou malhas independentes, então / = b - n + 1 . Portanto, são necessárias 
1 equações simultâneas independentes para solucionar o circuito através da 
análise de malhas. 

Note que as correntes de ramo são diferentes das de malha, a menos que a 
malha esteja isolada. Para distinguir entre os dois tipos de correntes, usaremos 
i para indicar correntes de malha e I para indicar correntes de ramo. Os ele¬ 
mentos de corrente 7j, I 2 e / 3 são somas algébricas das correntes de malha. Fica 
evidente da Figura 3.17 que 

/1 = t'i, I 2 = i 2 > h = h — *2 (3.16) 


A forma simplificada não será 
aplicável se uma corrente de 
malha tiver seu sentido suposto 
como horário e outra for suposta 
no sentido anti-horário, embora 
isso seja permitido. 



Para o circuito da Figura 3.18, detennine as correntes de ramo /,, / 2 e / 3 usando a análise 
de malhas. 

Solução: Primeiro, obtemos as correntes de malha aplicando a LKT. Para a malha 1, 


ou 


Para a malha 2, 


—15 + 5 i ] + 10(í! — í' 2 ) d - 10 — 0 

3;) — 2 i 2 = 1 

6 i 2 + 4í 2 + 10(í 2 — ;'i) — 10 = 0 


(3.5.1) 


EXEMPLO 3.5 • 


5íi 6 n 



OU 


i 1 = 2*2 — 1 


(3.5.2) 


Figura 3.18 Esquemaparao 
Exemplo 3.5. 
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■ MÉTODO 1 Usando o método da substituição, substituímos a Equação (3.5.2) na 
Equação (3.5.1) e escrevemos 

6 í2 — 3 — 2 i 2 =1 =t- i 2 — 1 A 

A partir da Equação (3.5.2), i x = 2i 7 - 1 = 2 - 1 = 1. Consequentemente, 
h — h = 1 A, I 2 = ( 2 =1 A, I 3 = i x — i 2 = 0 

■ MÉTODO 2 Para usar a regra de Cramer, formulamos as Equações (3.5.1) e 
(3.5.2) na forma matricial como 


3 

-2' 


h 


1 

.-1 

2. 


J 2 . 


. 1 . 


Obtemos os determinantes 


2 Q. 9Ü 



4 £2 


AWV— 
3 Q 


\ Figura 3.19 Esquemaparao 
i Problema prático 3.5. 

• PROBLEMA PRÁTICO 3.5 


Ai 


A = 


3 

-1 


-2 

2 


=6-2=4 


1 -2 

1 2 


2 + 2 = 4, 



3+1=4 


Portanto, 



como antes. 

Calcule as correntes de malha /, e i 2 no circuito da Figura 3.19. 
Resposta: í, = 2,5 A, i 2 = OA. 


• EXEMPLO 3.6 



Figura 3.20 Esquemaparao 
Exemplo 3.6. 


Use a análise de malhas para encontrar a corrente I a no circuito da Figura 3.20. 
Solução: Aplicamos a LKT às três malhas, uma de cada vez. Para a malha 1, 

-24 + 10(í! - i 2 ) + 12(í! - i 3 ) = 0 
ou 

11*1 - 5 i 2 - 6 i 3 = 12 ( 3 . 6 . 1 ) 


Para a malha 2, 


24í 2 + 4(í 2 — i 3 ) + 10(i 2 — q) = 0 
ou 

—5í*i + 19*2 — 2*3 = 0 (3.6.2) 

Para a malha 3, 

4 1„ + 12(i 3 — /| ) + 4(( 3 — i 2 ) = 0 


Porém, no nó A, I 0 = i { - i 2 , de modo que 

4(1 1 - i 2 ) + 12(í 3 - i j) + 4 (í 3 - i 2 ) = 0 
ou 

— ;'i — i 2 + 2 i 3 = 0 


Na fonna matricial, as Equações (3.6.1) a (3.6.3) ficam 


■ 11 

-5 

-6" 

*'l 


"12“ 

-5 

19 

-2 

z 2 

= 

0 

_-i 

-1 

2_ 

_ z 3_ 


0_ 


(3.6.3) 
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Obtemos os determinantes como a seguir 



Portanto, I 0 = i l - U = 1,5 A. 


Usando a análise de malhas, determine I 0 no circuito da Figura 3.21. 

Resposta: -4 A. 


6Q 



Figura 3.21 Esquema para o 
Problema prático 3.6. 

PROBLEMA PRÁTICO 3.6 


3.5 


Análise de malhas com fontes de 
corrente 


Aplicar a análise de malhas a circuitos contendo fontes de corrente (dependentes ou 
independentes) pode, à primeira vista, parecer complicado. Porém, sua aplicação é 
muito mais fácil que aquela apresentada na seção anterior, pois a presença de fontes 
de comente reduz o número de equações. Considere os dois casos possíveis a seguir. 

■ CASO 1 Quando existe uma fonte de corrente apenas em uma malha: 
considere, por exemplo, o circuito da Figura 3.22. Fazemos i 2 = -5 A e escre¬ 
vemos uma equação de malha para a outra malha da maneira usual, isto é, 



Figura 3.22 Circuito com fonte de 
corrente. 


i, = -2 A 


10 + 4 i 1 + 6(í, — i 2 ) = 0 =>■ 


(3.17) 
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■ CASO 2 Quando uma fonte de corrente existe entre duas malhas: consi¬ 
dere o circuito da Figura 3.23a, por exemplo. Criamos uma supermalha, ex¬ 
cluindo a fonte de corrente e quaisquer elementos a ela associados em série, 
como mostrado na Figura 3.23A Logo, 


Uma supermalha é resultante quando duas malhas possuem uma fonte de 
corrente (dependente ou independente) em comum. 



6Q. 10 Q. 

A/Wv-VWV 



(b) 


Figura 3.23 (a) Duas malhas com uma fonte de corrente em comum; ( b ) uma supermalha 

criada pela exclusão da fonte de corrente. 

Como mostrado na Figura 3.23 b, criamos uma supermalha como a periferia 
de duas malhas e a tratamos de forma diferente. (Se um circuito tiver duas ou 
mais supermalhas que se interceptam, elas devem ser combinadas para formar 
uma supermalha maior.) Por que tratá-la de forma diferente? Porque a análise 
de malhas aplica a LKT, que requer que saibamos a tensão em cada ramo, e 
não conhecemos a tensão em uma fonte de corrente de antemão. Porém, uma 
supermalha deve realizar a LKT como qualquer outra malha. Assim, aplicando 
a LKT à supermalha da Figura 3.23 b, temos 

—20 "t 6/1 + lOí '2 T 4í*2 = 0 


ou 


6í'i + 14*2 - 20 (3.18) 

Aplicamos a LKC a um nó no ramo no qual as duas malhas apresentam uma 
interseção. Aplicando a LKC ao nó 0 da Figura 3.23a, temos 

*2 = 0 + 6 (3.19) 

Resolvendo as Equações (3.18) e (3.19), obtemos 

*i = —3,2 A, i 2 = 2,8 A 

Observe as seguintes propriedades de uma supermalha: 

1. A fonte de corrente na supermalha fornece a equação de restrição necessá¬ 
ria para encontrar as correntes de malha. 

2. Uma supermalha não possui corrente própria. 

3. Uma supermalha requer a aplicação da LKT, bem como da LKC. 
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Para o circuito da Figura 3.24, determine q a í 4 usando a análise de malhas. 



10V 


Figura 3.24 Esquema para o Exemplo 3.7. 

Solução: Observe que as malhas 1 e 2 formam uma supermalha, já que possuem uma 
fonte de corrente em comum. Da mesma forma, as malhas 2 e 3 formam outra super¬ 
malha, uma vez que possuem uma fonte de corrente dependente em comum. As duas 
supennalhas se interceptam e formam uma supermalha maior conforme indicado. Apli¬ 
cando a LKT à malha maior, 


2 /, + 4/3 + 8 ( 7*3 — ( 4 ) + 6/2 — 0 


ou 


z*i + 3 í 2 + 6/3 — 4 ( 4 — 0 (3.7.1) 

Para a fonte de corrente independente, aplicamos a LKC ao nó P: 

í 2 = (*! + 5 (3.7.2) 

Para a fonte de corrente dependente, aplicamos a LKC ao nó Q: 

í *2 = (3 + 3/„ 


Porém i 0 = -z* 4 , logo, 


(*2 — (3 3 z 4 


(3.7.3) 


Aplicando a LKT na malha 4, 


2 í 4 + 8 (í 4 — ( 3 ) + 10 — 0 


ou 

5(4 - 4(3 = -5 (3.7.4) 

Apartirdas Equações (3.7.1) a (3.7.4), 

(, = -7,5 A, í *2 = ~2,5 A, ( 3 = 3,93 A, i 4 = 2,143 A 


EXEMPLO 3.7 • 



Figura 3.25 Esquema para o 
Problema prático 3.7. 


PROBLEMA PRÁTICO 3.7 • 


Use a análise de malhas para determinar zj, i 2 e z 3 na Figura 3.25. 
Resposta: z, = 4,632 A, i 2 = 631,6 mA, i 3 = 1,4736 A. 
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h 



R { R 2 


-VWv- 

-VM- 

;D G) 1 

(T) à 


f Análises nodal e de malhas por 
inspeção 

Esta seção apresenta um procedimento genérico para análise nodal ou de 
malhas. Trata-se de um método mais curto que se baseia na inspeção de um 
circuito. 

Quando todas as fontes em um circuito são fontes de corrente indepen¬ 
dentes, precisamos realmente aplicar a LKC a cada nó para obter as equações 
nó-tensão, conforme fizemos na Seção 3.2. Podemos ter as equações por 
mera inspeção do circuito. Reexaminemos, por exemplo, o circuito da Figura 
3.2, mostrado novamente na Figura 3.26a por conveniência. O circuito pos¬ 
sui dois nós que não são de referência, e as equações nodais foram obtidas 
na Seção 3.2 como segue 


3.6 


G\ + G 2 

1 - 

(N 

O 

1 

Vi 


h h 

. -g 2 

g 2 + g 3 . 

Vl. 


h 


(3.21) 


(b) 

Figura 3.26 (a) O circuito da Figura 

3.2; ( b ) o circuito da Figura 3.17. 


Observe que cada um dos termos da diagonal é a soma das condutâncias 
conectadas diretamente ao nó 1 ou 2, enquanto os termos fora da diagonal 
são os negativos das condutâncias conectados entre os nós. Da mesma forma, 
cada termo do lado direito da Equação (3.21) é a soma algébrica das corren¬ 
tes que entram pelo nó. 

Geralmente, se um circuito com fontes de corrente independentes tiver N 
nós que não são de referência, as equações nó-tensão podem ser escritas em 
termos das condutâncias como 


Gu G\2 G\ N 


V\ 


h 

G 2 I G 2 2 ■■■ G 2 \! 


v 2 

= 

h 

_G N i G n2 ... G nn _ 


-V N . 


- Ín- 


ou simplesmente 

Gv = i (3.23) 

onde 

G kk = Soma das condutâncias conectadas ao nó k. 

G kj = G jk = Negativo da soma das condutâncias diretamente conectadas 
aos nós kej,k j. 
v k = Tensão (desconhecida) no nó k. 

4 = Soma de todas as fontes de corrente independentes diretamente co¬ 
nectadas ao nó k, com correntes que entram no nó sendo tratadas 
como positivas. 

G é a chamada matriz de condutância\ v é o vetor de saída e i é o vetor de 
entrada. A Equação (3.22) pode ser resolvida para obter as tensões nodais des¬ 
conhecidas, e isso é válido para circuitos com apenas fontes de corrente inde¬ 
pendentes e resistores lineares. 

Igualmente, podemos obter equações malha-corrente por inspeção quando 
um circuito resistivo linear tiver apenas fontes de tensão independentes. Con¬ 
sidere que o circuito da Figura 3.17, mostrado novamente na Figura 3.266 por 
conveniência, possui dois nós que não são de referência e as equações nodais 
foram deduzidas na Seção 3.4 como 
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Ri + R3 

-r 3 

h 


Vi 

. -R 3 

r 2 + r 3 _ 

Ji. 


.-v 2 . 


(3.24) 


Podemos observar que cada um dos termos na diagonal é a soma das resistên¬ 
cias na respectiva malha, enquanto cada um dos termos fora da diagonal é o 
negativo da resistência comum às malhas 1 e 2. Cada termo do lado direito da 
Equação (3.24) é a soma algébrica obtida no sentido horário de todas as fontes 
de tensão independentes na respectiva malha. 

Em geral, se o circuito tiver N malhas, as equações malha-corrente pode¬ 
rão ser expressas em termos de resistências como 


(3.25) 


R u R 12 

R 21 R 22 

R\n 

R 2 N 


h 

h 

__ 

Vl 

V 2 

_ R n 1 R N 2 

RnN- 


- l N - 


-V N _ 


ou simplesmente 


Ri = v 


(3.26) 


onde 


R kk = Soma das resistências na malha k. 


R k j = Rj k = Negativo da soma das resistências em comum entre as malhas 
kej, k =f=j. 

i k = Corrente de malha (desconhecida) para a malha k no sentido horário. 
v k = Soma de todas as fontes de tensão independentes na malha k, com a 
elevação de tensão sendo tratada como positiva. 

R é a chamada matriz de resistência', i é o vetor de saída e v é o vetor de entra¬ 
da. Podemos solucionar a Equação (3.25) para obtermos as correntes de malha 
desconhecidas. 


Por inspeção, escreva a matriz das equações nó-tensão para o circuito da Figura 3.27. 


2 A 



Figura 3.27 Esquema para o Exemplo 3.8. 

Solução: O circuito da Figura 3.27 possui quatro nós que não são de referência, de 
modo que precisamos de quatro equações de nós. Isso implica que o tamanho da matriz 
de condutância G é uma matriz 4 por 4. Os termos da diagonal de G, em Siemens, são: 


G u 


1 

5 



1 1 1 

G - = 5 + 8 + l = 1 ’ 325 

1 1 1 

G 44 = —I-1— = 1,625 

44 8 2 1 


EXEMPLO 3.8 • 


111 

G 33 — — + — + — — 0,5, 
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Os termos que se encontram fora da diagonal são: 


G 12 = -5 = - 0 , 2 , G 13 = G 14 = 0 

G 21 = -0,2, G 23 = = -0,125, G 24 = —y = — 1 


1 n V 3 4 n u 4 



i Figura 3.28 Esquema para o 
i Problema prático 3.8. 

• PROBLEMA PRÁTICO 3.8 


• EXEMPLO 3.9 


G 31 = 0, G 32 = -0,125, G 34 = -- = -0,125 

8 

G 41 = 0, G 42 = -1, G 43 = -0,125 

O vetor de corrente de entrada i possui os seguintes termos, em ampères: 

i] = 3, i 2 = — 1 — 2 = —3, i 3 = 0, 4 = 2 + 4 = 6 

Portanto, as equações de tensão nodal são: 


0,3 -0,2 0 0 


Vl 


3' 

-0,2 1,325 -0,125 -1 


v 2 


-3 

0 -0,125 0,5 -0,125 


v 3 


0 

0 -1 -0,125 1,625 _ 


-V 4 _ 


6 _ 


que podem ser resolvidas usando o MATLAB para obter as tensões nodais v u v 2 , u 3 e v 4 . 
Por inspeção, obtenha as equações nó-tensão para o circuito da Figura 3.28. 


Resposta: 

1,25 

- 0,2 

-1 

0 


"t>t" 


0 ' 


- 0,2 

0,2 

0 

0 


v 2 


5 


-1 

0 

1,25 

-0,25 


v 3 


-3 


0 

0 

-0,25 

1,25 _ 


-l>4- 


2 _ 


Por inspeção, escreva as equações de correntes de malha para o circuito da Figura 3.29. 


5 Q 



Figura 3.29 Esquema para o Exemplo 3.9. 


Solução: Temos cinco malhas, portanto, a matriz de resistências é 5 por 5. Os termos 
da diagonal, em ohms, são: 


R n = 5 + 2 + 2 = 9, R 22 = 2 + 4 + 1 + 1 + 2 = 10, 


R 33 = 2 + 3 + 4 = 

= 9, 

*44 

= 1 

+ 3 + 

4 = 

8 , 

*55 = 

1 + 

Os termos fora da diagonal 

são: 








R 12 = - 

-2, 

*13 

= ■ 

-2, 

*14 

= 

O 

II 

>3 


*2i = -2, 

*23 

= - 

4, 

*24 

= - 

1, 

*25 — 

- 1 , 

*31 = 

-2, 

*32 

= ■ 

-4, 

*34 

= 

O 

II 

>} 

Oi 


*41 = 0, 

*42 

= - 

1, 

*43 

= 0, 


*45 — 

-3, 

II 

© 

*52 

= - 

1 , 

*53 

= 0, 


*54 = ' 

-3 
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O vetor de tensões de entrada v tem os seguintes termos em volts: 

Vi = 4, v 2 = 10 — 4 = 6, 
v 3 = —12 + 6 = —6, u 4 = 0, v 5 = —6 

Portanto, as equações de corrente de malha são: 


"9-2-2 0 cr 


ii 


' 4 

-2 10-4-1-1 


>2 


6 

-2 -4 9 0 0 


h 

= 

-6 

0-1 0 8-3 


U 


0 

0-1 0-3 4_ 


Às- 


-6 


A partir destas, podemos usar o MATLAB para obter as correntes de malha i 2 , i 3 , i 4 
ei 5 . 


Por inspeção, obtenha as equações de corrente de malha para o circuito da Figura 3.30. 


50 Q 



Figura 3.30 Esquema para o Problema prático 3.9. 

Resposta: 


' 150 

-40 

0 

-80 

0 " 


V 


~ 30 

-40 

65 

-30 

-15 

0 


h 


0 

0 

-30 

50 

0 

-20 


h 

= 

-12 

-80 

-15 

0 

95 

0 


4 


20 

_ 0 

0 

-20 

0 

80 _ 


h- 


20 


3.7 Análise nodal versus análise de malhas 

Tanto a análise nodal como a análise de malhas fornecem uma maneira siste¬ 
mática para analisar uma rede complexa. Alguém poderia perguntar: dada uma 
rede a ser analisada, como saber qual método é melhor ou mais eficiente? A 
escolha do melhor método é ditada por dois fatores. 

O primeiro fator é a natureza da rede em particular. As redes que contêm 
muitos elementos conectados em série, fontes de tensão ou supermalhas são 
mais adequadas para análise de malhas, enquanto as redes com elementos as¬ 
sociados em paralelo, fontes de corrente ou supernos são mais adequadas para 
análise nodal. Sendo assim, um circuito com um número menor de nós que 
o de malhas é mais bem analisado usando-se a análise nodal, enquanto um 
circuito com um número menor de malhas que o de nós é mais bem avaliado 


PROBLEMA PRÁTICO 3.9 • 
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utilizando-se análise de malhas. O segredo é selecionar o método que resulta 
no menor número de equações. 

O segundo fator são as informações necessárias. Se as tensões nodais fo¬ 
rem imprescindíveis, pode ser conveniente aplicar a análise nodal. Se forem 
necessárias correntes de ramo ou de malha, é melhor empregar a análise de 
malhas. 

É bom estar familiarizado com ambos os métodos de análise devido a, 
pelo menos, duas razões. Primeiro, se possível, pode-se usar um dos métodos 
para verificar os resultados de outro método. Em segundo lugar, já que cada 
método tem suas limitações, talvez apenas um método seja adequado para um 
problema em particular. Por exemplo, a análise de malhas é o único método 
a ser empregado para análise de circuitos transistorizados, conforme veremos 
na Seção 3.9, porém, ela não pode ser usada facilmente para resolver um 
circuito com amplificadores operacionais, conforme veremos no Capítulo 5, 
porque não existe uma maneira direta de se obter a tensão no amplificador 
operacional em si. Para redes não planares, a análise nodal é a única opção, 
pois a análise de malhas se aplica apenas a redes planares. Da mesma forma, 
a análise nodal é mais fácil de se resolver via computador, já que é fácil de 
ser programada. Isso permite analisar circuitos complexos que seriam um de¬ 
safio para o cálculo manual. A seguir, apresentaremos um pacote de software 
baseado em análise nodal 


3.8 


Análise de circuitos usando o PSpice 


PSpice é um programa para análise de circuitos via computador cuja utilização 
aprenderemos gradualmente ao longo do livro. Esta seção ilustra como usar o 
PSpice for Windows na análise de circuitos CC que estudamos até então. 

Espera-se que o leitor estude, no tutorial do PSpice disponível em nosso 
site (www.grupoa.com.br), os tópicos sobre a criação de circuitos e a análise 
CC, antes de prosseguir nesta seção. Deve-se observar que o PSpice é útil ape¬ 
nas para determinar correntes e tensões de ramo quando os valores numéricos 
de todos os componentes do circuito são conhecidos. 


• EXEMPLO 3.10 



Figura 3.31 Esquema para o 
Exemplo 3.10. 


Use o PSpice para determinar as tensões nodais no circuito da Figura 3.31. 

Solução: O primeiro passo é desenhar o circuito dado usando a ferramenta Schematics. 
Se forem seguidas as instruções fornecidas no tutorial (site) sobre criação de circuitos e 
análise CC, será gerado o esquema da Figura 3.32. Uma vez que se trata de uma análise 
CC, usamos a fonte de tensão VDC e a fonte de corrente IDC. Os pseudocomponentes 
VIEWPOINTS são acrescentados para mostrar as tensões nodais necessárias. 



Figura 3.32 Esquema para o Exemplo 3.10; o esquema do circuito na Figura 3.31. 

Assim que o circuito for desenhado e salvo como exam310.sch, executamos o PSpice 
selecionando Analisys/Simulate. O circuito é simulado e os resultados são exibidos em 
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VIEWPOINTS e também salvos no arquivo de saída examílO.out. O arquivo de saída 
inclui o seguinte: 

NODE VOLTAGE NODE VOLTAGE NODE VOLTAGE 

(1) 120.0000 (2) 81.2900 (3) 89.0320 

indicando que V x = 120 V, V 2 = 81,29 V, V 3 = 89,032 V. 

Para o circuito da Figura 3.33, use o PSpice para determinar as tensões nodais. 



Figura 3.33 Esquema para o Problema prático 3.10. 
Resposta: V t = -10 V, V s = 14,286 V, V 3 = 50 V. 


No circuito da Figura 3.34, detemiine as correntes q, i 2 e i 3 . 

1 £2 



Figura 3.34 Esquema para o Exemplo 3.11. 


Solução: O esquema é mostrado na Figura 3.35. (O esquema da Figura 3.35 inclui os 
resultados obtidos implicando que ele é o esquema exibido na tela após a simulação.) 
Note que El (uma fonte de tensão controlada por tensão), indicada na Figura 3.35, está 



PROBLEMA PRÁTICO 3.10 • 


EXEMPLO 3.11 • 


Figura 3.35 Esquema para a Figura 3.34. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 3.11 


40 


20 


-WA- 

2 A 


j' 2 w 

>'■' i 


J ! ' 3 

20 


Figura 3.36 Esquema para o 
Problema prático 3.11. 


conectada de tal forma que sua entrada é a tensão no resistor de 4 íl; seu ganho é fixado 
em 3. De modo a poder mostrar as correntes necessárias, inserimos pseudocomponentes 
IPROBES nos ramos apropriados. O esquema é salvo como exam311.sch e simula¬ 
do selecionando-se Analysis/Simulate. Os resultados são visualizados em IPROBES, 
conforme mostra a Figura 3.35 e salvo no arquivo de saída exam311.out. Do arquivo de 
saída ou IPROBES, obtemos q = i 2 = 1,333 A e z 3 = 2,667 A. 

Use o PSpice para determinar as correntes q, i 2 e z 3 no circuito da Figura 3.36. 

Resposta: q = -428,6 mA, i 2 = 2,286 A, z 3 = 2 A. 


Aplicações: circuitos CC transistorizados 

A maioria de nós lida rotineiramente com produtos eletrônicos e tem certa 
experiência com computadores (PCs). O dispositivo ativo de três terminais, 
conhecido como transistor, é um componente básico para os circuitos inte¬ 
grados encontrado nesses produtos. Entender o funcionamento de um tran¬ 
sistor é essencial antes de um engenheiro poder começar a projetar circuitos 
eletrônicos. 


3.9 


A Figura 3.37 representa vários tipos de transistores disponíveis no merca¬ 
do, e há dois tipos básicos: transistores de junção bipolar (BJTs) e transistores 
de efeito de campo (FETs). Dos dois, consideraremos aqui apenas os BJTs, 
que foram os primeiros a ser introduzidos e ainda são usados. Nosso objetivo 
é apresentar detalhes suficientes sobre o BJT, permitindo o uso das técnicas 
apresentadas neste capítulo, a fim de analisar circuitos CC transistorizados. 



Cortesia da Lucent 
Technologies/Bell Labs. 


PERFIS HISTÓRICOS 

William Shockley (1910-1989), John Bardeen (1908-1991) e Walter Brattain 

(1902-1987) inventaram em conjunto o transistor. 

Nada teve tal impacto sobre a transição da “Era Industrial” para a “Era do 
Engenheiro” que o transistor. Tenho certeza de que os doutores Shockley, 
Bardeen e Brattain não tinham a mínima ideia de que eles teriam tal efeito 
sobre nossa história. Quando ainda trabalhavam no Bell Laboratories, foram 
capazes de demonstrar o transistor de ponto de contato, inventado por Bardeen 
e Brattain, em 1947, e o transistor de junção, que Shockley concebeu em 1948, 
e foram bem-sucedidos em sua produção em 1951. 

E interessante notar que o conceito de transistor de efeito de campo, de 
modo geral usado hoje, foi concebido inicialmente em 1925-1928 por J. E. 
Lilienfeld, imigrante alemão nos Estados Unidos. Esse fato fica evidencia¬ 
do pelas suas patentes do que parece ser um transistor de efeito de campo. 
Infelizmente, a tecnologia para concretizar esse dispositivo teve de aguar¬ 
dar até o ano de 1954, quando o transistor de efeito de campo de Shockley 
se tornou uma realidade. Imagine o que seria atualmente se tivéssemos esse 
transistor 30 anos antes! 


Por suas contribuições para a criação do transistor, os doutores Shockley, 
Bardeen e Brattain receberam, em 1956, o Prêmio Nobel de Física. Deve- 
-se notar que Bardeen foi o único a ganhar dois Prêmios Nobel de Física; o 
segundo veio posteriormente por seu trabalho no campo da supercondutivi¬ 
dade na Universidade de Illinois. 
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Figura 3.37 Vários tipos de transistores. ( Cortesia da Tech America.) 

Há dois tipos de BJTs: npn e pnp, e seus símbolos de circuito são apresen¬ 
tados na Figura 3.38. Cada tipo tem três terminais denominados emissor (E), 
base (B) e coletor (C). Para o transistor npn, as correntes e tensões do transis¬ 
tor são especificadas, conforme indicado na Figura 3.39. Aplicando a LKC à 
Figura 3.39a, obtemos 


l E — Ib + lc 


(3.27) 



(b) 

Figura 3.38 Dois tipos de BJTs e 
seus símbolos: (a) npn; ( b ) pnp. 


onde Ie> Ic e h são, respectivamente, as correntes de emissor, de coletor e de 
base. Da mesma forma, aplicando a LKT à Figura 3.39b, obtemos 


Vcê + Ves + F/íc — 0 


(3.28) 


onde Fc£) V E B e F 5C são, respectivamente, astensõescoletor-emissor, emissor- 
-base e base-coletor. O BJT pode operar em um de três modos: ativo, corte 
e saturação. Quando os transistores operam no modo ativo, normalmente 
Vbe “ 0,7 V, 


lc = 0il E (3.29) 

onde a é o chamado ganho de corrente em base comum. Na Equação (3.29), 
a representa a fração de elétrons injetada pelo emissor que é coletada pelo 
coletor. Da mesma maneira, 



lc — P J l B, 


(3.30) 


onde (8 é conhecido como ganho de corrente em emissor comum, e a e [3 são 
propriedades características de um determinado transistor, para o qual ado¬ 
tam valores constantes. Normalmente, a assume valores no intervalo de 0,98 a 
0,999, enquanto f3 assume valores na faixa de 50 a 1.000. Das Equações (3.27) 
a (3.30), fica evidente que 


Ie = (1 + P)1b 


(3.31) 



VcE 


e 


/3 


a 

1 — a 


Figura 3.39 As variáveis ao longo 
(3.32) dos tenninais de um transistor npn: 
( a ) correntes; ( b ) tensões. 
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Na realidade, os circuitos 
transistorizados fornecem 
motivação para o estudo de fontes 
dependentes. 


Essas equações mostram que, no modo ativo, o BJT pode ser modelado com 
uma fonte de corrente dependente controlada por corrente. Portanto, em análi¬ 
se de circuitos, o modelo CC equivalente na Figura 3.406 pode ser usado para 
substituir o transistor npn da Figura 3.40a. Já que [3 na Equação (3.32) é gran¬ 
de, uma corrente de base pequena controla altas correntes no circuito de saída, 
consequentemente, o transistor bipolar pode servir como amplificador gerando 
ganho de corrente, bem como ganho de tensão. Tais amplificadores podem ser 
usados para fornecer um nível de alimentação a transdutores, como alto-falan¬ 
tes ou motores de controle. 


6 : 



Figura 3.40 (a) Um transistor npn; ( b ) seu modelo CC equivalente. 

Devemos observar que, nos exemplos a seguir, não se pode analisar dire¬ 
tamente circuitos transistorizados pela análise nodal em virtude da diferença 
de potencial entre os terminais do transistor. Somente quando o transistor é 
substituído por seu modelo equivalente é que podemos aplicar a análise nodal. 


• EXEMPLO 3.12 


Determine I B , Ic e Vo no circuito transistorizado da Figura 3.41. Considere que o tran¬ 
sistor opera no modo ativo e que (í = 50. 



Figura 3.41 Esquema para o Exemplo 3.12. 

Solução: Para o laço de entrada, a LKT fornece o seguinte 
-4 + 7 B (20 X 10 3 ) + V BE = 0 


Uma vez que V BE = 0,7 V no modo ativo, 


4 - 0,7 
20 X 10 3 


165 ftA 


Porém 


I c = PI B = 50 X 165 pA = 8,25 niA 

Para o laço de saída, a LKT fornece o seguinte 

— v 0 — 100/ c + 6 = 0 


ou 


v 0 = 6 - 100/c = 6 - 0,825 = 5,175 V 
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Note que v a = V CE nesse caso. 

Para o circuito transistorizado da Figura 3.42, seja fi = 100 e V BE = 0,7 V. Determine PROBLEMA PRÁTICO 3.12 • 

v„ e V CE . 



Figura 3.42 Esquema para o Problema prático 3.12. 


Resposta: 2,876 V, 1,984 V. 


Para o circuito BJT da Figura 3.43, /3 = 150 e V BE = 0,7 V. Determine v 0 . 

Solução: 

1. Definição. O circuito está claramente definido e o problema enunciado igual¬ 
mente. Parece não haver nenhuma questão adicional a ser feita. 

2. Apresentação. Devemos detenninar a tensão de saída do circuito mostrado na Fi¬ 
gura 3.43. O circuito contém um transistor ideal com f}= 150 e V BE = 0,7 V. 

3. Alternativa. Podemos usar a análise de malhas para determinar v a . Podemos 
substituir o transistor por seu circuito equivalente e usar análise nodal. Podemos 
tentar ambas as abordagens e usá-las para verificação do resultado obtido em 
cada uma delas. Como terceira verificação, podemos usar o circuito equivalente 
e resolvê-lo usando o PSpice. 

4. Tentativa. 

■ MÉTODO 1 Usando a Figura 3.44a, iniciamos com o primeiro laço. 

-2 + lOOk/j + 200k(/ 1 - I 2 ) = 0 ou 3/, - 2/, = 2 X 1(T 5 (3.13.1) 

Para o laço 2, 

200k (I 2 - fi) + V BE = 0 ou -2/j + 2 1 2 = -0,7 X 1(T 5 (3.13.2) 

Como temos duas equações e duas incógnitas, podemos determinar I x e I 2 . Somando a 
Equação (3.13.1) à Equação (3.13.2), obtemos: 

/, = 1,3 X 1(T 5 A e 1 2 = (-0,7 + 2,6)10 5 /2 = 9,5 /jlA 
Uma vez que/ 3 =-150 I 2 = -1,425 mA, podemos agora achar v a usando o laço 3: 

-v 0 + *k/ 3 + 16 = 0 ou v„ = -1,425 + 16 = 14,575 V 

■ MÉTODO 2 A substituição do transistor por seu circuito equivalente produz o cir¬ 
cuito mostrado na Figura 3.446. Agora, podemos usar análise nodal para encontrar v a . 
No nó número 1: V x = 0,7 V. 

(0,7 - 2)/100k + 0,7/200k + l B = 0 ou 1 B — 9,5 p.A 

No nó número 2, temos: 

150/ B + ( v„ - 16)/lk = 0 ou 

v a = 16 - 150 X 10 * 1 2 3 4 X 9,5 X 10“ 6 = 14,575 V 


EXEMPLO 3.13 • 


1 kí2 



Figura 3.43 Esquema para o 
Exemplo 3.13. 
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5. Avaliação. As respostas conferem, entretanto, para verificar mais uma vez, pode¬ 
mos usar o PSpice (Método 3), que nos fornece a solução apresentada na Figura 
3.44c. 

6. Satisfatório? Certamente obtivemos a resposta desejada com alto grau de con¬ 
fiabilidade. Agora, podemos apresentar nosso trabalho como uma solução ao 
problema. 


1 k£2 





• PROBLEMA PRÁTICO 3.13 


(c) 

Figura 3.44 Solução do problema no Exemplo 3.13: (a) Método 1; ( b ) Método 2; 
(c) Método 3. 

O circuito transistorizado da Figura 3.45 tem fi = 80 e V BE =0,7 V. Determine v 0 e/ 0 . 

10 kQ 



Resposta: 12 V, 600 //A. 
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3.10 Resumo 

1. A análise nodal é a aplicação da lei de Kirchhoff para corrente aos nós de 
referência. (Ela é aplicável tanto a circuitos planares como a não planares.) 
Expressamos o resultado em termos das tensões nodais. Resolver as equa¬ 
ções simultâneas nos leva às tensões nodais. 

2. Um superno é formado por dois nós que não são de referência conectados 
por uma fonte de tensão (dependente ou independente). 

3. A análise de malhas é a aplicação da lei de Kirchhoff para tensão às malhas 
em um circuito planar. Expressamos o resultado em termos de correntes de 
malha. Resolver as equações simultâneas nos leva a essas correntes. 

4. Uma supermalha é formada por duas malhas que possuem uma fonte de 
corrente (dependente ou independente) comum. 

5. Em geral, a análise nodal é usada quando um circuito tem um número de 
equações nodais menor que de equações de malhas. Normalmente, a aná¬ 
lise de malhas é utilizada quando um circuito tem um número de equações 
de malhas menor que de equações nodais. 

6. A análise de circuitos pode ser realizada usando o PSpice. 

7. Os circuitos CC transistorizados podem ser analisados empregando as téc¬ 
nicas vistas neste capítulo. 


Questões para revisão 


3.1 No nó 1 no circuito da Figura 3.46, aplicando a LKC, 
obtemos: 


(a) 2 + 

(b) 2 + 

(c) 2 + 

(d) 2 + 


12 - iq 
3 

iq - 12 
3 

12 - Vj 

3 

Vi - 12 


Vi Vi — v 2 

~6~ + 4 

V_\_ V2 - Vl 
6 4 

o - Vl Vl - V2 
6 4 

0 - vi v 2 ~ Vi 

~6 + 4 



Figura 3.46 Esquema para as Questões para revisão 3.1 e 3.2. 



+ 


12 - v 2 
8 


V2 

6 



v 2 - 12 v 2 
8 " 6 


3.3 Para o circuito da Figura 3.47, v x e v 2 se relacionam 
segundo: 

(a) Vi = 6í + 8 + v 2 (b) Vi = 6i — 8 + v 2 

(c) Vi = —6i + 8 + v 2 (d) vi = -6 i — 8 + v 2 



Figura 3.47 Esquema para as Questões para revisão 3.3 e 3.4. 

3.4 No circuito da Figura 3.47, a tensão v 2 é: 

(a) —8 V (b) —1,6 V 

(c) 1,6 V (d) 8 V 


3.2 No circuito da Figura 3.46, aplicando a LKC ao nó 2, temos: 3>5 A corrente i no circuito da Figura 3.48 é: 


(a) 



V2 _ Vl 
8 “ 6 


(b) 


Vl ~ V2 
4 



V2 

6 


(a) -2,667 A 

(b) -0,667 A 

(c) 0,667 A 

(d) 2,667 A 
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Figura 3.48 Esquema para as Questões para revisão 3.5 e 3.6. 


3.6 A equação dos laços para o circuito da Figura 3.48 é: 

(a) —10 + 4i + 6 + 2 í = 0 

(b) 10 + 4i + 6 + 2 i = 0 

(c) 10 + 4/ - 6 + 2i = 0 

(d) -10 + 4/ - 6 + 2i = 0 


3.7 No circuito da Figura 3.49, a corrente q é: 

(a) 4 A (b) 3 A 

(c) 2 A (d) 1 A 



Figura 3.49 Esquema para as Questões para revisão 3.7 e 3.8. 


3.8 A tensão u na fonte de corrente no circuito da Figura 3.49 é: 

(a) 20 V 

(b) 15V 

(c) 10V 

(d) 5 V 

3.9 O nome de identificação no PSpice para uma fonte de ten¬ 
são controlada por corrente é: 

(a) EX 

(b) FX 

(c) HX 

(d) GX 

3.10 Qual das afirmações a seguir não são verdadeiras para o 
pseudocomponente IPROBE: 

(a) Tem de estar associado em série. 

(b) Ele mostra a corrente de ramo. 

(c) Ele mostra a corrente que passa pelo ramo ao qual está 
conectado. 

(d) Pode ser usado para mostrar a tensão conectando em 
paralelo. 

(e) E usado apenas para análise CC. 

(f) Não corresponde a um determinado elemento de 
circuito. 

Respostas:3.1a, 3.2c, 3.3a, 3.4c, 3.5c, 3.6a, 3.7d, 3.8b, 3.9c, 
3.10b, d. 


Problemas 


• Seções 3.2 e 3.3 Análise nodal 

3.1 Usando a Figura 3.50, elabore um problema para ajudar 
erjd outros estudantes a entender melhor a análise nodal. 


R i 

-VMr 


Ri 

-AWV- 


12 V 


© 




9 V 


Figura 3.50 Esquema para os Problemas 3.1 e 3.39. 

3.2 Para o circuito da Figura 3.51, obtenha iq e v 2 . 


10 £2 



3.3 Determine as correntes I I a / 4 e a tensão v a no circuito da 
Figura 3.52. 


8 A ( 



t 7 ' 

) /2 

\ h 


10 Q. < 

1 20 Q < 

1 30 Q < 

1 20 a(- 

) 60 Q. < 


Figura 3.52 Esquema para o Problema 3.3. 

3.4 Dado o circuito da Figura 3.53, calcule as correntes q a i 4 . 

3 A 


6 A ( 



I : 

— 

I ; 

I ; 


r 

r 2 


r 4 

D i 

> 20 Q í 

10 Q 40 Q 

1 40 Q < 

í G 


) 2 A 


Figura 3.51 Esquema para o Problema 3.2. 


Figura 3.53 Esquema para o Problema 3.4. 
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3.5 Obtenha v a no circuito da Figura 3.54. 


3.10 Determine I a no circuito da Figura 3.59. 



Figura 3.54 Esquema para o Problema 3.5. 


3.6 Use a análise nodal para calcular V x no circuito da Figura 
3.55. 


10 Q. 



Figura 3.55 Esquema para o Problema 3.6. 


1 £2 



Figura 3.59 Esquema para o Problema 3.10. 


3.11 Determine V 0 e a potência dissipada em todos os resistores 
no circuito da Figura 3.60. 


12 Q, 

—wvv 


6D 

AAA/V— 


3.7 Aplique a análise nodal para determinar V x no circuito da 
Figura 3.56. 



0-2V, 


Figura 3.56 Esquema para o Problema 3.7. 


60 V 



24 V 


Figura 3.60 Esquema para o Problema 3.11. 


3.12 Usando análise nodal, determine V 0 no circuito da Figura 
3.61. 


3.8 Usando análise nodal, determine v„ no circuito da Figura 
3.57. 


Vo 



5v 0 


Figura 3.57 Esquema para os Problemas 3.8 e 3.37. 


3.9 Determine I b no circuito da Figura 3.58, usando análise 
nodal. 


24 V 




150 Q. 


Figura 3.58 Esquema para o Problema 3.9. 


20 Q. 10 Q 



Figura 3.61 Esquema para o Problema 3.12. 


3.13 Usando análise nodal, determine v x e v 2 no circuito da 
Figura 3.62. 



Figura 3.62 Esquema para o Problema 3.13. 
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3.14 Usando análise nodal, determine v D no circuito da Figura 
3.63. 


3.18 Determine as tensões nodais no circuito da Figura 3.67 
usando análise nodal. 


12.5 A 



30 V 



Figura 3.67 Esquema para o Problema 3.18. 


3.15 Aplique análise nodal para determinar i D e a potência dis¬ 
sipada em cada resistor no circuito da Figura 3.64. 

2 A 



3.19 Use a análise nodal para determinar v x , v-, e v 3 no circuito 
Ü da Figura 3.68. 

ML 



3.16 Determine as tensões v x a v 3 no circuito da Figura 3.65 
usando análise nodal. 


2 S 



Figura 3.65 Esquema para o Problema 3.16. 


3.17 Usando análise nodal, determine a corrente i a no circuito 
da Figura 3.66. 



Figura 3.68 Esquema para o Problema 3.19. 

3.20 Para o circuito da Figura 3.69, determine v x e v 2 usando 
análise nodal. 


12 V 



Figura 3.69 Esquema para o Problema 3.20. 


3.21 Para o circuito da Figura 3.70, determine v x e v 2 usando 
análise nodal. 


4 k£2 



Figura 3.66 Esquema para o Problema 3.17. 


Figura 3.70 Esquema para o Problema 3.21. 
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3.22 Determine v x e v 2 para o circuito da Figura 3.71. 


8 £2 



Figura 3.71 Esquema para o Problema 3.22. 


3.23 Use a análise nodal para determinar V a no circuito mostra¬ 
do na Figura 3.72. 


3.26 Calcule as tensões nodais v u v 7 e u } no circuito da Figura 
±1 3.75. 



Figura 3.75 Esquema para o Problema 3.26. 



Figura 3.72 Esquema para o Problema 3.23. 


3.24 Use a análise nodal e o MATLAB para determinar V a no 
ti circuito da Figura 3.73. 



3.25 Use análise nodal juntamente com o MATLAB para deter- 
ti minar as tensões nos nós da Figura 3.74. 

ML 



* 


3.27 Use a análise nodal para determinar as tensões iq, v 2 e v 
ti no circuito da Figura 3.76. 


ML 


3 


4 S 



Figura 3.76 Esquema para o Problema 3.27. 


* 3.28 Use o MATLAB para determinar as tensões nos nós a, b, c 
ti e d no circuito da Figura 3.77. 

ML 


c 



Figura 3.74 Esquema para o Problema 3.25. 


Figura 3.77 Esquema para o Problema 3.28. 


* O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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3.29 Use o MATLAB para determinar as tensões nodais no cir- 
cuito da Figura 3.78. 



Figura 3.78 Esquema para o Problema 3.29. 


3.30 Usando a análise nodal, determine v a e i a no circuito da 
Figura 3.79. 



Figura 3.79 Esquema para o Problema 3.30. 


• Seções 3.4 e 3.5 Análise de malhas 

3.33 Qual dos circuitos da Figura 3.82 é planar? Para o circuito 
planar, redesenhe os circuitos para que não existam ramos 
cruzando entre si. 


1 Q 



3 D 



Figura 3.82 Esquema para o Problema 3.33. 


3.31 Determine as tensões nodais para o circuito da Figura 3.80. 


Ü 1 Q 



Figura 3.80 Esquema para o Problema 3.31. 


3.32 Obtenha as tensões nodais e l) 2 no circuito da Figura 
3.81. 


5kQ 



Vi 


10 kQ 


3.34 Determine qual dos circuitos da Figura 3.83 é planar e 
redesenhe-o de modo a que não apresente ramos cruzados. 


2Q 



8Q 



Figura 3.81 Esquema para o Problema 3.32. 


Figura 3.83 Esquema para o Problema 3.34. 
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3.35 Refaça o Problema 3.5, usando análise de malhas. 

3.36 Use a análise de malhas para determinar i l , i-, e i 3 no cir¬ 
cuito da Figura 3.84. 



Figura 3.84 Esquema para o Problema 3.36. 


3.41 Aplique análise de malhas para detenninar i no circuito da 
ti Figura 3.87. 

ML 

10 Q. 



Figura 3.87 Esquema para o Problema 3.41. 


3.37 Resolva o Problema 3.8, usando análise de malhas. 

3.38 Aplique análise de malhas ao circuito da Figura 3.85 e 
ti obtenha 

ML 


4£2 3 Q 



Figura 3.85 Esquema para o Problema 3.38. 


3.39 Usando a Figura 3.50, do Problema 3.1, elabore um pro- 
e©d blema para ajudar outros estudantes a entenderem melhor 

a análise de malhas. 

3.40 Para o circuito em ponte da Figura 3.86, detennine i a 
ti usando análise de malhas. 

ML 

\ 2 k£2 

-Wv\— 

6 k£2 

56V© 

4kQ 



3.42 Usando a Figura 3.88, elabore um problema para ajudar 
eQd estudantes a entenderem melhor a análise de malhas usan¬ 
do matrizes. 


20 Q 30 Q 10 £2 



Figura 3.88 Esquema para o Problema 3.42. 


3.43 Use a análise de malhas para determinar v ab e i a no circui- 
ti to da Figura 3.89. 

ML 

20 Q. 



3.44 Use análise de malhas para determinar i a no circuito da 
Figura 3.90. 


90 V 



Figura 3.86 Esquema para o Problema 3.40. 


Figura 3.90 Esquema para o Problema 3.44. 
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3.45 Determine a corrente i no circuito da Figura 3.91. 



4 Q. 8Q 



Figura 3.91 Esquema para o Problema 3.45. 


3.46 Calcule as correntes de malha i, e i 2 na Figura 3.92. 



Figura 3.92 Esquema para o Problema 3.46. 


3.50 Use a análise de malhas para determinar a corrente i 0 no 
circuito da Figura 3.95. 



Figura 3.95 Esquema para o Problema 3.50. 

3.51 Aplique análise de malhas para determinar v 0 no circuito 
da Figura 3.96. 


5 A 



3.47 Refaça o Problema 3.19, usando análise nodal. 

ti 

ML 

3.48 Determine a corrente que passa pelo resistor de 10 kíl no 
ti circuito da Figura 3.93, usando análise de malhas. 



Figura 3.93 Esquema para o Problema 3.48. 


3.49 Determine v 0 e i 0 no circuito da Figura 3.94. 

3 Q 



Figura 3.96 Esquema para o Problema 3.51. 

3.52 Use a análise de malhas para determinar i x , i 2 e i 3 no cir- 
ti cuito da Figura 3.97. 



Figura 3.97 Esquema para o Problema 3.52. 

3.53 Determine as correntes de malha no circuito da Figura 
ti 3.98, usando o MATLAB. 



Figura 3.94 Esquema para o Problema 3.49. 


Figura 3.98 Esquema para o Problema 3.53. 
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3.54 Determine as correntes de malha q, i 2 e q no circuito da 
Ü Figura 3.99. 

ML 


1 kí2 


1 kQ 


1 k£2 



12 V 


Figura 3.99 Esquema para o Problema 3.54. 


* 3.55 No circuito da Figura 3.100 determine I U I 2 e / 3 . 

±1 



Figura 3.100 Esquema para o Problema 3.55. 


3.56 Determine tq e v 2 no circuito da Figura 3.101. 


2fi 



Figura 3.101 Esquema para o Problema 3.56. 


3.58 Determine q, i 2 e q no circuito da Figura 3.103. 

30 Q 



3.59 Refaça o Problema 3.30, usando a análise de malhas. 

ti 

ML 

3.60 Calcule a potência dissipada em cada resistor no circuito 
da Figura 3.104. 


0,54, 



3.61 Calcule o ganho de corrente iji s no circuito da Figura 
3.105. 


20 Q. 10 ü. 



3.57 No circuito da Figura 3.102, detennine os valores de R, V l 
e V 2 dado que i a =15 mA. 



Figura 3.102 Esquema para o Problema 3.57. 


Figura 3.105 Esquema para o Problema 3.61. 


3.62 Determine as correntes de malha q, i 2 e q na rede da Figu- 
ti ra 3.106. 

ML 


4 kD 8 kD 2 kQ 



Figura 3.106 Esquema para o Problema 3.62. 
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3.63 Determine v x e i x no circuito mostrado na Figura 3.107. 


10 ü. 



Figura 3.107 Esquema para o Problema 3.63. 

3.64 Determine v 0 e i D no circuito da Figura 3.108. 

50 Q 10 Q 



Figura 3.108 Esquema para o Problema 3.64. 


• Seção 3.6 Análises nodal e de malha por 
inspeção 

3.67 Obtenha, por inspeção, as equações de tensão nos nós para 
Ü o circuito da Figura 3.111. Em seguida, determine V. 

ML 


5 A 



Figura 3.111 Esquema para o Problema 3.67. 

3.68 Usando a Figura 3.112, elabore um problema que cal- 
e d cuia V„ para ajudar outros estudantes a entenderem 
melhor a análise nodal. Procure usar valores que faci¬ 
lite os cálculos. 


3.65 Use o MATLAB para descobrir as correntes de malha no 
circuito da Figura 3.109. 

ML 



3.66 Escreva um conjunto de equações de malha para o circuito 
da Figura 3.110. Use o MATLAB para determinar as cor- 
ML rentes de malha. 


10 Q. 10 Q. 






3.69 Para o circuito da Figura 3.113, escreva, usando o método 
da inspeção, as equações de tensão nodal. 


1 kQ 



Figura 3.110 Esquema para o Problema 3.66. 


Figura 3.113 Esquema para o Problema 3.69. 
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3.70 Escreva as equações de tensão nos nós usando o método de 
inspeção e, em seguida, determine os valores de V l e V 2 no 
circuito da Figura 3.114. 

4í '.v 



Figura 3.114 Esquema para o Problema 3.70. 

3.71 Escreva as equações de corrente de malha para o circuito da 
•jj Figura 3.115. Em seguida, determine os valores de q, i 2 e i 3 . 



Figura 3.115 Esquema para o Problema 3.71. 

3.72 Obtenha, por inspeção, as equações de corrente de malha 
para o circuito da Figura 3.116. 

4Q 



3.73 Escreva, por inspeção, as equações de corrente de malha 
para o circuito da Figura 3.117. 

2Q 5 Ü. 



3.74 Por inspeção, obtenha as equações de corrente de malha 
para o circuito da Figura 3.118. 

R l R 2 Rj 



• Seção 3.8 Análise de circuitos usando o 
PSpice ou MultiSim 

3.75 Use o PSpice ou MultiSim para resolver o Problema 3.58. 

3.76 Use o PSpice ou MultiSim para resolver o Problema 3.27. 

3.77 Determine V x e V 2 no circuito da Figura 3.119, usando o 
PSpice ou MultiSim. 



Figura 3.119 Esquema para o Problema 3.77. 


3.78 Resolva o Problema 3.20, usando o PSpice ou MultiSim. 

3.79 Refaça o Problema 3.28, usando o PSpice ou MultiSim. 


3.80 Determine as tensões nodais iq a u 4 no circuito da Figura 
±1 3.120, usando o PSpice ou MultiSim. 



Figura 3.117 Esquema para o Problema 3.73. 


Figura 3.120 Esquema para o Problema 3.80. 
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3.81 Use o PSpice ou MultiSim para resolver o problema do 
Exemplo 3.4. 

3.82 Se a Schematic Netlist (lista de ligações de um esquema) 


for a apresentada; 

a seguir, desenhe a rede. 

R. 

_R1 

1 

2 

2 K 


R. 

_R2 

2 

0 

4 K 


R. 

R3 

3 

0 

8 K 


R. 

_R4 

3 

4 

6 K 


R. 

_R5 

1 

3 

3 K 


V. 

_VS 

4 

0 

DC 

100 

I_ 

IS 

0 

1 

DC 

4 

F_ 

_F 1 

1 

3 

Ll_ 

1 

U- 

> 

2 

VF_F1 

5 

0 

ov 


E. 

_E 1 

3 

2 

1 

3 3 


3.83 O programa a seguir é o Schematic Netlist de determinado 
circuito. Desenhe o circuito e determine a tensão no nó 2. 


R. 

_R1 

1 

2 

20 

R. 

_R2 

2 

0 

50 

R. 

_R3 

2 

3 

70 

R. 

R4 

3 

0 

30 

V. 

_VS 

1 

0 

20V 

I_ 

IS 

2 

0 

DC 


3.87 Para o circuito da Figura 3.123, determine o ganho vjv s . 


2kQ 


200 Q 



Figura 3.123 Esquema para o Problema 3.87. 


* 3.88 Determine o ganho vjv s do circuito amplificador transis¬ 
torizado na Figura 3.124. 


200 D 2 kQ \ 



• Seção 3.9 Aplicações 

3.84 Calcule v 0 e I a no circuito da Figura 3.121. 


[" 4 kQ 



Figura 3.121 Esquema para o Problema 3.84. 


3.89 Para o circuito com transistores mostrados na Figura 
3.125, determine I B e V CE . Seja /3 = 100 V BE = 0,7 V. 



3.85 Um amplificador de áudio com resistência de 9 Í2 fornece 
edd potência para um alto-falante. Qual deve ser a resistência 

do alto-falante para se obter a potência máxima? 

3.86 Para o circuito transistorizado da Figura 3.122, calcule a 
tensão v 0 . 


1 kQ 



3.90 Calcule v s para o transistor na Figura 3.126 dados v a = 4 V, 
P = 150 e V BE = 0,7 V. 

1 kQ 



Figura 3.122 Esquema para o Problema 3.86. 


Figura 3.126 Esquema para o Problema 3.90. 
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3.91 Para o circuito transistorizado da Figura 3.127, determine 
I B , V CE e v 0 . Suponha /3 = 200 e V BE = 0,7 V. 

5kQ 



Figura 3.127 Esquemaparao Problema 3.91. 


3.92 Considere a Figura 3.128 e elabore um problema para aju- 
e@d dar outros estudantes a entenderem melhor os transistores. 
Certifique-se de que tenha usado números que possibili¬ 
tem resultados lógicos. 

R 2 



Problemas abrangentes 


3.93 Refaça o Exemplo 3.11 calculando-o manualmente. 
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O seu sucesso como engenheiro será diretamente proporcional 
à sua habilidade em se comunicar! 

Charles K. Alexander 


Progresso profissional 

Aperfeiçoando suas habilidades em comunicação 


Fazer um curso de análise de circuitos elétricos é 
uma das etapas para sua carreira em engenharia 
elétrica. Aperfeiçoar suas habilidades em comu¬ 
nicação enquanto você ainda está na faculdade 
também é importante, já que passará muito tempo 
comunicando-se. 

Profissionais da área se queixam com frequên¬ 
cia do despreparo dos engenheiros recém-forma¬ 
dos tanto na comunicação escrita como na oral. 
Pode ser que você fale ou escreva rápido e com 
desenvoltura, porém, com que eficiência você se 
comunica? A arte da comunicação eficaz é de suma 
importância para seu sucesso como engenheiro, 
tornando-o um valioso patrimônio. 

Para engenheiros da área, comunicação é funda¬ 
mental para seu crescimento profissional. Considere 
o resultado de uma pesquisa de grandes empresas 
norte-americanas que perguntava quais fatores in¬ 
fluenciavam na promoção gerencial, a qual incluía 
uma lista de 22 qualidades pessoais e sua impor¬ 
tância no progresso profissional. Talvez você pos¬ 
sa ficar surpreso ao saber que “capacidade técnica 


com base na experiência” tenha ocupado uma das 
quatro últimas posições dessa lista. Atributos como 
autoconfiança, ambição, flexibilidade, maturidade, 
capacidade de tomar decisões sensatas, realizar as 
coisas com e por meio das pessoas e capacidade de 
trabalhar arduamente ocuparam uma posição mais 
elevada nessa lista. No topo dela estava “habilidade 
em se comunicar”. Quanto mais sua carreira avança, 
mais você precisará se comunicar. Portanto, você 
deve considerar a comunicação eficaz como uma 
importante ferramenta em sua caixa de ferramentas 
de engenheiro. 

Aprender como se comunicar de maneira efi¬ 
caz é uma tarefa para a vida toda, na qual você 
sempre deve estar atento, e a melhor época para 
começar é enquanto ainda está na faculdade. Pro¬ 
cure continuamente oportunidades para desenvol¬ 
ver e reforçar suas habilidades em leitura, escrita, 
compreensão e orais. Isso pode ser feito por meio 
de apresentações em classe, projetos em equipe, 
participação ativa nas organizações estudantis e em 
cursos de comunicação. Você correrá menos risco 
mais tarde, quando estiver no ambiente de trabalho. 
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4.1 


Introdução 


Uma grande vantagem de analisar circuitos por intermédio das leis de 
Kirchhoff, como fizemos no Capítulo 3, é o fato de podermos analisá-los sem 
ter de mexer em sua configuração original. Uma desvantagem importante des¬ 
sa abordagem é que, para um circuito grande e complexo, há muitos cálculos 
enfadonhos envolvidos. 


O crescimento nas áreas de aplicação de circuitos elétricos levou a uma 
evolução dos circuitos simples para os complexos. Para lidar com essa com¬ 
plexidade, os engenheiros desenvolveram, ao longo dos anos, alguns teoremas 
para simplificar a análise de circuitos, como os teoremas de Thévenin e de 
Norton. E já que estes são aplicáveis apenas a circuitos lineares, discutiremos 
primeiro o conceito de linearidade em circuitos. Além dos teoremas de circui¬ 
tos, abordaremos, neste capítulo, os conceitos de superposição, transformação 
de fontes e máxima transferência de potência. Os conceitos aqui desenvolvidos 
se aplicam, na última seção, à modelagem de fontes e medidas de resistência. 


4.2 Propriedade da linearidade 

Linearidade é a propriedade de um elemento descrever uma relação linear en¬ 
tre causa e efeito. Embora a propriedade se aplique a vários elementos de cir¬ 
cuitos, limitaremos sua aplicabilidade aos resistores. Essa propriedade é uma 
combinação da propriedade de homogeneidade (aplicação de um fator de esca¬ 
la) e da propriedade da aditividade. 

A propriedade da homogeneidade requer que, se a entrada (também cha¬ 
mada excitação) for multiplicada por uma constante, então a saída (também 
denominada resposta ) deverá ser multiplicada por essa mesma constante. Por 
exemplo, para um resistor, a lei de Ohm relaciona a entrada i com a saída v. 


v = iR (4.1) 

Se a corrente for aumentada por uma constante k, então a tensão aumenta cor¬ 
respondentemente de k, isto é, 


kiR = kv 


(4.2) 


A propriedade de aditividade requer que a resposta para a soma de entra¬ 
das seja a soma das respostas a cada entrada aplicada separadamente. Usando 
a relação tensão-corrente de um resistor, se 

e 

Vx = iiR 

(4.3a) 


v 2 = i 2 R 

(4.3b) 

então aplicar (i 

+ i 2 ) resulta em 



v = Oj + i 2 )R = i\R + UR — + v 2 

(4.4) 


Um resistor é um elemento linear, pois a relação tensão-corrente satisfaz tanto 
a propriedade de homogeneidade quanto de aditividade. 
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Por exemplo, quando a corrente /j 
flui pelo resistor R, a potência é 
p, = Ri], e quando a corrente i 2 
passa pelo resistor R, a potência é 
p 2 = Ri Se a corrente /,+/ 2 passa 
por R, a potência absorvida é p 3 = 
/?(/•] -F i 2 )^ = Ri] -F Ri 2 ~F 2/?/ 1 / 2 A 
p, + p 2 . Portanto, a relação de 
potência é não linear. 



Circuito linear 



Figura 4.1 Circuito linear com 
entrada u s e saída /. 

• EXEMPLO 4.1 


2£2 8£2 



Figura 4.2 Esquema para o 
Exemplo 4.1. 


• PROBLEMA PRÁTICO 4.1 


Geralmente, um circuito é linear se ele for tanto aditivo como homogêneo, 
pois consiste apenas em elementos lineares, fontes lineares dependentes e 
independentes. 


Um circuito linear é um circuito cuja saída está linearmente relacionada (ou 
é diretamente proporcional) à sua entrada. 


Ao longo deste livro, consideraremos apenas circuitos lineares. Note que já 
que p = i 2 R = viR (tornando-a uma função quadrática em vez de uma função 
linear), a relação entre potência e tensão (ou corrente) é não linear. Portanto, os 
teoremas vistos neste capítulo não são aplicáveis à potência. 

Para ilustrar o princípio da linearidade, consideremos o circuito linear 
mostrado na Figura 4.1, no qual não possui nenhuma fonte independente den¬ 
tro dele. Porém, ele é excitado por uma fonte de tensão v s , que serve como 
entrada, e é terminado com uma carga R. Poderíamos adotar a corrente i que 
passa por R como saída. Suponha que v s = 10 V resulte cm i = 2 A. De acordo 
com o princípio da linearidade, v s = 1 V resultará em i = 0,2 A. Do mesmo 
modo, i = 1 mA tem que ser o resultado de v s = 5 mV. 


(4.1.1) 

(4.1.2) 

(4.1.3) 

A soma das Equações (4.1.1) e (4.1.3) resulta em 

2i| + 12/ 2 = 0 =r- ij = —6i 2 

Substituindo isso na Equação (4.1.1), obtemos 

76*2 + v s = 0 =>■ i 2 = ' 

lo 

Quando v s = 12 V, 

12 

’° ~ 12 ~ 16 k 

Quando v s = 24 V, 

24 

— i 2 — A 
76 

demonstrando que, quando o valor da fonte dobra, I a dobra. 

Para o circuito da Figura 4.3, detennine v a quando i s 30 A e /j 45 A. 


12 Q 



Figura 4.3 Esquema para o Problema prático 4.1. 


Para o circuito da Figura 4.2, detennine I a quando v s = 12 V e v s = 24 V. 
Solução: Aplicando a LKT aos dois laços, obtemos 

12/! — 4 / 2 + v s = 0 
—4/! + I 6/2 — 3v x — v s = 0 
Porém v x = 2zj, logo, a Equação (4.1.2) fica 

— lO/i + I 6/2 — v s = 0 


Resposta: 40 V, 60 V. 
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Supondo 4=1 Ae usando a propriedade de linearidade, encontre o valor real de I a no 
circuito da Figura 4.4. 



Figura 4.4 Esquema para o Exemplo 4.2. 

Solução: Se I 0 = 1 A, então V l = (3 + 5)1 „ = 8 V e /, = Fj/4 = 2 A. Aplicando a LKC 
ao nó 1, temos 


/ 2 = /,+/„ = 3 A 

V 2 = Vi + 2I 2 = 8 + 6 = 14 V, I 3 


V 2 

— = 2 A 
7 


Aplicando a LKC ao nó 2, obtemos 

/ 4 = / 3 +/ 2 = 5A 

Consequentemente, I s = 5 A. Isso mostra que supondo I a = 1 resulta em I s = 5 A, o valor 
real da corrente da fonte de 15 A resultará em I 0 = 3 A como valor real. 


Suponha f 0 =lVe use a propriedade da linearidade para calcular o valor real de V„ no 
circuito da Figura 4.5. 

Resposta: 16V. 


EXEMPLO 4.2 • 


12 £2 



Figura 4.5 Esquema para o 
Problema prático 4.2. 


PROBLEMA PRÁTICO 4.2 • 


Superposição 

Se um circuito tiver duas ou mais fontes independentes, uma maneira de deter¬ 
minar o valor de uma variável específica (tensão ou corrente) é usar a análise 
nodal ou a de malhas apresentadas no Capítulo 3. Outra forma seria determinar 
a contribuição de cada fonte independente à variável e então somá-las. Essa 
última forma é conhecida como superposição. 

O conceito da superposição se baseia na propriedade da linearidade. 


4.3 


O princípio da superposição afirma que a tensão (ou a corrente) em um 
elemento em um circuito linear é a soma algébrica da soma das tensões 
(ou das correntes) naquele elemento em virtude da atuação isolada de cada 
uma das fontes independentes. 


O princípio da superposição ajuda a analisar um circuito linear como mais 
de uma fonte independente calculando, separadamente, a contribuição de 
cada fonte. Entretanto, para aplicar esse princípio, precisamos saber duas 
coisas: 

1. Consideramos uma fonte independente por vez enquanto todas as demais 
fontes independentes estão desligadas. Isso implica substituir cada fonte 
de tensão por 0 V (ou um curto-circuito) e cada fonte de corrente por 0 A 


A superposição não se limita 
apenas à análise de circuitos e 
se aplica a vários campos em 
que causa e efeito guardam uma 
relação linear entre si. 
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Geralmente são usados outros 
termos como suprimidas, 
desativadas, mortas, ou ajustadas 
para o valor zero para transmitir a 
mesma ideia. 



(ou um circuito aberto). Dessa maneira, obtemos um circuito mais sim¬ 
ples e mais fácil de manipular. 

2. As fontes dependentes são deixadas intactas, pois elas são controladas por 
variáveis de circuito. 

Com isso em mente, aplicamos o princípio da superposição em três etapas: 


Etapas para a aplicação do princípio da superposição: 

1. Desative todas as fontes independentes, exceto uma delas. Encontre a 
saída (tensão ou corrente) em razão dessa fonte ativa usando as técni¬ 
cas vistas nos Capítulos 2 e 3. 

2. Repita a etapa 1 para cada uma das demais fontes independentes. 

3. Encontre a contribuição total somando algebricamente todas as contri¬ 
buições em razão das fontes independentes. 

Analisar um circuito por meio da superposição tem uma grande des¬ 
vantagem: muito provavelmente envolverá maior trabalho. Se o circuito 
tiver três fontes independentes, talvez tenhamos de analisar três circuitos 
mais simples, cada um dos quais fornecendo sua contribuição em decor¬ 
rência da fonte individual respectiva. Porém, a superposição ajuda efeti¬ 
vamente a reduzir um circuito complexo a circuitos mais simples pela 
substituição de fontes de tensão por curtos-circuitos e fontes de corrente 
por circuitos abertos. 

Esteja certo de que a superposição se baseia na linearidade; por essa razão, 
ela não se aplica ao efeito sobre a potência devido a cada fonte, porque a po¬ 
tência absorvida por um resistor depende do quadrado da tensão ou corrente. 
Se for preciso o valor da potência, a corrente (ou a tensão) no elemento tem de 
ser calculada primeiro usando a superposição. 


• EXEMPLO 4.3 


8 O 



Figura 4.6 Esquema para o 
Exemplo 4.3. 


8 £2 



(«) 


Use o teorema da superposição para encontrar v no circuito da Figura 4.6. 
Solução: Já que existem duas fontes, façamos que 


V = V[ + v 2 


onde v l e v-, são as contribuições devidas, respectivamente, à fonte de tensão de 6 V e à 
fonte de corrente de 3 A. Para obter iq, fazemos que a fonte de corrente seja zero, confonne 
mostrado na Figura 4.7a. Aplicando a LKT ao laço da Figura 4.7a, temos 

12q — 6 = 0 => q = 0,5 A 


Portanto, 


iq = 4 i 1 = 2 V 


! Q. 


-WA—- 



h 

4Q < 

(v 2 Q 




(b) 


Também poderíamos usar a divisão de tensão para obter iq, escrevendo 


iq = 


4 

4 + 8 


( 6 ) = 2 V 


Para obtemos v 2 , fazemos que a fonte de tensão seja zero, como indicado na Figura 
4.76. Usando divisão de corrente 


Figura 4.7 Esquema para o 8 

Exemplo 4.3: (a) cálculo de iq; *3 = 4 + g(3) = 2 A 

( 6 ) cálculo de v 2 . 
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Logo, 


v 2 = 4í 3 = 8 V 


e encontramos 


v = Ví + v 2 = 2 + 8= 10 V 


Usando o teorema da superposição, determine v a , no circuito da Figura 4.8. 

Resposta: 7,4 V. 


30 50 



Figura 4.8 Esquema para o 
Problema prático 4.3. 


PROBLEMA PRÁTICO 4.3 • 


Detennine i 0 no circuito da Figura 4.9 usando superposição. 

Solução: O circuito da Figura 4.9 envolve uma fonte dependente, que deve ser man¬ 
tida intacta. Fazemos 


io = i'o + i"o (4.4.1) 

onde i' a e i" são devidas, respectivamente, à fonte de corrente de 4 A e à fonte de tensão 
de 20 V. Para obter i' 0 desativamos a fonte de tensão de 20 V de modo a ter o circuito da 
Figura 4.10a. Aplicamos a análise de malhas de modo a obter i' a . 

Para o laço 1, 


h = 4 A 


(4.4.2) 


Para o laço 2, 


EXEMPLO 4.4 • 


20 



Figura 4.9 Esquema para o 
Exemplo 4.4. 


— 3i 1 + 6 i 2 — l/ 3 — 5 i' 0 = 0 


(4.4.3) 


20 20 




Figura 4.10 Esquema para o Exemplo 4.4: Aplicação do princípio da superposição para: (a) obter i' a \ ( b ) obter 


Para o laço 3, 


Mas no nó 0, 


—5í 1 — \i 2 + 10i 3 + 5 i' 0 = 0 


h = k ~ i'o = 4 - i'„ 


(4.4.4) 


(4.4.5) 


Substituindo as Equações (4.4.2) e (4.4.5) nas Equações (4.4.3) e (4.4.4), temos duas 
equações simultâneas 


3i 2 — 2i' 0 = 8 


(4.4.6) 
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4 “F 5i' a — 20 


que podem ser resolvidas para se obter 


= — A 

17 


(4.4.7) 


(4.4.8) 


Para obtermos i", desativamos a fonte de corrente de 4 A de modo que o circuito fique 
como aquele mostrado na Figura 4.106. Para o laço 4, a lei das malhas dá 

6/ 4 - i 5 - 5i" a = 0 (4.4.9) 


e para o laço 5, 


20 Q 



25 V 


Figura 4.11 Esquema para o 
Problema prático 4.4. 

PROBLEMA PRÁTICO 4.4 


~U + IO/5 - 20 + 5 i " 0 = 0 (4.4.10) 

Mas i 5 =- i". Substituindo isso nas Equações (4.4.9) e (4.4.10) temos 

64 - 4 i" B = 0 (4.4.11) 

«4 + 51" = -20 (4.4.12) 

que resolvemos para obter 

i" 0 = —— A (4.4.13) 

17 

Agora, substituir as Equações (4.4.8) e (4.4.13) na Equação (4.4.1) resulta em 


4 =-= -0,4706 A 

17 


Use superposição para determinar v x no circuito da Figura 4.11. 
Resposta: v x = 31,25 V. 


• EXEMPLO 4.5 



Figura 4.12 Esquema para o 
Exemplo 4.5. 


Para o circuito da Figura 4.12, use o teorema da superposição para detenninar i. 
Solução: Nesse caso, temos três fontes. Façamos 

i = ii + i 2 + Í3 

onde *2 e / 3 são devidas, respectivamente, às fontes de 12 V, 24 V e de 3 A. Para ob¬ 
ter / 1 , considere o circuito da Figura 4.13o. Associando em série o resistor de 4 Í1 (do 
lado direito) com o resistor de 8 Í1 dá 12 íl. Os 12 Í1 em paralelo com 4 Í1 resulta em 
12 X 4/16 = 3 íl. Portanto, 


12 

'■'=I = 2A 


Para obtermos U, considere o circuito da Figura 4.136. Aplicando a análise de malhas, 
temos 


16í„ — 4 i h + 24 = 0 


4 4 ~ i b = -6 


74 4 Í a — 0 =r- 



Substituindo a Equação (4.5.2) na Equação (4.5.1) temos 


(4.5.1) 

(4.5.2) 


h = 4 = -1 






















#SAMBARILO> 

Capítulo 4 • Teoremas de circuitos 119 • 


Para obtermos i 3 , considere o circuito da Figura 4.1 3c. Aplicando a análise nodal, temos 


V 2 v 2 - Ul 
8 4 


24 = 3v 2 ~ 2vi (4.5.3) 


V2 - Vi = Vi th 

4 4 3 



(4.5.4) 


Substituindo a Equação (4.5.4) na Equação (4.5.3), resulta em v,■ — 3 e obtemos 


*3 — 


3 


1 A 


Portanto, 


i — / 1 + Í2 3 i 3 — 2 — 1 E 1 — 2 A 


8S2 



3 Q. 




8Q 



(b) 

Figura 4.13 Esquema para o Exemplo 4.5. 


(c) 


Determine / no circuito da Figura 4.14 usando o princípio da superposição. 


2Q 



6 V 


PROBLEMA PRÁTICO 4.5 


« 


Figura 4.14 Esquema para o Problema prático 4.5. 
Resposta: 375 mA. 
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4.4 


Transformação de fontes 


Já percebemos que a associação série-paralelo e a transformação estrela- 
-triângulo ajudam a simplificar os circuitos. A transformação de fontes é outra 
ferramenta que ajuda a simplificá-los. Fundamental para essas ferramentas é 
o conceito de equivalência. Lembramos que um circuito equivalente é um cir¬ 
cuito cujas curvas características v-i são idênticas à do circuito original. 

Na Seção 3.6, vimos que as equações nó-tensão (ou malha-corrente) po¬ 
dem ser obtidas por simples inspeção de um circuito quando as fontes são 
todas de corrente independentes (ou todas de tensão independentes). Portanto, 
é conveniente, em análise de circuitos, sermos capazes de substituir uma fonte 
de tensão em série com um resistor por uma fonte de corrente em paralelo com 
um resistor, ou vice-versa, conforme apresentado na Figura 4.15. Qualquer 
uma dessas substituições é conhecida como transformação de fontes. 



R 

AWr 




■o a 


R 


-O b 


Figura 4.15 Transformação de fontes independentes. 


Transformação de fontes é o processo de substituir uma fonte de tensão 
v s em série com um resistor R por uma fonte de corrente i s em paralelo com 
um resistor/?, ou vice-versa. 


Os dois circuitos da Figura 4.15 são equivalentes, desde que tenham a mes¬ 
ma relação tensão-corrente nos terminais a-b. É fácil demonstrar que eles 
são de fato equivalentes. Se as fontes forem desativadas, a resistência equi¬ 
valente nos terminais a-b em ambos os circuitos será R. Da mesma forma, 
quando os terminais a-b forem curto-circuitados, a corrente de curto-circuito 
(short-circuit) fluindo de a para b é i sc = vJR no circuito do lado esquerdo e 
i sc = i s para o circuito da direita. Assim, v s /R = i s para que os dois circuitos 
sejam equivalentes. Portanto, a transformação de fontes requer que 

v s = i s R ou i s = r ' (4.5) 

K 


A transformação de fontes também se aplica a fontes dependentes, desde 
que tratemos adequadamente a variável dependente. Como mostrado na Figura 
4.16, uma fonte de tensão dependente em série com um resistor pode ser trans¬ 
formada em uma fonte de corrente dependente em paralelo com o resistor, ou 
vice-versa, em que garantimos que a Equação (4.5) seja satisfeita. 


R 



Figura 4.16 Transformação de fontes dependentes. 


Assim como na transformação estrela-triângulo estudada no Capítulo 2, uma 
transformação de fontes não afeta a parte remanescente do circuito. Quando apli¬ 
cável, essa transformação é uma poderosa ferramenta que possibilita manipulações 
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de circuitos para facilitar a análise deles. Entretanto, devemos ter as seguintes 
questões em mente ao lidarmos com transformação de fontes. 

1. Observe, na Figura 4.15 (ou Figura 4.16), que as setas da fonte de corrente 
estão voltadas para o polo positivo da fonte de tensão. 

2. Note, na Equação 4.5, que a transformação de fontes não é possível quan¬ 
do R = 0, que é o caso de uma fonte de tensão ideal. Entretanto, para uma 
fonte de tensão não ideal, R =h 0. De forma similar, uma fonte de corrente 
ideal com R = °° não pode ser substituída por uma fonte de tensão. Falare¬ 
mos mais sobre fontes de tensão ideal e não ideal na Seção 4.10.1. 


Use transformação de fontes para determinar u 0 no circuito da Figura 4.17. 

Solução: Primeiro, transformamos as fontes de tensão e de corrente para obter o cir¬ 
cuito da Figura 4.18a. Associando em série os resistores de 4 Í1 e de 2 Í1 e transforman¬ 
do a fonte de tensão de 12 V, obtemos a Figura 4.186. Agora, associamos em paralelo 
os resistores de 3 Í1 e de 6 Í1 para obter 2 íl. Também, associamos as fontes de corrente 
de 2 A e de 4 A para obter uma fonte de 2 A. Portanto, aplicando transformações repe¬ 
tidamente, obtemos o circuito da Figura 4.18c. 


4 ü. 2 Q. 



(b ) (c) 


Figura 4.18 Esquema para o Exemplo 4.6. 

Usamos divisão de corrente na Figura 4.18c para obter 

2 

i = -(2) = 0,4 A 

2 + 8 


e 

v 0 = 8 i = 8(0,4) = 3,2 V 


De forma alternativa, já que os resistores de 8 íl e de 2 íl da Figura 4.18c estão em 
paralelo, eles possuem a mesma tensão v 0 . Portanto, 

v„ = (8 || 2)(2 A) = —-(2) = 3,2 V 


Detennine i 0 no circuito da Figura 4.19 usando transfomiação de fontes. 


6 £2 




u — | 

K 

-VWv- 1 

i 5A( 

D < 

7Í1 | 

3 A (■ 

D 4Í1 1 


Figura 4.19 Esquema para o Problema prático 4.6. 
Resposta: 1,78 A. 


EXEMPLO 4.6 • 


2 £2 3 £1 



Figura 4.17 Esquema para o 
Exemplo 4.6. 


PROBLEMA PRÁTICO 4.6 • 
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EXEMPLO 4.7 


4 £2 



18 V 


Determine v x na Figura 4.20 usando transformação de fontes. 

Solução: O circuito da Figura 4.20 envolve uma fonte de corrente dependente contro¬ 
lada por tensão. Transformamos a fonte de corrente dependentes bem como a fonte de 
tensão independente de 6 V, conforme pode ser visto na Figura 4.21a. A fonte de tensão 
de 18 V não é transformada, pois não está associada em série com nenhum resistor. Os 
dois resistores de 2 íl em paralelo são associados obtendo-se um resistor de 1 íl, que 
está em paralelo com a fonte de corrente de 3 A. A fonte de corrente é transformada em 
uma fonte de tensão, confonne mostrado na Figura 4.21 6. Observe que os terminais de 
v x estão intactos. Aplicando a LKT ao laço da Figura 4.216, obtemos 


Figura 4.20 Esquema para o 
Exemplo 4.7. 


—3 + 5i + i>, + 18 — 0 


(4.7.1) 



(+) 18 V 



18 V 


24 mA (A 


Figura 4.21 Esquema para o Exemplo 4.7: Aplicando a transformação de fontes ao circuito da Figura 4.20. 


Aplicando a lei das malhas ao laço contendo apenas a fonte de tensão de 3 V, o resistor 
de 1 íl e v x nos conduz a 

-3 + li + v x = 0 =4- v x = 3 - i (4.7.2) 

Substituindo esse resultado na Equação (4.7.1), obtemos 

15 + 5/ + 3 — í = 0 =r i = —4,5 A 

De modo alternativo, podemos aplicar a LKT ao laço contendo v x , o resistor de 
2 i 4 íl, a fonte de tensão dependente controlada por tensão e a fonte de tensão de 18 V da 

Figura 4.216. Obtemos 

— v x + Ai + v x + 18 = 0 => i = —4,5 A 

Consequentemente, v x = 3 - i = 7,5 V. 

Use transformação de fontes para determinar i x no circuito exposto na Figura 4.22. 
Resposta: 7,059 mA. 


5 íl 
-A/Wv 



Figura 4.22 Esquema para o 
Problema prático 4.7. 


• PROBLEMA PRÁTICO 4.7 


4.5 Teorema de Thévenin 

Na prática, muitas vezes pode acontecer de um determinado elemento em um 
circuito ser variável (normalmente, denominado carga), enquanto outros ele¬ 
mentos são fixos. Como exemplo característico, temos uma tomada de uma 
residência onde se pode conectar diferentes aparelhos, constituindo em uma 
carga variável. Cada vez que o elemento variável for alterado, todo o circuito 
tem de ser analisado por completo novamente. Para evitar esse problema, o 
teorema de Thévenin fornece uma técnica pela qual a parte fixa do circuito é 
substituída por um circuito equivalente. 
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De acordo com esse teorema, o circuito linear da Figura 4.23a pode ser 
substituído pelo circuito da Figura 4.236. (A carga na Figura 4.23 pode ser um 
simples resistor ou um circuito qualquer.) O circuito à esquerda dos terminais 
a-b na Figura 4.236 é conhecido como circuito equivalente de Thévenin; ele 
foi desenvolvido em 1883 por M. Leon Thévenin (1857-1926), engenheiro de 
telégrafo francês. 


O teorema de Thévenin afirma que um circuito linear de dois terminais 
pode ser substituído por um circuito equivalente formado por uma fonte 
de tensão V Th em série com um resistor ft Th , onde V Th é a tensão de circui¬ 
to aberto nos terminais e /? Th , a resistência de entrada ou equivalente nos 
terminais quando as fontes independentes forem desativadas. 


A comprovação do teorema será dada posteriormente, na Seção 4.7. Nossa 
principal preocupação no momento é como encontrar a tensão equivalente de 
Thévenin Í / Th e a resistência equivalente de Thévenin R Ur Para tanto, suponha 
que os dois circuitos da Figura 4.23 sejam equivalentes - dois circuitos são 
ditos equivalentes se tiverem a mesma relação tensão-corrente em seus termi¬ 
nais. Vejamos o que tornará os dois circuitos da Figura 4.23 equivalentes. Se 
os terminais a-b forem tornados um circuito aberto (eliminando-se a carga), 
nenhuma corrente fluirá e, portanto, a tensão nos terminais a-b da Figura 4.23a 
terá de ser igual à fonte de tensão V Th da Figura 4.23/?. já que os dois circuitos 
são equivalentes. Logo, V Th é a tensão de circuito aberto nos terminais, confor¬ 
me ilustrado na Figura 4.24a; ou seja, 


V-Th — V or: (4-6) 

Enfatizando, com a carga desconectada e os terminais em circuito aber¬ 
to, desligamos todas as fontes independentes. A resistência de entrada (ou 
resistência equivalente) do circuito inativo nos terminais a-b da Figura 4.23a 
deve ser igual a /? Th da Figura 4.236, pois os dois circuitos são equivalen¬ 
tes. Portanto, R Th é a resistência de entrada nos terminais quando as fontes 
independentes forem desligadas, como pode ser observado na Figura 4.246; 
ou seja, 



-o— 


Circuito 

+ 


linear de 

V 

Carga 

dois terminais 

— 



-0— 



b 


(a) 



(■ b ) 


Figura 4.23 Substituição de um circuito 
linear de dois tenninais por seu equivalente 
de Thévenin: (a) circuito original; 

(6) circuito equivalente de Thévenin. 


Circuito 
linear de 
dois terminais 


^Th “ v oc 

(.a) 


-O a 
+ 


-o b 


Circuito linear com 

-o a 

todas as fontes 

^ent 

independentes 


iguais a zero 




^Th ^cnt 

( b) 

Figura 4.24 Determinando V Th e f? Th . 


Rvh = R 0 c ( 4 . 7 ) 

Para aplicar esse conceito na determinação da resistência equivalente de 
Thévenin 7? Th , precisamos considerar dois casos. 

■ CASO 1 Se a rede não tiver fontes dependentes, desligamos todas as 
fontes independentes. R Jh é a resistência de entrada da rede, olhando-se entre 
os terminais a e 6, como ilustrado na Figura 4.246. 

■ CASO 2 Se a rede tiver fontes dependentes, desligamos todas as fontes 
independentes. Pelo teorema da superposição, as fontes dependentes não de¬ 
vem ser desligadas, pois elas são controladas por variáveis de circuito. Apli¬ 
camos uma tensão v a aos terminais a e 6, e determinamos a corrente resultante 
i 0 . Então, R Jh = vji 0 , conforme mostra a Figura 4.25a. De forma alternativa, 
poderíamos inserir uma fonte de corrente i u nos terminais a e 6, como na Fi¬ 
gura 4.256, e encontrar a tensão entre os terminais v 0 . Chegamos novamente a 
R Th = vji 0 . Qualquer um dos dois métodos leva ao mesmo resultado. Em am¬ 
bos os métodos, podemos supor qualquer valor de v 0 e i 0 . Poderíamos usar, 
por exemplo, v 0 = 1 V ou i 0 = 1 A, ou até mesmo valores não especificados 
de v 0 ou i 0 . 


Circuito linear com 

^ - 

1 

todas as fontes 

(+ 

independentes 


iguais a zero 

0 1 


R - V ° 
K Th ~ — 

b 


(a) 


Circuito linear com 
todas as fontes 
independentes 
iguais a zero 


fí - ° 
^Th ~~ i 


a 

o- 

+ 

V o 

-O- 

b 



o 


( b) 

Figura 4.25 Determinando 
f? xh quando o circuito tem fontes 
dependentes. 
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Mais tarde, veremos que uma outra 
maneira de se determinar /? Th é 
^Th = v Oc/ , SC- 


Circuito 

linear 


a 

o 


o 

b 



(a) 


-WA-o- 1 . 

11 4 

vv (1) I 


b 

( b ) 

Figura 4.26 Um circuito com uma 
carga: (a) circuito original; ( b ) circuito 
equivalente de Thévenin. 


Muitas vezes, pode ocorrer de R Jh assumir um valor negativo; nesse caso, 
a resistência negativa (v = -iR) implica o fato de o circuito estar fornecendo 
energia. Isso é possível em um circuito com fontes dependentes, o que será 
ilustrado pelo Exemplo 4.10. 

O teorema de Thévenin é muito importante na análise de circuitos, porque 
ajuda a simplificar um circuito, e um circuito grande pode ser substituído por 
uma única fonte de tensão independente e um único resistor. Essa técnica de 
substituição é uma poderosa ferramenta no projeto de circuitos. 

Como mencionado, um circuito linear com uma carga variável pode ser 
substituído pelo equivalente de Thévenin, excluindo-se a carga. A rede equi¬ 
valente se comporta externamente da mesma maneira que o circuito original. 
Consideremos um circuito linear terminado por uma carga R L , conforme mos¬ 
tra a Figura 4.26 a. A corrente I L através da carga e a tensão V L na carga são 
facilmente determinadas, uma vez que seja obtido o circuito equivalente de 
Thévenin nos terminais da carga, conforme ilustrado na Figura 4.26 b. Dessa 
figura, obtemos 


4 


C|h 

R\u + R l 


(4.8a) 


y L - RJl - p , p V Th (4.8£) 

K Th + K l 

Observe na Figura 4.26Ò que o equivalente de Thévenin é um simples divisor 
de tensão, nos levando a V L por mera inspeção. 


• EXEMPLO 4.8 


4 £2 


1 Q. 


32 V 



Figura 4.27 Esquema para o 
Exemplo 4.8. 


Determine o circuito equivalente de Thévenin do circuito mostrado na Figura 4.27, 
à esquerda dos terminais a-b. Em seguida, determine a corrente através de R L = 6 fí, 
16 De36fi. 


-circuito) e a fonte de corrente de 2 A (substituindo-a por um circuito aberto). O circuito 
se torna aquele mostrado na Figura 4.28a. 

Portanto, 

„ 4 X 12 

/?Th = 4 || 12 + 1 = —77 +1=40 


4Ü 

—VvW 


12 Q 


1 Q 

-AWv-o a 


16 
4 Q. 

-AWr- 


-o b 


32 V( 


12 Q ; l 6T) ©2A 


1 Q 

-AMA—o a 

+ 

bfh 
-o b 


(«) 


(b) 


Figura 4.28 Esquema para o Exemplo 4.8: (a) determinando i? Th ; 

(b) determinando V Th . 

Para detenninar V Th , consideremos o circuito da Figura 4.28b. Aplicando a análise de 
malhas aos dois laços, obtemos 

-32 + 4i, + 12(iT - i 2 ) = 0, Í2 = -2 A 

Calculando ij, obtemos ij = 0,5 A. Portanto, 

V Th = 12(;j - i 2 ) = 12(0,5 + 2,0) = 30 V 
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Alternativamente, é até mais fácil usar análise nodal. Ignoramos o resistor de 1 Í1 já que 
nenhuma corrente passa por ele. No nó superior, a LKC nos dá 

32 - y-Th = ^Th 
4 “12 


ou 


96 - 3V Th + 24 = V Th =* V Th = 30 V 


como havíamos obtido anteriormente. Também poderíamos usar transformação de fon¬ 
tes para descobrir V Th . 

O circuito equivalente de Thévenin é mostrado na Figura 4.29. A corrente que passa 
por R l é 

j V Th 30 

i? T h + Rl 4 + R, 


Quando R L = 6, 


Quando R L = 16, 


Quando R L = 36, 


30 

4 = — = 3 A 

10 


30 

4 = — = 1,5 A 
20 


30 

4 = — = 0,75 A 
L 40 


Usando o teorema de Thévenin, determine o circuito equivalente à esquerda dos termi¬ 
nais do circuito da Figura 4.30. Em seguida, determine I. 

I' 

1 ü. 


12 V 



30 V (í) 

-o- 

b 

Figura 4.29 O circuito equivalente 
de Thévenin para o Exemplo 4.8. 



PROBLEMA PRÁTICO 4.8 • 


Figura 4.30 Esquema para o Problema prático 4.8. 
Resposta: V Th = 6 V, R Th = 3 fí, / = 1,5 A. 


EXEMPLO 4.9 • 

Determine o equivalente de Thévenin do circuito da Figura 4.31. 


Solução: Esse circuito contém uma fonte dependente, diferentemente do circuito do 
exemplo anterior. Para determinar i? Th , fazemos que a fonte independente seja igual a 
zero, porém não tocamos na fonte dependente. Entretanto, em virtude da presença da 
fonte dependente, excitamos a rede com a fonte de tensão v a conectada aos terminais, 
conforme indicado na Figura 4.32a. Poderemos fazer que v 0 = 1 V para facilitar os cál¬ 
culos, já que o circuito é linear. Nosso objetivo é determinar a corrente i 0 por meio dos 
terminais e então obter. (De forma alternativa, poderíamos inserir uma fonte de corrente 
de 1 A, encontrar i? xh = \H 0 a tensão v a correspondente e então obter i? Th = vj \.) 

Aplicando análise de malhas ao laço 1 do circuito da Figura 4.32a, temos 

2v x + 2 (i l — i 2 ) = 0 ou v x = i] — i 2 
Porém, -4i 2 = v x = i l — i 2 ; portanto, 

h = - 3/ 2 ( 4 . 9 . 1 ) 





Figura 4.31 Esquema para o 
Exemplo 4.9. 
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2v x 2v x 



Para os laços 2 e 3, aplicando a LKT resulta em 

4i 2 + 2 (i 2 — í'i) + 6 (í 2 — í' 3 ) = 0 (4.9.2) 

6(13 - i 2 ) + 2í 3 + 1 = 0 (4.9.3) 

Resolvendo esse conjunto de equações, obtemos 



Porém, i 0 = -i 3 = 1/6 A. Logo, 


20 V 



6 Q. 

AWV 


■o a 


-o b 


\ Figura 4.33 O equivalente 
! de Thévenin para o circuito da 
i Figura 4.31. 

• PROBLEMA PRÁTICO 4.9 


1 V 

Rxh = — 6 O 

lo 

Para obter V Th , detenninamos v oc (tensão de circuito aberto) no circuito da Figura 
4.32 b. Aplicando a análise de malhas, obtemos 

h = 5 (4.9.4) 


ou 


-2v x + 20' 3 - ( 2 ) = 0 =$■ v x = i 3 - i 2 

4(í 2 - íi) + 2(í 2 - ( 3 ) + 6í 2 = 0 


(4.9.5) 


12í 2 4íj 2 í 3 — 0 (4.9.6) 

Porém, 4(íj - i 2 ) = v x . A resolução dessas equações nos leva a i 2 = 10/3. 

Portanto, 

V-rh = t^Dc = 6( 2 = 20 V 

O circuito equivalente de Thévenin é aquele mostrado na Figura 4.33. 


Determine o equivalente de Thévenin do circuito da Figura 4.34 à esquerda dos terminais. 

5 Q 3 n 



Figura 4.34 Esquema para o Problema prático 4.9. 


Resposta: y Th = 5,333 V, R Jh = 444,4 míL 
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Determine o equivalente de Thévenin do circuito da Figura 4.35a nos terminais a-b. 

Solução: 

1. Definição. O problema está definido de forma clara; devemos determinar o equi¬ 
valente de Thévenin do circuito mostrado na Figura 4.35a. 

2 . Apresentação. O circuito contém um resistor de 2 íl em paralelo com um resistor 
de 4 íl. Estes, por sua vez, estão em paralelo com uma fonte de corrente depen¬ 
dente. É importante notar que não existe nenhuma fonte independente. 

3. Alternativa. O primeiro fato a ser considerado é que, uma vez que não há nenhu¬ 
ma fonte independente nesse circuito, temos de excitar o circuito externamente. 
Além disso, quando não há nenhuma fonte independente, não teremos um valor 
para E rh ; teremos de encontrar apenas J? Tlr 

A fonna mais simples é excitar o circuito com uma fonte de tensão de 1 V ou uma 
fonte de corrente de 1 A. Já que no final das contas o resultado será uma resistência 
equivalente (positiva ou negativa), prefiro usar a fonte de corrente e a análise nodal 
que conduzirá a uma tensão nos terminais de saída igual à resistência (com 1 A fluin¬ 
do em v 0 , esta será igual a 1 vez a resistência equivalente). 

Como forma alternativa, o circuito também poderia ser excitado por uma fonte de 
tensão de 1 V e usada a análise de malhas para encontrar a resistência equivalente. 

4 . Tentativa. Iniciamos escrevendo a equação nodal em a na Figura 4.356, supondo 
4=1 A. 

2 i x + (v 0 - 0)/4 + (v„ - 0)/2 + (-1) = 0 ( 4 . 10 . 1 ) 

Uma vez que temos duas incógnitas e apenas uma equação, precisaremos 

4 = (0 - v 0 )/2 = -vjl ( 4 . 10 . 2 ) 

Substituindo a Equação (4.10.2) na Equação (4.10.1), temos 

2{-v„/2) + (v a - 0)/4 + (v„ - 0)/2 + (-1) = 0 
= (-1 + \ + \)v 0 - 1 ou v 0 = —4 V 

Já que v o = 1 X i? Th , então J? Th = vj\ = -4 íl. 

O valor negativo da resistência nos informa que, de acordo com a regra dos 
sinais (passivo), o circuito da Figura 4.35a está fornecendo tensão. Obviamente, os 
resistores da Figura 4.35a não são capazes de fornecer tensão (eles a absorvem); 
é a fonte dependente que fornece tensão. Este é um exemplo de como uma fonte 
dependente e resistores poderiam ser usados para simular uma resistência negativa. 

5. Avaliação. Antes de qualquer coisa, notamos que a resposta é um valor negativo. 
Sabemos que isso não é possível em um circuito passivo, porém, nesse circuito, 
não temos um dispositivo ativo (a fonte de corrente dependente). Portanto, o 
circuito equivalente é basicamente um circuito ativo capaz de fornecer energia. 

Agora, temos de avaliar a solução. A melhor maneira de se fazer isso é realizar 
uma verificação, usando um método diferente, e ver se o resultado obtido é o 
mesmo. Tentemos conectar um resistor de 9 íl em série com uma fonte de tensão 
de 10 V nos terminais de saída do circuito original e, em seguida, o equivalente 
de Thévenin. Para tomar o circuito mais fácil de ser solucionado, podemos pegar 
e transformar a fonte de corrente em paralelo com o resistor de 4 íl em uma fonte 
de tensão em série com o resistor de 4 íl usando transformação de fontes. Isso, 
com a nova carga, nos fornece o circuito mostrado na Figura 4.35c. 

Agora, podemos escrever as duas equações de malha. 


EXEMPLO 4.10 • 



v a a 



4 O a 90. 



-40 

—ww 


a 9 O 
-o—WW 

O 


b 



10V 


W) 

Figura 4.35 Esquema para o 
Exemplo 4.10. 


84 + 44 + 2(4 — 4) — 0 
2(4 — 4) ~F 94 T 10 = 0 


Note que temos apenas duas equações, porém três incógnitas e, portanto, preci¬ 
samos de uma equação de restrição. Podemos usar 


4 — 4 4 
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Isso nos leva a uma nova equação para o laço 1. Simplificando, resulta em 
(4 + 2 - 8)1, + (-2 + 8 )i 2 = 0 


ou 


— 21 , + 6 í 2 = 0 ou í, = 3(2 
—2 (', + llí 2 = -10 


Substituindo a primeira equação na segunda, temos 

— 6(2 + 11(2 = —10 ou í 2 = —10/5 = —2 A 



j Figura 4.36 Esquema para o 
j Problema prático 4.10. 

• PROBLEMA PRÁTICO 4.10 


Usar o equivalente de Thévenin é bem fácil, uma vez que temos apenas um laço, 
conforme indicado na Figura 4.35 d. 

—4í + 9/ + 10 = 0 ou (■ = -10/5 = -2 A 

6 . Satisfatório? Está claro que determinamos o valor do circuito equivalente, con¬ 
forme solicitado pelo enunciado do problema. A verificação valida essa solu¬ 
ção (comparamos a resposta obtida por meio de circuito equivalente com aquela 
obtida usando-se a carga com o circuito original). Podemos apresentar tudo isso 
como uma solução para o problema. 

Obtenha o equivalente de Thévenin do circuito da Figura 4.36. 

Resposta: P Th = 0 V, R Th = -7,5 íl. 


4.6 


Teorema de Norton 


Em 1926, após cerca de 43 anos da publicação do teorema de Thévenin, E. L. 
Norton, engenheiro norte-americano da Bell Telephone Laboratories, propôs 
um teorema semelhante. 


O teorema de Norton afirma que um circuito linear de dois terminais pode 
ser substituído por um circuito equivalente formado por uma fonte de 
corrente l N em paralelo com um resistor R N , em que l N é a corrente de curto- 
-circuito através dos terminais e R N é a resistência de entrada ou equivalente 
nos terminais quando as fontes independentes forem desligadas. 


Circuito 
linear de 
dois terminais 


Portanto, o circuito da Figura 4.37a pode ser substituído por aquele da Figura 
4.37 b. 

A prova do teorema de Norton será dada na seção seguinte. Por enquanto, 
estamos basicamente interessados em como obter R N e In- Determinamos R N da 
mesma maneira que o fazemos para R l ir De fato, do que sabemos sobre a trans¬ 
formação de fontes, as resistências de Thévenin e de Norton são iguais; isto é, 


(a) 


-o a 

R n 

-o b 

(b) 

Figura 4.37 (a) Circuito original; 

( b ) circuito equivalente de Norton. 



R n — R\u 


(4.9) 


Para descobrir a corrente I N de Norton, determinamos a corrente de curto- 
-circuito que flui entre os terminais a e h em ambos os circuitos da Figura 4.37. 
E evidente que a corrente de curto-circuito na Figura 4.376 é I N - Esta tem de 
ser igual à corrente de curto-circuito entre os terminais a e b da Figura 4.37a, 
uma vez que as duas correntes são equivalentes. Portanto, 
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In — i«. 


(4.10) 


mostrado na Figura 4.38. As fontes dependentes e independentes são tratadas 
da mesma forma que no teorema de Thévenin. 

Observe a estreita relação entre os dois teoremas: R N =R Th como na Equa¬ 
ção (4.9)e 


In — 


pTh 

^Th 


(4.11) 



a 

° 

Circuito 


linear de 


dois terminais 



b 


Figura 4.38 Encontrando a corrente 
de Norton I N . 


Isso é, basicamente, transformação de fontes. Por essa razão, a transformação 
de fontes é muitas vezes chamada transformação Thévenin-Norton. 

Uma vez que V Th , I N e R Jh estão relacionadas de acordo com a Equação 
(4.11), determinar o circuito equivalente de Thévenin e de Norton requer que 
encontremos: 

• A tensão de circuito aberto, v oc , entre os terminais a e h. 

• A corrente de curto-circuito, i sc , nos terminais a e b. 

• A resistência de entrada ou equivalente, R ent , nos terminais a e b quando 
todas as fontes independentes estiverem desligadas. 


Os circuitos equivalentes 
de Thévenin e de Norton 
estão relacionados por uma 
transformação de fontes. 


Podemos calcular quaisquer dois desses três itens usando o método mais fácil 
e então usá-los para obter o terceiro item por meio da lei de Ohm. O Exemplo 
4.11 ilustrará isso. Da mesma forma, já que 


^Th — v oc 

(4.12a) 

In Isc 

(4.12Ã) 

V oc 

i — . — k n 

Isc 

(4.12c) 


'SC 


os testes de circuito aberto e de curto-circuito são suficientes para encontrar 
qualquer circuito equivalente de Thévenin ou de Norton, de um circuito con¬ 
tendo pelo menos uma fonte independente. 


Determine o circuito equivalente de Norton do circuito da Figura 4.39 nos terminais 
a-b. 


Solução: Determinamos f^da mesma forma quef? Th no circuito equivalente de Thé¬ 
venin. Faça que as fontes independentes sejam iguais a zero. Isso leva ao circuito da 
Figura 4.40a, a partir do qual achamos R N . Portanto, 


R n = 5 || (8 + 4 + 8) = 5 || 20 


20 X 5 
25 


40 


EXEMPLO 4.11 • 


; q 



Para encontrar I N , curto-circuitamos os terminais a e b, conforme mostrado na Figura 
4.40A Ignoramos o resistor de 5 íl, pois ele foi curto-circuitado. Aplicando-se a análise 
de malhas, obtemos 


Figura 4.39 Esquema para o 
Exemplo 4.11. 


/j = 2 A, 20 i 2 - 4/j - 12 = 0 
A partir dessas equações, obtemos 


h — 1 A — i sc — I N 


























#SAM BARI LO VE 


• 130 Fundamentos de circuitos elétricos 


8Q 8£2 




8 D 



Figura 4.40 Esquema para o Exemplo 4.11, determinamos: ( a)R N ; (b) I N = i sc ; 

(c) rn = v oc - 


De forma alternativa, poderiamos determinar I N a partir de F Th /i? Th . Obtemos V Th como 
a tensão de circuito aberto entre os tenninais a e b na Figura 4.40c. Usando análise de 
malhas, obtemos 


í 3 = 2 A 

25í4 — 4 i 3 —12 = 0 =4- i 4 = 0,8 A 


e 


v oc — Vrh — 5 í4 — 4 V 


Portanto, 



como obtido anteriormente. Isso também serve para confirmar a Equação (4.12c) que 
Figura 4.41 Equivalente de Norton i? Th = v 0 Ji sc = 4/1=4 fí. Consequentemente, o circuito equivalente de Norton é igual 
do circuito da Figura 4.39. ao mostrado na Figura 4.41. 


• PROBLEMA PRÁTICO 4.11 


Determine o equivalente de Norton para o circuito da Figura 4.42 nos terminais a-b. 


3 Q. 3 Q 



Figura 4.42 Esquema para o Problema 
prático 4.11. 


Resposta: R N 3X2, / v = 4,5 A. 
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Usando o teorema de Norton, determine R N eI N do circuito da Figura 4.43 nos terminais 
a-b. 

Solução: Para determinar R N , fazemos a fonte de tensão independente igual a zero e 
conectamos uma fonte de tensão v 0 = 1 V (ou qualquer tensão v D não especificada) aos 
terminais. Obtemos o circuito da Figura 4.44a. Ignoramos o resistor de 4 íl, pois ele 
está curto-circuitado. Também em razão do curto-circuito, o resistor de 5 íl, a fonte de 
tensão e a fonte de corrente dependente estão todos em paralelo. Portanto, i x = 0. No nó 
ú = 5 n = 0,2 A e 


Para determinar I N , curto-circuitamos os terminais a e b e determinamos a corrente 
i sc , conforme indicado na Figura 4.44Ó. Note, dessa figura, que o resistor de 4 íl, a fonte 
de tensão de 10 V, o resistor de 5 íl e a fonte de corrente dependente estão todos em 
paralelo. Portanto, 


10 

4 


2,5 A 


No nó a, a LKC nos dá 


10 

= — + 2 i x = 2 + 2(2,5) = 7 A 


2 «, 



(a) 



Figura 4.44 Esquema para o Exemplo 4.12: (a) determinando R N ; ( b ) determinando I N . 


Portanto, 


In = 7 A 


Determine o circuito equivalente de Norton do circuito da Figura 4.45 nos terminais a-b. 
Resposta: R N = 1 íl ,I N = 10 A. 


t Dedução dos teoremas de Thévenin e 
de Norton 

Nesta seção, provaremos os teoremas de Thévenin e de Norton usando o prin¬ 
cípio da superposição. 

Considere o circuito linear da Figura 4.46a. Supõe-se que o circuito conte¬ 
nha resistores e fontes dependentes e independentes. Temos acesso ao circuito 


4.7 


EXEMPLO 4.12 • 


21 , 



Figura 4.43 Esquema para o 
Exemplo 4.12. 


PROBLEMA PRÁTICO 4.12 • 

2v x 



Figura 4.45 Esquema para o 
Problema prático 4.12. 
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a 



b 


(b) 

Figura 4.46 Dedução do circuito 
equivalente de Thévenin: (a) um 
circuito alimentado por corrente; 

( b ) seu equivalente de Thévenin. 


através dos terminais a e b, por meio dos quais a corrente de uma fonte externa 
é aplicada. Nosso objetivo é garantir que a relação tensão-corrente nesses ter¬ 
minais a e b seja idêntica àquela do circuito equivalente de Thévenin na Figura 
4.46A Para fins de simplicidade, vamos supor que o circuito dessa figura con¬ 
tenha duas fontes de tensão independentes v sl e v s2 e duas fontes de corrente 
i s i e i s2 ; poderíamos obter qualquer variável de circuito, como a tensão v nos 
terminais, aplicando-se superposição, isto é, consideramos a contribuição em 
virtude de cada uma das fontes independentes, inclusive a fonte externa i. Pelo 
princípio da superposição, a tensão v nos terminais é 

v = A 0 i + A)V s i + A 2 v s2 + A 3 i sl + A 4 i s2 ( 4 . 13 ) 

onde A q , A h A 2 , A 3 e A 4 são constantes. Cada termo do lado direito da Equação 
(4.13) é a contribuição da fonte independente relativa; isto é, A 0 i é a contri¬ 
buição de v em razão da fonte de corrente externa i, A l v sl é a contribuição em 
decorrência da tensão v sl e assim por diante. Poderíamos reunir os termos para 
as fontes independentes internas como B 0 , de modo que a Equação (4.13) fique 

v = A 0 i + B 0 ( 4 . 14 ) 

onde B 0 = A { v sl + A 2 v s2 +A 3 i sl +A 4 i s2 . Agora, queremos avaliar os valores das 
constantes A 0 e B 0 . Quando os terminais a c h estiverem em circuito aberto, 
i = 0 e v = B 0 . Portanto, B (] é a tensão de circuito aberto, v oc , que é a mesma 
que V Th , portanto 


B 0 — y Th (4.15) 

Quando todas as fontes internas são desligadas, B 0 = 0. O circuito pode ser 
substituído por uma resistência equivalente, R eq , que é a mesma que i? Th , e a 
Equação (4.14) fica 


v — A 0 i — R Th i => A f) — /é, h (4.16) 

Substituindo os valores de A 0 e B 0 na Equação (4.14), dá 

v = R Th i + V Th (4.17) 

que expressa a relação tensão-corrente nos terminais a e b do circuito da Figura 
4.46 b. Portanto, os dois circuitos das Figuras 4.46a e 4.46 b são equivalentes. 

Quando o mesmo circuito linear for alimentado por uma fonte de tensão v, 
como mostrado na Figura 4.47a, a corrente fluindo no circuito pode ser obtida 
por superposição como 


i = C 0 v + D 0 (4.18) 

onde C 0 v é a contribuição para i em consequência da fonte de tensão v, e D 0 
contém a contribuição para i por causa de todas as fontes independentes in¬ 
ternas. Quando os terminais a-b forem curto-circuitados, v = 0, de modo que 
i = D 0 = -i sc , onde i sc é a corrente de curto-circuito que sai do terminal a, que é 
a mesma que a corrente de Norton, I N , isto é, 

A) = -In (4.19) 

Quando todas as fontes independentes internas forem desligadas, D 0 = 0 e 
o circuito pode ser substituído por uma resistência equivalente R sq (ou uma 
condutância equivalente G eq = l/'/Q q ), que é a mesma que R- Í h ou R N . Portanto, 
a Equação (4.19) fica 
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i = Í~~ In ( 4 - 2 °) 

«Th 

Isso expressa a relação tensão-corrente nos terminais a-b do circuito da Fi¬ 
gura 4.476, confirmando que os dois circuitos das Figuras 4.47a e b são 
equivalentes. 



(a) 


Máxima transferência de potência 

Em diversas situações práticas, um circuito é projetado para fornecer potência 
a uma carga. Existem aplicações em áreas como comunicações em que é de¬ 
sejável maximizar a potência liberada a uma carga. Agora, podemos tratar do 
problema de liberar a potência máxima a uma carga quando um sistema com 
perdas internas conhecidas for dado. Deve ser notado que isso resultará em 
perdas internas significativas maiores ou iguais à potência liberada à carga. 

O circuito equivalente de Thévenin é útil para descobrir a potência máxi¬ 
ma que um circuito linear pode liberar a uma carga. Partimos do pressuposto 
de que podemos ajustar a resistência de carga R L . Se todo o circuito for substi¬ 
tuído pelo equivalente de Thévenin, exceto a carga, conforme mostra a Figura 
4.48, a potência liberada para a carga é 


4.8 


P = í 2 Rl 


— ^_Y r l 
fl Th + rJ 


(4.21) 


Para um dado circuito, V Th e R Th são fixas. Variando a resistência de carga R L , a 
potência liberada à carga varia conforme descrito na Figura 4.49. Percebemos, 
dessa figura, que a potência é pequena para valores pequenos ou grandes de R L , 
mas máxima para o mesmo valor de R L entre 0 e °°. Agora, queremos mostrar 
que a potência máxima ocorre quando R L é igual a R Jh . Isso é conhecido como 
teorema da potência máxima. 


A potência máxima é transferida a uma carga quando a resistência de car¬ 
ga for igual à resistência de Thévenin quando vista da carga (R L = R Th ). 


Para provar o teorema da máxima transferência de potência, diferenciamos 
p na Equação (4.21) em relação a R L e fazemos que o resultado seja igual a 
zero. Obtemos 


dp 

dR~ L 


.2 (/?Th + Rl) 2A' ; (7\’ Th + R l ) 
Th L (*Th + Rl) 4 


.2 (^Th + R[ 2R l ) 
Th l (R Th + R l ) 3 . 


= 0 


Isso implica que 


0 — (^rh + Rl 2 R l ) — ( R Th R l ) 


(4.22) 






(b) 

Figura 4.47 Dedução do circuito 
equivalente de Norton: (a) um 
circuito alimentado por tensão; ( b ) o 
equivalente de Norton. 

S Th 

-WA 

-o- 

b 

Figura 4.48 O circuito usado para 
máxima transferência de potência. 




Figura 4.49 Potência liberada para a 
carga em função de R L . 


que leva a 


Rl — b’ih 


(4.23) 
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A fonte e a carga são ditas casadas 
quando R l - R 1U . 


mostrando que a máxima transferência de potência ocorre quando a resistência de 
carga R L iguala a resistência de Thévenin R Jh . Podemos, prontamente, confirmar 
que a Equação (4.23) fornece a potência máxima, mostrando que d 2 p/dR 1 L < 0. 

A potência máxima transferida é obtida substituindo a Equação (4.23) na 
Equação (4.21), para 


P max 


4-Rtvi 


(4.24) 


A Equação (4.24) se aplica apenas quando R L = R- Uv Quando R L A R Th , calcu¬ 
lamos a potência liberada para a carga usando a Equação (4.21). 


EXEMPLO 4.13 


Determine o valor de R L para a máxima transferência de potência no circuito da Figura 
4.50. Determine a potência máxima. 


12 V 


Figura 4.50 Esquema para o Exemplo 4.13. 

Solução: Precisamos determinar a resistência de Thévenin f? Th e a tensão de Thévenin 
V Th , entre os terminais a-b. Para obter f? Th , usamos o circuito na Figura 4.51a e obtemos 



R Th = 2 + 3 + 6 II12 = 5 + 


6 X 12 


18 


= 90 


Para obter V Th , consideramos o circuito da Figura 4.5 lè. Aplicando análise de malhas, 
-12 + 18q - 12 í 2 = 0, i 2 = -2 A 


6Q 

-WW 


3 Q 

-AVvV 


2Ü 

-AAAA—o 

Ar 


12 Q 


12V 



(a) 


(b) 


Figura 4.51 Esquema para o Exemplo 4.13: (a) determinando f? Th ; ( b ) determinando V Th . 
2 Q 4£2 



Figura 4.52 Esquema para o 
Problema prático 4.13. 




PROBLEMA PRATICO 4.13 


Calculando q, obtemos q = -2/3. Aplicando a LKT ao laço externo para obter V Th entre 
os terminais a-b, obtemos 

-12 + 6q + 3 i 2 + 2(0) + V Th = 0 V Th = 22 V 

Para máxima transferência de potência, 

Rl = Rrh = 90 

e a potência máxima é 

V4h 22 2 

Pmax = — = - = 13,44 W 

‘ 4 R l 4X9 

Determine o valor de R L que irá drenar a potência máxima do restante do circuito na 
Figura 4.52. Calcule a potência máxima. 

Resposta: 4,222 íl, 2,901 W. 
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4.9 Verificação de teoremas de circuitos 
usando o PSpice 

Aprenderemos, agora, como usar o PSpice para verificar os teoremas vistos neste 
capítulo. Consideraremos especificamente o uso da análise de varredura CC para 
determinar o equivalente de Thévenin ou de Norton em qualquer par de nós em 
um circuito e a máxima transferência de potência para uma carga. Recomenda-se 
que o leitor leia no tutorial do PSpice, disponível em nosso site (www.grupoa. 
com.br), o tópico sobre análise CC como preparação para esta seção. 

Para determinar o equivalente de Thévenin de um circuito em um par de 
terminais abertos utilizando o PSpice, usamos o editor de esquemas para dese¬ 
nhar o circuito e inserir uma fonte de corrente de prova independente, como Ip, 
nos terminais. A fonte de corrente de prova deve ter um nome de identificação 
ISRC. Em seguida, realizamos uma análise de varredura CC (DC Sweep) em 
Ip, conforme discutido no tutorial do nosso site. Normalmente, podemos dei¬ 
xar a corrente que passa por Ip variar de 0 V a 1 A em incrementos de 0,1 A. 

Após salvar e simular o circuito, usamos Probe para exibir um gráfico de ten¬ 
são em Ip versus a corrente que passa por lp. A interseção em zero do gráfico 
nos dá a tensão equivalente de Thévenin, enquanto a inclinação do gráfico é 
igual à resistência de Thévenin. 

Determinar o equivalente de Norton envolve etapas similares, exceto que in¬ 
serimos uma fonte de tensão independente de prova (com um nome de identifica¬ 
ção VSRC), como Vp, nos terminais. Realizamos uma análise de varredura CC 
(DC Sweep) em Vp e fazemos Vp variar de 0 V a 1 V em incrementos de 0,1 V. 

Um gráfico da corrente através de Vp versus tensão Vp é obtido acessando o 
menu Probe após a simulação. A interseção em zero é igual à corrente de Norton, 
enquanto a inclinação do gráfico é igual à condutância de Norton. 

Determinar a máxima transferência de potência para uma carga usando o 
PSpice envolve realizar uma varredura paramétrica CC no valor de compo¬ 
nente de R l na Figura 4.48 e representar a potência liberada para a carga em 
um gráfico em função de R L . De acordo com a Figura 4.19, a potência máxima 
ocorre quando R L = R Th . Isso é mais bem ilustrado por meio de um exemplo, e 
o Exemplo 4.15 fará isso. 

Usamos VSRC e ISRC, respectivamente, como nomes de componente 
para as fontes de tensão e de corrente. 

EXEMPLO 4.14 • 

Consideremos o circuito da Figura 4.31 (ver Exemplo 4.9). Use o PSpice para encontrar 
os circuitos equivalentes de Thévenin e de Norton. 

Solução: 

(a) Para encontrar a resistência de Thévenin i? Th e a tensão de Thévenin V Th nos ter¬ 
minais a-b no circuito da Figura 4.31, usamos primeiro Schematics para desenhar o 
circuito, conforme mostrado na Figura 4.53o. Note que uma fonte de corrente de prova 
12 é inserida nos terminais. Em Analysis/Setput, selecionamos DC Sweep (varredura 
CC). Na caixa de diálogo, selecionamos Linear como Sweep Type e Current Source 
(fonte de corrente) como Sweep Var. Type. Introduzimos 12 na caixa Name (nome), 0 
como Start Value (valor inicial), 1 como End Value (valor final) e 0,1 como Increment 
(incremento). Após a simulação, adicionamos trace V(I2:—) a partir da janela A/D do 
PSpice e obtemos o gráfico mostrado na Figura 4.53A A partir do gráfico, obtemos 

26-20 

V Th = Interseção em zero = 20 V, R Th = Inclinação =---= 611 

Estas concordam com o que obtivemos analiticamente no Exemplo 4.9. 
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(b) Para determinar o equivalente de Norton, modificamos o esquema na Figura 4.53a, 
substituindo a fonte de corrente de prova com uma fonte de tensão de prova VI. O 
resultado é o esquema na Figura 4.54a. Repetindo, na caixa de diálogo DC Sweep 
(varredura CC), selecionamos Linear como Sweep Type e Voltage Source como Sweep 
Var. Type. Introduzimos VI na caixa de diálogo Name, 0 como Start Value, 1 como 
End Value e 0,1 como Increment. Na janela A/D do PSpice, adicionamos trace I (VI) e 
obtemos o gráfico da Figura 4.54 b. Do gráfico, tiramos 

I N = Interseção em zero = 3,335 A 
3,335 - 3,165 

G n = Inclinação =-= 0,17 S 


3.4 A r 




(a) (b) 

Figura 4.54 Esquema para o Exemplo 4.14: (a) esquema e; ( b ) gráfico para encontrar G N eI N . 


• PROBLEMA PRÁTICO 4.14 


Refaça o Problema 4.9 usando o PSpice. 
Resposta: V Th = 5,333 V, R Th = 444,4 mil. 


• EXEMPLO 4.15 


1 k£2 



Figura 4.55 Esquema para o 
Exemplo 4.15. 


Consulte o circuito da Figura 4.55. Use o PSpice para determinar a máxima transferên¬ 
cia de potência para R L . 

Solução: Precisamos realizar uma análise de varredura CC em R L para determinar 
quando a potência nela atinge seu máximo. Em primeiro lugar, desenhamos o circuito 
usando o recurso Schematics, conforme nos mostra a Figura 4.56. Assim que for de¬ 
senhado, seguimos as três etapas dadas para preparo adicional do circuito para uma 
análise de varredura CC. 

O primeiro passo envolve definir o valor de R L como um parâmetro, já que queremos 
variá-la. Para tanto: 
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1. Dê um duplo clique (DCLICKL) no valor lk de R2 (representando R L ), para 
abrir a caixa de diálogo Set Attribute Value. 

2. Substitua lk por {RL} e clique em OK para aceitar a mudança. 

Observe que as chaves são necessárias. 

O segundo passo é definir o parâmetro. Para isso: 

1. Selecione Draw/Get New Part/Libraries ... /special.slb. 

2. Digite PARAM na caixa de diálogo PartName e clique em OK. 

3. Arraste (DRAG) a caixa para qualquer posição próxima do circuito. 

4. Dê um clique com o botão esquerdo (CLICKL) para encerrar o modo de posi¬ 
cionamento. 

5. Dê um duplo clique (DCLICKL) para abrir a caixa de diálogo PartName'. 
PARAM. 

6. Dê um clique com o botão esquerdo do mouse (CLICKL) sobre NAME1 = digi¬ 
tando RL (sem usar chaves) na caixa de diálogo Value. Dê um clique com o botão 
esquerdo do mouse (CLICKL) em Save Attr para aceitar a mudança. 

7. Dê um clique com o botão esquerdo do mouse (CLICKL) sobre VALUE1 = 
digitando 2k na caixa de diálogo Value. Dê um clique com o botão esquerdo do 
mouse (CLICKL) em Save Attr para aceitar a mudança. 

8. Clique em OK. 

O valor 2k no item 7 é necessário para um cálculo do ponto de polarização; ele 
não pode ser deixado em branco. 

A terceira etapa é configurar a análise de varredura CC para varrer o parâmetro. 
Para tal: 


PARAMETERS: 
RL 2k 


RI 


DC = 1 



{RL} 


Figura 4.56 Esquema para o 
circuito da Figura 4.55. 


1. Selecione Analysis/Setput para acionar a caixa de diálogo DC Sweep. 

2. Como Sweep Type, selecione Linear (ou Octave para um intervalo de R L mais 
amplo). 

3. Como Sweep Var. Type, selecione Global Parameter. 

4. Na caixa de diálogo Name, digite RL. 

5. Na caixa de diálogo Start Value, digite 100. 

6. Na caixa de diálogo End Value, digite 5k. 

7. Na caixa de diálogo Increment, digite 100. 

8. Clique em OK e Close para aceitar os parâmetros. 

Após cumprir essas etapas e salvar o circuito, estamos prontos para realizar a 
simulação. Selecione Analysis/Simulate. Se não existirem erros, selecionamos Add 
Trace na janela A/D do PSpice e digitamos -V(R2:2)*I(R2) na caixa de diálogo 
Trace Command. (O sinal negativo é necessário, já que I(R2) é negativo.) Isso gera o 
gráfico de potência liberada para R L já que R L varia de 100 Í1 a 5 kíl. Também, pode¬ 
mos obter a potência absorvida por R L digitando na caixa de diálogo Trace Command. 
De qualquer maneira, temos o gráfico da Figura 4.57, e fica evidente que a potência 
máxima é 250 /íW. Note que o máximo ocorre quando R L = 1 íl, conforme esperado 
analiticamente. 



RL 


Figura 4.57 Esquema para o 
Exemplo 4.15: gráfico da potência em 
função de R L . 


Determine a potência máxima transferida para R L se o resistor de 1 kíl na Figura 4.55 PROBLEMA PRÁTICO 4.15 • 

for substituído por um resistor de 2 kíl. 


Resposta: 125 /;W. 


4.10 Aplicações 

Nesta seção, discutiremos duas aplicações práticas importantes dos conceitos 
vistos neste capítulo: modelagem de fontes e medidas de resistência. 
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• 




(b) 

Figura 4.58 (a) Fonte de tensão real; 

(b) fonte de corrente real. 


4.10.1 Modelagem de fontes 

A modelagem de fontes dá um exemplo da utilidade do circuito equivalente 
de Thévenin e de Norton. Uma fonte ativa como uma bateria é normalmente 
descrita por seu circuito equivalente de Thévenin ou de Norton. Uma fonte 
de tensão ideal fornece uma tensão constante independentemente da corrente 
drenada pela carga, enquanto uma fonte de corrente ideal fornece uma cor¬ 
rente constante independentemente da tensão na carga. Como nos mostra a 
Figura 4.58, as fontes de corrente e de tensão reais não são ideais em virtude 
das suas resistências internas ou resistências de fonte R s e R p , elas se tornam 
ideais à medida que R s —> 0 e R P —» °°. Para demonstrar que este é o caso, 
considere o efeito da carga sobre as fontes de tensão, conforme mostrado na 
Figura 4.59a. Pelo princípio da divisão de tensão, a tensão na carga é 


(4 - 25) 

A medida que R L aumenta, a tensão na carga se aproxima de uma tensão de 
fonte v s , conforme ilustrado na Figura 4.59 b. Da Equação (4.25), devemos 
observar o seguinte: 


1. A tensão na carga será constante se a resistência interna R s da fonte for 
zero ou, pelo menos, R s <SC R L . Quer dizer, quanto menor for R s em relação 
a R l , a fonte de tensão está mais próxima de ser uma fonte ideal. 



Figura 4.59 (a) Fonte de tensão real conectada a uma carga R L ; 

(b) A tensão de carga se reduz à medida que R L diminui. 


2. Quando a carga é desconectada (isto é, a fonte torna-se um circuito aberto 
de modo que R L —> °°), v oc = v s . Portanto, v s pode ser considerada como a 
tensão de fonte sem carga. A conexão da carga faz que a tensão nos termi¬ 
nais caia; isso é conhecido como efeito de carga. 

O mesmo argumento pode ser usado para uma fonte de corrente real quando 
conectada a uma carga, como mostrado na Figura 4.60a. Pelo princípio da 
divisão de corrente, 


h. — 


R e . 

R p + Rl s 


(4.26) 


A Figura 4.60b mostra a variação da corrente de carga à medida que a re¬ 
sistência de carga aumenta. Repetindo, percebemos uma queda na corrente 
devido à carga (efeito de carga), e a corrente de carga é constante (fonte de 
corrente ideal) quando a resistência interna é muito alta (isto é, R P —> 00 ou, 
pelo menos, R p Rf). 

Algumas vezes, precisamos conhecer a tensão de fonte sem carga, v s , e a 
resistência interna R s de uma fonte de tensão. Para descobrir v s e R s , seguimos 
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o procedimento ilustrado na Figura 4.61. Primeiro, medimos a tensão de cir¬ 
cuito aberto v oc , como na Figura 4.61a, e fazemos 


v s = Voc (4.27) 

Em seguida, conectamos uma carga variável R L entre os terminais como mos¬ 
trado na Figura 4.6lò. Ajustamos a resistência R L até medirmos uma tensão de 
carga exatamente igual à metade da tensão de circuito aberto, v L = v,J2, pois 
agora R L = R Th = R s . Nesse ponto, desconectamos R L e a medimos. Temos 


R s ~ Rl 


(4.28) 


Por exemplo, uma bateria de carro pode ter v s = 12 V e R s = 0,05 XI 



(a) ( b) 

Figura 4.61 (a) medindo v oc ; (b) medindo v L . 


A tensão nos terminais de uma fonte de tensão é de 12 V quando conectada a uma carga 
de 2 W. Quando a carga é desconectada, a tensão nos tenninais aumenta para 12,4 V. 
(a) Calcule a tensão de fonte v s e resistência interna R s . (b) Determine a tensão quando 
urna carga de 8 XI é conectada à fonte. 

Solução: (a) Substituímos a fonte por seu equivalente de Thévenin. A tensão nos 
tenninais quando a carga é desconectada é a tensão de circuito aberto. 

v s = v oc = 12,4 V 


Quando a carga é conectada, como mostrado na Figura 4.62a, v L = 12 V e p L = 2 W. 
Portanto, 


Pl = 


vl 

R, 



12 2 

2 


72X1 


A corrente de carga é 


1l R l 72 


I 

6 


A 


A tensão ern R s é a diferença entre a tensão de fonte »,ea tensão de carga v L , ou 

0,4 

12,4 - 12 = 0,4 = R J l , R s = — = 2,4 XI 

fz. 


(b) Agora que temos o equivalente de Thévenin da fonte, conectamos a carga de 
8 XI no equivalente de Thévenin conforme pode ser visto na Figura 4.62 b. Usando a 
divisão de tensão, obtemos 

v =- 8 -(12,4) = 9,538 V 

8 + 2,4 


A tensão de circuito aberto medida em determinado amplificador é de 9 V. A 
tensão cai para 8 V quando um alto-falante de 20 XI é conectado ao amplifi¬ 
cador. Calcule a tensão quando um alto-falante de 10 XI é usado em seu lugar. 
Resposta: 7,2 V. 


4 



o r l 

(b) 

Figura 4.60 (a) Fonte de corrente 

real para uma carga R L ; ( b ) a corrente 
de carga diminui à medida que a R L 
aumenta. 

EXEMPLO 4.16 • 



(b) 


Figura 4.62 Esquema para o 
Exemplo 4.16. 


PROBLEMA PRÁTICO 4.16 • 
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Nota histórica: O circuito em 
ponte foi inventada por Charles 
Wheatstone (1802-1875), um 
professor britânico que também 
inventou o telégrafo, já que 
Samuel Morse o fez de forma 
independente nos Estados Unidos. 


4.10.2 Medida de resistência 

Embora o método do ohmímetro, projetado para medir resistências baixas, in¬ 
termediárias ou altas, forneça a forma mais simples de se medir resistência, 
pode-se obter uma medida mais precisa usando uma ponte de Wheatstone, que 
é usada para medir resistências intermediárias entre 1 íl e 1 Mil. Valores de 
resistência muito baixos são medidos com um mili ohmímetro, enquanto valo¬ 
res muito elevados são medidos com um medidor Megger. 

A ponte de Wheatstone (ou ponte de resistências) é usada em uma série de 
aplicações. Aqui a usaremos para medir uma resistência desconhecida, R x , que é 
conectada à ponte, conforme mostrado na Figura 4.63. A resistência variável 
é ajustada até que nenhuma corrente flua pelo galvanômetro, que é basicamente 
um galvanômetro de d’Arsonval operando como um dispositivo indicador de cor¬ 
rente sensível como um amperímetro na faixa dos microampères. Nessa condição 
v | = v 2 £ diz-se que a ponte está equilibrada. Uma vez que não passa nenhuma 
corrente pelo galvanômetro, R x e R 2 se comportam como se estivessem em série; 
o mesmo acontece com R : < e R x . O fato de nenhuma corrente passar pelo galva¬ 
nômetro também implica v l = v 2 . Aplicando o princípio da divisão da tensão, 


Vi = 


Ri 

R\ + R 2 


v = v 2 = 


R x 

- V 

R 3 + R x 


Portanto, nenhuma corrente passa pelo galvanômetro quando 


(4.29) 


R 2 _ Rx 
Ri + R 2 R 3 + R x 


R 2 R 2 — RiRx 



Figura 4.63 Ponte de Wheatstone; 
R x é a resistência a ser medida. 


ou 



(4.30) 


Se R t = R 3 e R 2 for ajustada até que nenhuma corrente passe pelo galvanôme¬ 
tro, então R x = R 2 . 

Como descobrir a corrente que passa pelo galvanômetro quando a ponte de 
Wheatstone estiver desequilibrada ? Encontramos o equivalente de Thévenin 
( V Th e R- I h ) em relação aos terminais do galvanômetro. Se R m for a resistência 
do galvanômetro, a corrente que passa por ele na condição desequilibrada é 


I = 


^Th 

^Th + Rm 


(4.31) 


O Exemplo 4.18 ilustrará isso. 


• EXEMPLO 4.17 

Na Figura 4.63, = 500 íl e R 3 = 200 íl. A ponte é equilibrada quando R 2 é ajustada 

para 125 íl. Detennine a resistência desconhecida R x . 

Solução: Usando a Equação (4.30), 

R 3 200 

R x = —R 2 =-125 = 50 íl 

R t 500 

• PROBLEMA PRÁTICO 4.17 Uma ponte de Wheatstone tem R l =R 3 = 1 kíl. R 2 é ajustada até que nenhuma corrente 

passe pelo galvanômetro. Nesse ponto, R 1 = 3,2 Kíl. Qual o valor da resistência 
desconhecida? 

Resposta: 3,2 kíl. 
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O circuito na Figura 4.64 representa uma ponte desequilibrada. Se o galvanômetro tiver 
uma resistência de 40 íl, determine a corrente que passa pelo galvanômetro. 


EXEMPLO 4.18 • 



400 Q 


600 ü 


Figura 4.64 Ponte desequilibrada do Exemplo 4.18. 

Solução: Precisamos primeiro substituir o circuito por seu equivalente de Thévenin 
nos terminais a e b. A resistência de Thévenin é encontrada usando o circuito da Figura 
4.65a. Note que os resistores de 3 kíl e de 1 kíl estão em paralelo; assim como os resis- 
tores de 400 íl e 600 íl. As duas associações em paralelo formam uma associação em 
série em relação aos terminais a e b. Portanto, 


R th = 3.000|| 1.000 + 400 || 600 

3.000X1.000 400 X 600 

=-+-= 750 

3.000+ 1.000 400 + 600 


240 = 990 íl 


Para determinar a tensão de Thévenin, consideremos o circuito da Figura 4.656. Usando 
o princípio de divisão de tensão, 


Vi = 


1.000 


1.000 + 3.000 


(220) = 55 V, 


v 2 = 


600 


600 + 400 


(220) = 132 V 



400 Q 


600 Q, 



400 Q 


v 2 < 600 £2 



(c) 

Figura 4.65 Esquema para o Exemplo 4.18: (a) encontrando l? Th ; (6) encontrando 
K Th ; (c) determinando a corrente que passa pelo galvanômetro. 
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Figura 4.66 Esquema para o 
Problema prático 4.18. 

• PROBLEMA PRÁTICO 4.18 


Aplicando a LKT no laço ab, obtemos 

—Vi + V T h + v 2 = 0 ou V Th = i>i - v 2 = 55 - 132 = —77 V 

Determinando o equivalente de Thévenin, encontramos a corrente que passa pelo gal- 
vanômetro usando a Figura 4.65c. 

Vjh -77 

1 G = -—-=-= -74,76 mA 

/e T h + R m 990 + 40 

O sinal negativo indica que a corrente flui no sentido oposto àquele suposto, isto é, do 
terminal b para o terminal a. 


Obtenha a corrente que passa pelo galvanômetro, com resistência de 14 íl, na ponte de 
Wheatstone, como mostrado na Figura 4.66. 

Resposta: 64 mA. 


4.11 


Resumo 


1. Uma rede linear é formada por elementos lineares, fontes dependentes li¬ 
neares e fontes independentes lineares. 

2. Os teoremas de circuitos são usados para reduzir um circuito complexo a 
um mais simples, tornando, portanto, mais fácil a análise de circuitos. 

3. O princípio da superposição afirma que para um circuito com várias fontes 
independentes, a tensão (ou a corrente) em um elemento é igual à soma al¬ 
gébrica de todas as tensões (ou correntes) individuais devido a cada fonte 
independente atuando em dado instante. 

4. Transformação de fontes é um procedimento para transfonnar uma fonte 
de tensão em série com um resistor em uma fonte de corrente em paralelo 
com um resistor, ou vice-versa. 

5. Os teoremas de Thévenin e de Norton possibilitam que isolemos parte 
de um circuito enquanto seu restante é substituído por um equivalente. O 
circuito equivalente de Thévenin é formado por uma fonte de tensão V Th 
em série com um resistor R- Ih , enquanto o de Norton é constituído por uma 
fonte de corrente I N em paralelo com um resistor R N . Os dois teoremas se 
relacionam entre si pela transformação de fontes. 


Rn — R'ih, 


In — 


^Th 

^Th 


6. Para dado circuito equivalente de Thévenin, a máxima transferência de 
potência ocorre quando R L = R Jh . isto é, quando a resistência de carga é 
igual à resistência de Thévenin. 

7. O teorema da máxima transferência de potência afirma que a potência má¬ 
xima é liberada por uma fonte para a carga R L , quando R L for igual a R Th , 
que é a resistência de Thévenin nos terminais da carga. 

8. O PSpice pode ser usado para comprovar os teoremas de circuitos vistos 
neste capítulo. 

9. A modelagem de fontes e a medida de resistências usando uma ponte de 
Wheatstone são aplicações do teorema de Thévenin. 
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Questões para revisão 


4.1 A corrente que passa por um ramo em um circuito linear é 
de 2 A quando a tensão da fonte de entrada for de 10 V. Se 
a tensão for reduzida para 1 V e a polaridade invertida, a 
corrente que passa por esse ramo será: 

(a) -2 A (b) -0,2 A (c) 0,2 A 

(d) 2 A (e) 20 A 

4.2 Para a superposição, não é necessário que seja conside¬ 
rada apenas uma fonte independente por vez; um número 
qualquer de fontes independentes pode ser considerado ao 
mesmo tempo. 

(a) verdadeiro (b) falso 

4.3 O princípio da superposição se aplica ao cálculo de potência, 

(a) verdadeiro (b) falso 

4.4 Consulte a Figura 4.67. A resistência de Thévenin nos ter¬ 
minais a e b é: 


(a) 25 Í1 (b) 20 Í1 

(c) 5Í1 (d) 4 0 


5 Q 
■AMV 


50 V 



20 D 


Figura 4.67 Esquema para as Questões para revisão 4.4 a 4.6. 

4.5 

A tensão de Thévenin nos terminais a e b do circuito da 


Figura 4.67 é: 



(a) 50 A 

(b) 40 A 


(c) 20 A 

(d) 10 A 

4.6 

A corrente de Norton nos terminais 

a e b do circuito da 


Figura 4.67 é: 



(a) 10 A 

(b) 2,5 A 


(c) 2 A 

(d) 0A 


4.7 A resistência de Norton R N é exatamente igual à resistên¬ 
cia de Thévenin 7? Th . 

(a) verdadeiro (b) falso 

4.8 Que par de circuitos da Figura 4.68 são equivalentes? 

(a) a e b 

(b) b e d 

(c) a e c 

(d) c e d 


5Í2 5£2 



(c) (d) 

Figura 4.68 Esquema para a Questão para revisão 4.8. 

4.9 Uma carga é conectada a uma rede. Nos terminais aos 
quais a carga está conectada, R Tb = 10 Í1 e V Th = 40 V. A 
potência máxima fornecida à carga é: 

(a) 160 W (b) 80 W 

(c) 40 W (d) 1 W 

4.10 Uma fonte fornece a potência máxima à sua carga quando 
a resistência de carga for igual à resistência da fonte. 

(a) verdadeiro (b) falso 


Respostas: 4.1b, 4.2a, 4.3b, 4.4d, 4.5b, 4.6a, 4.7a, 4.8c, 4.9c, 

4.10 a. 


Problemas 


• Seção 4.2 Propriedade da linearidade 

4.1 Calcule a corrente i a no circuito da Figura 4.69. Qual o 
valor da tensão de entrada é necessário para fazer que i a 
seja igual a 5 A? 


5 £2 25 £2 



Figura 4.69 Esquema para o Problema 4.1. 


4.2 Usando a Figura 4.70, elabore um problema para ajudar 
eüd outros estudantes a entender melhor a linearidade. 


R 2 r 4 



Figura 4.70 Esquema para o Problema 4.2. 

4.3 (a) No circuito da Figura 4.71, calcule v„ e i a quando v s = 1 V. 

(b) Determine v a e i a quando v s = 10 V. 
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(c) Quais são os valores de v a e i 0 quando cada um dos 
resistores de 1 fí for substituído por um resistor de 
10 Í1 e 10 V? 


1 Q. 



4.4 Use a linearidade para determinar i a no circuito da Figura 
4.72. 


3 Q 


2 Q. 


-VWV-r 

-rAAN\ -|— 





60 | 

4SS 

c 


9 A 


Figura 4.72 Esquema para o Problema 4.4. 

4.5 Para o circuito da Figura 4.73, suponha que v a = 1 V e use 
a linearidade para determinar o valor real de v 0 . 



4 Q 


Figura 4.73 Esquema para o Problema 4.5. 

4.6 Para o circuito linear apresentado na Figura 4.74, use o 
princípio da linearidade para completar a tabela a seguir. 

Experimento V s V„ 


1 

12 V 

4 V 

2 


16 V 

3 

1 V 


4 


-2 V 



Figura 4.74 Esquema para o Problema 4.6. 

4.7 Use o princípio da linearidade e a hipótese de que V 0 = IV 
para determinar o valor real de V a na Figura 4.75. 


1 D 

-vwv- 


4 V 


© 


4Q 

-AAAV 


: 3 Q, 


2 Q. 


• Seção 4.3 Superposição 

4.8 Usando superposição, determine V a no circuito da Figura 
J3 4.76. Confira usando o PSpice ou MultiSim. 



Figura 4.76 Esquema para o Problema 4.8. 

4.9 Dado que 7=4 quando K J = 40Ve/ J = 4Ae/=lA quando V s 
= 20VeI s = 0, use o teorema da superposição e a linearidade 
para determinar o valor de I quando V s = 60 V e I s = -2 A. 



Figura 4.77 Esquema para o Problema 4.9. 

4.10 Usando a Figura 4.78, elabore um problema para ajudar 
eQd outros estudantes a entenderem melhor o teorema da su¬ 
perposição. Note que a letra k é um ganho que você pode 
especificar de forma a tomar o problema de fácil solução, 
mas seu valor não deve ser nulo. 



Figura 4.78 Esquema para o Problema 4.10. 


4.11 Use o princípio da superposição para determinar i 0 e v a no 
M circuito da Figura 4.79. 


i 0 10 Q. 20 D 




-WA- 

—VM- 



+ v 0 ~ 


6A( 

) 40 Q; 

í 

> 4 4 à 


Figura 4.79 Esquema para o Problema 4.11. 

4.12 Determine v D no circuito da Figura 4.80 usando o princípio 
da superposição. 


2 A 



Figura 4.80 Esquema para o Problema 4.12. 


Figura 4.75 Esquema para o Problema 4.7. 
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4.13 Use superposição para determinar v a no circuito da Figura 4.18 Use superposição para determinar V a no circuito da Figura 
j§ 4.81. 4.86. 


4 A 



Figura 4.81 Esquema para o Problema 4.13. 

4.14 Aplique o princípio da superposição para determinar v 0 no 
Jíj circuito da Figura 4.82. 


6Q 



1 Q 



4.19 Use superposição para determinar v x no circuito da Figura 
4.87. 



Figura 4.87 Esquema para o Problema 4.19. 


4.15 Para o circuito da Figura 4.83, use superposição para deter- 
M minar i. Calcule a potência liberada para o resistor de 3 íl. 



4.16 Dado o circuito da Figura 4.84, use superposição para 
obter i 0 . 

4 A 



Figura 4.84 Esquema para o Problema 4.16. 

4.17 Use superposição para obter v x no circuito da Figura 4.85. 
MH Verifique seu resultado usando o PSpice ou MultiSim. 

ML 


30 fí 10 £2 20 Q. 



-WA- 

—vw\- 


—VWV- 



1 

+ 



90 V (\ 

Li 

> 60 Q Q 

) 6 A 

► 30 Í2 ( + 


Figura 4.85 Esquema para o Problema 4.17. 


• Seção 4.4 Transformação de fontes 


4.20 Use transformação de fontes para reduzir o circuito da Fi¬ 
gura 4.88 a uma única fonte de tensão em série com um 
único resistor. 



Figura 4.88 Esquema para o Problema 4.20. 


4.21 Usando a Figura 4.89, elabore um problema para ajudar ou- 
e d tros estudantes a entender melhor a transformação de fontes. 


‘o R, 



Figura 4.89 Esquema para o Problema 4.21. 


4.22 Para o circuito da Figura 4.90, use transformação de fontes 
para detenninar i. 


5Q. 10 £2 


2 A 



—WA— 

-—VWv- 

i' 

D I 

> 5 £2 ' 

▼ 

> 4£2 (t 


20 V 


Figura 4.90 Esquema para o Problema 4.22. 
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4.23 Consultando a Figura 4.91, use transformação de fontes 4.27 Aplique transformação de fontes para determinar v x no 
para determinar a corrente e a potência no resistor de 8 Í2. circuito da Figura 4.95. 


8 £2 3Q 



4.24 Use transformação de fontes para determinar a tensão V x 
no circuito da Figura 4.92. 


3 A 



Figura 4.92 Esquema para o Problema 4.24. 

4.25 Determine v 0 no circuito da Figura 4.93 usando transfor¬ 
mação de fontes. Verifique seu resultado usando o PSpice 
ou MultiSim. 


2A 



Figura 4.93 Esquema para o Problema 4.25. 

4.26 Use transformação de fontes para determinar i 0 no circuito 
da Figura 4.94. 


10 £2 

-WW 


a 12 £2 fo 


+ v r 


50 V (t) 


20 £2 

AAAÀ- 


40 £2 (T) 8 A (í) 40 V 


Figura 4.95 Esquema para o Problema 4.27. 


4.28 Use transformação de fontes para detemiinar I 0 na Figura 
4.96. 


1 £2 4 4 £2 



4.29 Use transformação de fontes para obter v 0 no circuito da 
Figura 4.97. 


4k£2 



Figura 4.97 Esquema para o Problema 4.29. 

4.30 Use transformação de fontes no circuito mostrado na Figu¬ 
ra 4.98 para determinar i x . 


24 £2 60 £2 



Figura 4.98 Esquema para o Problema 4.30. 


5 £2 



20 V 


4.31 Determine v x no circuito da Figura 4.99 usando transfor¬ 
mação de fontes. 


12 V 



Figura 4.94 Esquema para o Problema 4.26. 


Figura 4.99 Esquema para o Problema 4.31. 
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4.32 Use transformação de fontes para determinar i x no circuito 
da Figura 4.100. 


4.37 Determine o equivalente de Norton em relação aos termi¬ 
nais a-b no circuito mostrado na Figura 4.104. 


10 £2 



Figura 4.100 Esquema para o Problema 4.32. 


2 A 



• Seções 4.5 e 4.6 Teoremas de Thévenin e de 
Norton 

4.33 Determine o circuito equivalente de Thévenin, referente 
ao circuito mostrado na Figura 4.101, visto pelo resistor 
de 5 íl. 

Em seguida, calcule a corrente no resistor de 5 íl. 


10 D 




-VWv- 

4 A Q 

) | 

: 10 £2 


Figura 4.101 Esquema para o Problema 4.33. 


Figura 4.104 Esquema para o Problema 4.37. 


4.38 Aplique o teorema de Thévenin para determinar V a no cir¬ 
cuito da Figura 4.105. 


4 £2 


1 £2 




—- 

-VWV— 

3 A Q 

) i 


í 5 £2 

> 16 £1 

10 £2 í 


+ 

: V„ 


12 V 


Figura 4.105 Esquema para o Problema 4.38. 


4.34 Usando a Figura 4.102, elabore um problema que ajudará 
edd outros estudantes a entender melhor circuitos equivalentes 
de Thévenin. 


/ 



Figura 4.102 Esquema para os Problemas 4.34 e 4.49. 

4.35 Use o teorema de Thévenin para encontrar v D no Problema 
4.12. 

4.36 Calcule a corrente i no circuito da Figura 4.103 usando o 
teorema de Thévenin. ( Sugestão : Determine o equivalente 
de Thévenin visto pelo resistor de 12 íl.) 



4.39 Obtenha o equivalente de Thévenin nos terminais a-b do 
circuito da Figura 4.106. 

3 A 



4.40 Determine o equivalente de Thévenin nos terminais a-b do 
circuito da Figura 4.107. 


+ y - 

v O 



Figura 4.103 Esquema para o Problema 4.36. 


Figura 4.107 Esquema para o Problema 4.40. 
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4.41 Determine os equivalentes de Thévenin e de Norton nos 
terminais a-b do circuito mostrado na Figura 4.108. 


1 A 


Q) 


14 V 

-e- 


6 Q. 


14 Q 

-m- 

3 A 


O) 



Figura 4.108 Esquema para o Problema 4.41. 


*4.42 Para o circuito da Figura 4.109, determine o equivalente 
de Thévenin entre os terminais a-b. 

20 Q 



Figura 4.109 Esquema para o Problema 4.42. 


4.46 Usando a Figura 4.113, elabore um problema para ajudar 
e®d outros estudantes a entender melhor circuitos equivalente 
de Norton. 


R 2 



-VWv- 

— 

D «i; 


í «3 


Figura 4.113 Esquema para o Problema 4.46. 

4.47 Obtenha os circuitos equivalentes de Thévenin e de Nor¬ 
ton do circuito na Figura 4.114 em relação aos terminais 
a-b. 


12 Q. 



4.43 Determine o equivalente de Thévenin a partir dos termi¬ 
nais a e b do circuito mostrado na Figura 4.110 e calcule i x . 

10 Q a 6 0. b 



Figura 4.110 Esquema para o Problema 4.43. 

4.44 Para o circuito da Figura 4.111, obtenha o equivalente de 
Thévenin conforme visto dos terminais. 

(a) a-b (b) b-c 


3fi 1 Q 



Figura 4.111 Esquema para o Problema 4.44. 


4.45 Determine o equivalente de Norton do circuito da Figura 
4.112 visto pelo terminais a-b. 


60 



Figura 4.112 Esquema para o Problema 4.45. 


4.48 Determine o equivalente de Norton nos terminais a-b para 
o circuito da Figura 4.115. 



4.49 Determine o equivalente de Norton visto pelos terminais 
a-b do circuito da Figura 4.102. Seja V = 40 V, 7 = 3 A, 
Rt = 10 O, R 2 = 40 Í1 e R 3 = 20 D. 

4.50 Obtenha o equivalente de Norton do circuito da Figura 
4.116 à esquerda dos terminais a-b. Use o resultado para 
encontrar a corrente i. 


60 


12 V 



4 A 


Figura 4.116 Esquema para o Problema 4.50. 


4.51 Dado o circuito da Figura 4.117, obtenha o equivalente de 
Norton conforme visto dos terminais: 


* O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 


(a) a-b 

(b) c-d 
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a b 


4.56 Use o teorema de Norton para determinar V 0 no circuito da 



Figura 4.122. 


36 V 


12 k£2 2 kQ 10 kQ 


-VM— 

— WA — 

—vwv - 

+) 24kQ < 

T 1 

> G 

3 mA 1 kQ 


Figura 4.122 Esquema para o Problema 4.56. 


4.52 Para o modelo de transistor da Figura 4.118, obtenha o 4 57 obtenha os circuitos equivalentes de Thévenin e de Nor- 
equivalente de Thévenin nos terminais a-b. ton nos terminais a-b para o circuito da Figura 4.123. 


3 kQ 



4.53 Determine o equivalente de Norton nos terminais a-b do 
circuito da Figura 4.119. 


50 V 




2 £2 
AVvV- 


0,5Dj. 


o a 


10 Q 


-o b 


Figura 4.123 Esquema para os Problemas 4.57 e 4.79. 


4.58 A rede na Figura 4.124 representa um modelo de um am¬ 
plificador com transistor bipolar de emissor comum co¬ 
nectado a uma carga. Determine a resistência de Thévenin 
vista pela carga. 


0,25u, 



4.54 Determine o equivalente de Thévenin entre os terminais 
a-b do circuito da Figura 4.120. 

1 kQ 



Figura 4.120 Esquema para o Problema 4.54. 


* 4.55 Obtenha o equivalente de Norton nos terminais a-b do cir¬ 
cuito da Figura 4.121. 




Figura 4.124 Esquema para o Problema 4.58. 

4.59 Determine os equivalentes de Thévenin e de Norton nos 
terminais a-b do circuito da Figura 4.125. 



* 4.60 Para o circuito da Figura 4.126, encontre os circuitos equi¬ 
valentes de Thévenin e de Norton nos terminais a-b. 


2A 



Figura 4.121 Esquema para o Problema 4.55. 


Figura 4.126 Esquema para os Problemas 4.60 e 4.81. 
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4.61 Obtenha os circuitos equivalentes de Thévenin e de Nor- 
ü ton nos terminais a-b do circuito da Figura 4.127. 



4.62 Determine o equivalente de Thévenin do circuito da Figu- 
Ü ra 4.128. 

ML 



Figura 4.128 Esquema para o Problema 4.62. 


4.63 Determine o equivalente de Norton para o circuito da Fi¬ 
gura 4.129. 



Figura 4.129 Esquema para o Problema 4.63. 


4.65 Para o circuito mostrado na Figura 4.131, determine a re¬ 
lação entre V„ e I 0 . 

4 Q 2£1 1 ° 



Figura 4.131 Esquema para o Problema 4.65. 


• Seção 4.8 Máxima transferência de 
potência 

4.66 Determine a potência máxima que pode ser liberada para o 
resistor i? no circuito da Figura 4.132. 



Figura 4.132 Esquema para o Problema 4.66. 

4.67 O resistor variável R na Figura 4.133 é ajustado até absor¬ 
ver a potência máxima do circuito. 

(a) Calcule o valor de R para a potência máxima. 

(b) Determine a potência máxima absorvida por R. 



Figura 4.133 Esquema para o Problema 4.67. 


4.64 Obtenha o equivalente de Thévenin visto nos terminais 
a-b do circuito na Figura 4.130. 


4Q 

-VvVV 



i a 


AWV-o a 



■O b 


Figura 4.130 Esquema para o Problema 4.64. 


4.68 Calcule o valor de R que resulta na máxima transferência 
de potência para o resistor de 10 Í2 na Figura 4.134. De¬ 
termine a potência máxima. 


R 



Figura 4.134 Esquema para o Problema 4.68. 
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4.69 Determine a potência máxima transferida para o resistor R 
no circuito da Figura 4.135. 


10 kQ 22 kQ 

—Wà—I-WW 


100 V 



Figura 4.135 Esquema para o Problema 4.69. 


4.70 Determine a potência máxima liberada para o resistor variá¬ 
vel R mostrado no circuito da Figura 4.136. 



Figura 4.136 Esquema para o Problema 4.70. 


4.71 Para o circuito da Figura 4.137, que resistor conectado entre 
os terminais a-b absorverá a potência máxima do circuito? 
De quanto é essa potência? 


3 kQ 10 kQ 



4.73 Determine a potência máxima que pode ser liberada ao re¬ 
sistor variável R no circuito da Figura 4.139. 



Figura 4.139 Esquema para o Problema 4.73. 

4.74 Para a ponte mostrada na Figura 4.140, determine a carga 
R l para a transferência de potência máxima e a potência 
máxima absorvida pela carga. 



Figura 4.140 Esquema para o Problema 4.74. 

* 4.75 Para o circuito da Figura 4.141, detemiine o valor de R tal 
que a potência máxima liberada para a carga seja de 3 mW. 

R 



Figura 4.141 Esquema para o Problema 4.75. 


4.72 (a) Para o circuito na Figura 4.138, obtenha o equivalente 
de Thévenin nos terminais a-b. 

(b) Calcule a corrente em R L = 8 íl. 

(c) Determine R L para a máxima potência que pode ser li¬ 
berada para R L . 

(d) Determine essa potência máxima. 


2 A 



Figura 4.138 Esquema para o Problema 4.72. 


• Seção 4.9 Verificação dos teoremas de 
$ circuitos usando o PSpice 

4.76 Resolva o Problema 4.34, usando o PSpice ou MultiSim. 
Seja V = 40 V, I = 3 A, R t = 10 íl, R 2 = 40 íl, e R 3 = 
20 íl. 

4.77 Use o PSpice ou MultiSim para solucionar o Problema 4.44. 

4.78 Use o PSpice ou MultiSim para solucionar o Problema 4.52. 

4.79 Obtenha o equivalente de Thévenin do circuito da Figura 
4.123 usando o PSpice ou MultiSim. 

4.80 Use o PSpice ou MultiSim para determinar o circuito equi¬ 
valente de Thévenin nos terminais a-b do circuito da Figura 
4.125. 

4.81 Para o circuito da Figura 4.126, use o PSpice ou MultiSim 
para detenninar o equivalente de Thévenin nos tenninais a-b. 
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• Seção 4.10 Aplicações 

4.82 Uma bateria tem uma corrente de curto-circuito de 20 A 
e uma tensão de circuito aberto de 12 V. Se a bateria for 
conectada a uma lâmpada de resistência 2 íl, calcule a 
potência dissipada pela lâmpada. 

4.83 Foram obtidos os seguintes resultados de medições feitas 
entre os dois terminais de um circuito resistivo. 

Tensão nos terminais 12 V 0 V 

Corrente nos terminais 0 A 1,5 A 

Determine o equivalente de Thévenin do circuito. 

4.84 Quando conectado a um resistor de 4 Cl, uma bateria tem 
uma tensão nos tenninais de 10,8 V, mas produz 12 V em 
um circuito aberto. Detennine o circuito equivalente de 
Thévenin para a bateria. 

4.85 O equivalente de Thévenin nos terminais a-b do circui¬ 
to linear mostrado na Figura 4.142 deve ser determinado 
por meio de medições. Quando um resistor de 10 kíl é 
conectado aos terminais a-b, a medição da tensão resulta 
em 6 V. Quando um resistor de 30 kíl é conectado aos 
tenninais, o resultado para a medição de V ab é de 12 V. 
Determine: (a) o equivalente de Thévenin nos terminais 
a-b; (b) V ab quando um resistor de 20 kíl é conectado aos 
terminais a-b. 

-o a 

Circuito 

Linear 

-o b 

Figura 4.142 Esquema para o Problema 4.85. 

4.86 Uma caixa preta com um circuito nela embutido é conec¬ 
tada a um resistor variável. São usados um amperímetro 
ideal (com resistência zero) e um voltímetro ideal (com re¬ 
sistência infinita) para medir corrente e tensão, confonne 
indicado na Figura 4.143. Os resultados são apresentados 
na tabela da página seguinte. 


i 



Figura 4.143 Esquema para o Problema 4.86. 


(a) Determine i quando R = 4 íl. 

(b) Determine a potência máxima obtida da caixa preta. 

MI) _Ml_ '(A) 

2 3 1,5 

8 8 1,0 

14_10j5_0,75 

4.87 E feito o modelo de um transdutor com uma fonte de cor- 
ed rente I s e uma resistência em paralelo R s . A medição da 
corrente nos tenninais da fonte resulta em 9,975 niA quan¬ 
do for usado um amperímetro com resistência interna de 
20 Cl. 


(a) Se o acréscimo de um resistor de 2 kfí entre os ter¬ 
minais da fonte faz a leitura no amperímetro cair para 
9,876 mA, calcule l, e R s . 

(b) Qual será a leitura do amperímetro se a resistência en¬ 
tre os terminais da fonte for alterada para 4 kfí? 

4.88 Considere o circuito da Figura 4.144. Um amperímetro 
com resistência interna R : é inserido entre A e B para me¬ 
dir I 0 . Determine a leitura do amperímetro se: 

(a) Rj = 500 Cl, (b) R t = 0 Cl (Sugestão: Determine o cir¬ 
cuito equivalente de Thévenin nos terminais a-b.) 


2 kQ b 5 k£2 



10 k£2 

Figura 4.144 Esquema para o Problema 4.88. 

4.89 Considere o circuito da Figura 4.145. (a) Substitua o resis¬ 
tor R l por um amperímetro de resistência zero e determine 
a leitura do amperímetro, (b) Para verificar o teorema da 
reciprocidade, faça uma troca entre o amperímetro e a fonte 
de 12 V e determine novamente a leitura no amperímetro. 



Figura 4.145 Esquema para o Problema 4.89. 

4.90 A ponte de Wheatstone mostrada na Figura 4.146 é usada 
eOd para medir a resistência de um extensômetro ( strain gaugé). 
O resistor ajustável tem um ajuste linear com valor má¬ 
ximo igual a 100 íl. Se for determinado que a resistência 
do medidor de defonnação é de 42,6 Cl, em que fração do 
curso completo do cursor deslizante ele se encontra quan¬ 
do a ponte estiver equilibrada? 


R s 



Figura 4.146 Esquema para o Problema 4.90. 

4.91 (a) Na ponte de Wheatstone da Figura 4.147, selecione 
eOd os valores de R l e R 3 , tais que a ponte possa medir R x no 
intervalo de 0 Cl a 10 íl. (b) Repita o exercício para um 
intervalo de 0 íl a 100 íl. 
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Figura 4.147 Esquema para o Problema 4.91. 

*4.92 Considere a ponte da Figura 4.148. A ponte se encontra 
eOd equilibrada? Se o resistor de 10 kíl for substituído por um 


resistor de 18 kíl, que resistor conectado entre os terminais 
a-b absorve a potência máxima? Qual é essa potência? 


2 kíl 



Figura 4.148 Esquema para o Problema 4.92. 


Problemas abrangentes 


4.93 O circuito da Figura 4.149 é um modelo de amplificador *4.96 Um conjunto de resistências é conectado a um resistor de 

com transistores de emissor comum. Determine i x usando eQd carga R e uma bateria de 9 V confonne mostrado na Figu- 
transformação de fontes. ra 4.151. 



Figura 4.149 Esquema para o Problema 4.93. 


4.94 Atenuador é um circuito de interface que reduz o nível de 
eQd tensão sem mudar a resistência de saída. 

(a) Através da especificação de R s e R p na interface da 
Figura 4.150, projete um atenuador que atenda às se¬ 
guintes especificações: 

Vo 

-f = 0,125, R cq = tf-rh = R g = 100 Í2 

'g 

(b) Usando a interface projetada no item (a), calcule a cor¬ 
rente através de uma carga de R L = 50 Í1 e V g = 12 V. 



Figura 4.150 Esquema para o Problema 4.94. 

* 4.95 Um voltímetro CC com sensibilidade de 20 kíl/V é usado 
eÂd para encontrar o equivalente de Thévenin de um circuito 
linear. As leituras em duas escalas são as seguintes: 

(a) Escala 0-10 V: 4 V 

(b) Escala 0-50 V: 5 V 


(a) Determine o valor de R tal que V a = 1,8 V. 

(b) Calcule o valor de R que drenará a corrente máxima. 
Qual é a corrente máxima? 


+ 


R 

A/WV- 


10 Q. 

60 Ü. 

-W7V- 


r*-l—VWV- 
10 Q 


íü 


-WA- 


10 Q 

—VvVv—p-^ 


40 Q 


+ 9V~ 

Figura 4.151 Esquema para o Problema 4.96. 


4.97 Um circuito amplificador de emissor comum é mostrado 
eOd na Figura 4.152. Obtenha o equivalente de Thévenin para 
os pontos B e E. 



Figura 4.152 Esquema para o Problema 4.97. 


Obtenha a tensão de Thévenin e a resistência de Thévenin * 4.98 Para o Problema prático 4.18, determine a corrente através 

do circuito linear. do resistor de 40 Í1 e a potência dissipada pelo resistor. 



















































AMPLIFICADORES OPERACIONAIS 



Aqueles que não ponderam são fanáticos, aqueles que não podem são tolos, e 
aqueles que não ousam são escravos. 

Lord Byron 


Progresso profissional 

Carreira em instrumentação eletrônica 

A engenharia envolve a aplicação de princípios fí¬ 
sicos ao desenvolver dispositivos para o benefício 
da humanidade. Porém, esses princípios não po¬ 
dem ser compreendidos sem medição; de fato, os 
físicos normalmente dizem que física é a ciência 
que mede a realidade. Assim como as medidas são 
as ferramentas para entender o mundo físico, os 
instrumentos são as ferramentas para medição. O 
amplificador operacional que será apresentado nes¬ 
te capítulo é um elemento fundamental da instru¬ 
mentação eletrônica moderna. Consequentemente, 
o domínio de seus fundamentos é primordial para 
qualquer aplicação prática de circuitos eletrônicos. 

Os instrumentos eletrônicos são usados em 
todos os campos da ciência e da engenharia. Eles 
se proliferaram na ciência e na tecnologia a ponto 
de que seria incabível ter uma formação técnica ou 
científica sem ter tido contato com os instrumentos 


eletrônicos. Por exemplo, físicos, fisiologistas, quí¬ 
micos e biólogos têm de aprender a usá-los. Particu¬ 
larmente, para os estudantes de engenharia elétrica, 
a habilidade na operação de instrumentos eletrôni¬ 
cos analógicos e digitais, como amperímetros, voltí¬ 
metros, ohmímetros, osciloscópios, analisadores de 
espectro e geradores de sinais, é fundamental. 

Além de desenvolver a capacidade de operar os 
instrumentos, alguns engenheiros eletricistas se es¬ 
pecializam no projeto e na construção de instrumen¬ 
tos eletrônicos. Esses engenheiros sentem prazer 
em construir seus próprios instrumentos, sendo que 
a maioria deles inventa e patenteia suas invenções. 
Especialistas em instrumentos eletrônicos encon¬ 
tram colocação em faculdades de medicina, hospi¬ 
tais, laboratórios de pesquisa, indústria aeronáutica 
e em milhares de outras indústrias em que instru¬ 
mentos eletrônicos são usados rotineiramente. 


154 
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Introdução 

Após termos aprendido as leis e teoremas básicos da análise de circuitos, ago¬ 
ra estamos prontos para estudar um elemento de circuito ativo de fundamental 
importância: o amplificador operacional (ou AOP), que é um componente bá¬ 
sico dos circuitos. 


5.1 


O amplificador operacional é uma unidade eletrônica que se comporta 
como uma fonte de tensão controlada por tensão. 


Ele também pode ser usado na construção de uma fonte de corrente controlada 
por corrente ou tensão. Um AOP é capaz de adicionar sinais, amplificar um 
sinal, integrá-lo ou diferenciá-lo. Essa habilidade em realizar operações mate¬ 
máticas é a razão para ele ser chamado de amplificador operacional. Esse tam¬ 
bém é o motivo para o seu largo uso em projetos analógicos. Os amplificadores 
operacionais são populares em projetos de circuitos práticos, pois são versá¬ 
teis, baratos, fáceis de usar e muito utilizados por projetistas. 

Começaremos discutindo o AOP ideal e, posteriormente, consideraremos 
o AOP real. Usando-se a análise nodal como ferramenta, levamos em conta 
circuitos com amplificadores operacionais ideais como inversor, seguidor de 
tensão, somador e amplificador diferencial. Também analisaremos circuitos 
com amplificadores operacionais utilizando o PSpice. Finalmente, aprendere¬ 
mos como um AOP é empregado em conversores digitais-analógicos e ampli¬ 
ficadores para instrumentação. 


O termo amplificador operacional 
foi introduzido em 1947 por John 
Ragazzini e seus colegas, em seu 
trabalho sobre computadores 
analógicos para o National 
Defense Research Council, após 
a Segunda Guerra Mundial. 

Os primeiros amplificadores 
operacionais usavam válvulas em 
vez de transistores. 


Um amplificador operacional 
também pode ser considerado 
um amplificador de tensão de 
alto ganho. 



Amplificadores operacionais 

Um AOP é projetado de forma a executar algumas operações matemáticas 
quando componentes externos, como resistores e capacitares, estão conectados 
a seus terminais. Portanto, 


5.2 


Amplificador operacional é um elemento de circuito ativo projetado 
para executar operações matemáticas de adição, subtração, multiplicação, 
divisão, diferenciação e integração. 


Ele é um dispositivo eletrônico formado por um complexo arranjo de re¬ 
sistores, transistores, capacitores e diodos. Uma discussão completa do que há 
por dentro do amplificador operacional está fora do escopo deste livro. Bastará 
tratarmos o amplificador operacional como um componente básico para a cria¬ 
ção de circuitos e simplesmente estudar o que acontece em seus terminais. 

Os AOPs são encontrados no mercado em circuitos integrados sob diver¬ 
sas formas. A Figura 5.1 ilustra um circuito integrado de AOP comum. Uma 
forma conhecida é o Dual In-line Package (DIP) de oito pinos, mostrado na 
Figura 5.2 a. O pino ou terminal 8 não é utilizado, e os terminais 1 e 5 são de 
pequeno interesse para nós. Os cinco terminais importantes são: 

1. Entrada inversora, pino 2. 

2. Entrada não inversora, pino 3. 

3. Saída, pino 6. 

4. Fonte de alimentação positiva V + , pino 7. 

5. Fonte de alimentação negativa V~, pino 4. 



Figura 5.1 Um AOP típico. 

(Cortesia da Tech America.) 


A pinagem na Figura 5.2a 
corresponde ao amplificador 
operacional (AOP) 741 para 
aplicações gerais fabricado pela 
Fairchild Semiconductor. 
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(«) 


Ajuste de offset 
(b) 


Figura 5.2 AOP comum: (a) pinagem; ( b ) símbolo representativo em circuitos. 




Figura 5.4 O circuito equivalente a 
um AOP real. 


O símbolo representativo em circuitos para um AOP é o triângulo indicado na 
Figura 5.2/?; conforme mostrado, ele possui duas entradas e uma saída, nas quais 
as entradas são marcadas com sinais negativo (-) e positivo (+) para especificar, 
respectivamente, entradas inversora e não inversora. Uma entrada aplicada ao 
terminal não inversor aparecerá com a mesma polaridade na saída, enquanto 
uma entrada aplicada ao terminal inversor aparecerá invertida na saída. 

Como um elemento ativo, o AOP deve ser alimentado por uma fonte de ten¬ 
são, conforme ilustrado na Figura 5.3. Embora, para simplificar, as fontes de ali¬ 
mentação muitas vezes sejam ignoradas em diagramas de circuitos com AOPs, 
as correntes das fontes de alimentação não devem ser menosprezadas. Pela LKC, 

i„ = i i + i 2 + i+ + i (5-1) 

O modelo de circuito equivalente a um AOP é mostrado na Figura 5.4. A 
parte referente à saída consiste em uma fonte controlada por tensão em série com 
a resistência de saída R a . Fica evidente, a partir dessa figura, que a resistência de 
entrada R f é a resistência equivalente de Thévenin vista pelos terminais de en¬ 
trada, enquanto a resistência de saída R a é a resistência equivalente de Thévenin 
vista na saída. A tensão de entrada diferencial v d é dada por 

v d = v 2 ~ v l (5.2) 

onde v l é a tensão entre o terminal inversor e o terra, er 2 éa tensão entre o 
terminal não inversor e o terra. O AOP detecta a diferença entre as duas entra¬ 
das, multiplica-a pelo ganho A e faz que a tensão resultante apareça na saída. 
Portanto, a saída v a é dada por 


v 0 = Av d = A(v 2 ~ iq) 


(5.3) 


Algumas vezes, o ganho de tensão 
é expresso em decibéis (dB), 
conforme discutido no Capítulo 14. 
A dB = 20 log 10 A 


A é chamado ganho de tensão de malha aberta, pois é o ganho do AOP sem 
qualquer realimentação externa da saída para a entrada. A Tabela 5.1 apresenta 


Tabela 5.1 • Faixas de valores comuns para parâmetros de AOPs. 

Parâmetro 

Faixas de valores Valores ideais 

Ganho de malha aberta (A) 

10 5 para 10 8 

00 

Resistência de entrada (i?,) 

10 5 para 10 13 Í1 

00 Cl 

Resistência de saída (R 0 ) 

10 para 100 Í1 

Oíl 

Tensão de alimentação ( V cc ) 

5 para 24 V 
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os valores comuns de ganho de tensão A, resistência de entrada R h resistência 
de saída R a e tensão de alimentação V cc . 

O conceito de realimentação é crucial para nosso entendimento em circui¬ 
tos com AOPs. A realimentação negativa é obtida quando a saída é realimen- 
tada no terminal inversor do AOR Conforme ilustra o Exemplo 5.1, quando 
não existe um caminho de realimentação da saída para a entrada, a razão entre 
a tensão de saída e a de entrada é denominada ganho de malha fechada, que é 
quase insensível em relação ao ganho de malha aberta A do AOP, como resul¬ 
tado de realimentação negativa. Por essa razão, os amplificadores operacionais 
são usados em circuitos com realimentação. 

Uma limitação prática do AOP é que a magnitude de sua tensão de saída não 
pode exceder | V cc \. Em outras palavras, a tensão de saída é dependente e limita¬ 
da pela tensão da fonte de alimentação. A Figura 5.5 representa que o AOP pode 
operar em três modos, dependendo da tensão de entrada diferencial, v d \ 

1. Saturação positiva, v a = V cc . 

2. Região linear, - V cc < u 0 = Av d < V cc . 

3. Saturação negativa, v a = -V cc . 

Se tentarmos aumentar v d além do intervalo linear, o AOP torna-se saturado e 
produz v o ~ Vcc OU V Q -Vcc- Neste livro, partiremos do pressuposto de que 
nossos AOPs operam no modo linear. Isso significa que a tensão de saída fica 
limitada a 



Figura 5.5 A tensão de saída, v m do 
AOP em função da tensão de entrada 
diferencial v d . 


— V CC — — V cc (5.4) 

Embora sempre devamos operar com o AOP na região linear, deve-se ter em 
mente a possibilidade de saturação em projetos envolvendo amplificadores 
operacionais, para evitar o projeto de circuitos com amplificadores operacio¬ 
nais que não funcionarão em laboratório. 


Um AOP 741 tem ganho de tensão de malha aberta igual a 2 X 10 5 , resistência de entra¬ 
da de 2 Míl e resistência de saída de 50 íl. O AOP é usado no circuito da Figura 5.6 a. 
Determine o ganho de malha fechada, vjv s . Determine a corrente i quando v s = 2V. 


Ao longo deste livro, 
consideraremos que um AOP 
opera no intervalo linear. Tenha 
em mente a restrição de tensão 
do AOP nesse modo. 


EXEMPLO 5.1 




20 kQ 



(a) 


20 kQ 



Figura 5.6 Esquema para o Exemplo 5.1: (a) circuito original; ( b ) circuito equivalente. 


Solução: Usando o modelo de AOP da Figura 5.4, obtemos o circuito equivalente da 
Figura 5.6a, confonne ilustrado na b. Em seguida, resolvemos o circuito da Figura 5.6 b 
utilizando análise nodal. No nó 1, a LKC resulta em 

v s ~ Vi = Vl Vl ~ Vq 

10 X 10 3 2.000 X 10 3 20 X 10 3 
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Multiplicando por 2.000 X 10 3 , obtemos 

200v s = 301i>i - lOOüo 


ou 



j Figura 5.7 Esquema para o 
j Problema prático 5.1. 

• PROBLEMA PRÁTICO 5.1 


2v, + v„ 

2v s = 3ü! - v a => V! = --- (5.1.1) 

No nó O, 

V\ ~ Vq = Vo ~ Av d 
20 X 10 3 ~~ 50 

Porém, v d = —v 1 e A = 200.000. Então 

Vi - v 0 = 400(u o + 200.000iq) (5.1.2) 

Substituindo v l da Equação (5.1.1) na Equação (5.1.2), temos 

0 = 26.667.067u D + 53.333.333u, =í> -=-1,9999699 

V s 

Esse é o ganho de malha fechada, pois o resistor de realimentação de 20 kíl fecha o 
circuito entre os terminais de saída e de entrada. Quando v s = 2 V, v a = -3,9999398 V. 
A partir da Equação (5.1.1), obtemos v l = 20,066667 //V. Portanto, 

- v„ 

i = — -= 0,19999 mA 

20 X 10 3 

Fica evidente que trabalhar com um AOP real é enfadonho, já que estamos lidando com 
números muito grandes. 

Se o mesmo AOP 741 do Exemplo 5.1 for usado no circuito da Figura 5.7, calcule o 
ganho de malha fechada, vjv s . Determine i a quando v s = 1 V. 

Resposta: 9,00041; 657 jliA. 


5.3 


Amplificador operacional ideal 


Para facilitar o entendimento de circuitos com amplificadores operacionais, 
suporemos o emprego de AOPs ideais. Um AOP é ideal se ele apresentar as 
seguintes características: 


1. Ganho de malha aberta infinito (A — °°). 

2. Resistência de entrada infinita (R f — °o). 

3. Resistência de saída zero (R a — 0). 



o- 


1 


■o 


Um amplificador operacional ideal é um amplificador com ganho de ma¬ 
lha aberta infinito, resistência de entrada infinita e resistência de saída zero. 


Embora deduzir que um AOP ideal forneça apenas uma análise aproxima¬ 
da, a maioria dos amplificadores modernos possui ganhos e impedâncias de 
entrada tão elevados que uma análise aproximada já é suficiente. A menos que 
informado o contrário, a partir de agora suporemos que todos os amplificado¬ 
res operacionais usados sejam ideais. 

Para análise de circuitos, o AOP ideal é ilustrado na Figura 5.8, que é derivado 
do modelo real na Figura 5.4. Duas características importantes do AOP ideal são: 


Figura 5.8 Modelo de AOP ideal. 
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1. Correntes em ambos os terminais de entrada são nulas: 


i i = 0, i 2 = 0 


(5.5) 


Isso se deve à resistência de entrada infinita, esta que entre os termi¬ 
nais de entrada implica que existe um circuito aberto e a corrente não é 
capaz de entrar no AOP. Mas a corrente de saída não é, necessariamente, 
igual a zero, de acordo com a Equação (5.1). 

2. Tensão entre os terminais de entrada é igual a zero; isto é, 


v d = v 2 - v 1 = 0 


(5.6) 


ou 


Vi = V 2 


(5.7) 


Portanto, um AOP ideal tem corrente zero em seus dois terminais de 
entrada e a tensão entre os dois terminais de entrada é igual a zero. As 
Equações (5.5) e (5.7) são extremamente importantes e devem ser consi¬ 
deradas como as chaves para a análise de circuitos envolvendo amplifi¬ 
cadores operacionais. 


As duas características podem 
ser exploradas notando-se que, 
para cálculos de tensão, a porta 
de entrada se comporta como 
um curto-circuito, enquanto 
para cálculos de corrente, a 
porta de entrada se comporta 
como um circuito aberto. 


EXEMPLO 5.2 • 

Refaça o Problema prático 5.1 usando o modelo de AOP ideal. 


Solução: Podemos substituir o AOP na Figura 5.7 por seu modelo equivalente na Fi¬ 
gura 5.9, conforme fizemos no Exemplo 5.1. Mas, na verdade, não precisamos fazer 
isso, basta ter em mente as Equações (5.5) e (5.7) à medida que analisamos o circuito 
da Figura 5.7. Por essa razão, o circuito da Figura 5.7 é apresentado como na Figura 
5.9. Note que 


v 2 ~ v s (5.2.1) 

Já que /[ = 0, os resistores de 40 kíl e de 5 kíl estão em série; a mesma corrente passa 
por eles. v l é a tensão no resistor de 5 kíl. Portanto, usando o princípio da divisão de 
tensão, 



Vl 5 + 40 V ° 


Vo 

9 


(5.2.2) 


Figura 5.9 Esquema para o 
Exemplo 5.2. 


De acordo com a Equação (5.7), 


v 2 ~ Vi (5.2.3) 

Substituindo as Equações (5.2.1) e (5.2.2) na Equação (5.2.3) resulta no ganho de ma¬ 
lha fechada, 


v s 




(5.2.4) 


que está muito próximo ao valor 9,00041 obtido com o modelo real no Problema prá¬ 
tico 5.1. Isso demonstra que pequenos erros desprezíveis resultam de termos suposto o 
uso de um AOP ideal. 

No nó o, 


40 


v ° A 

— mA 
20 


(5.2.5) 
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Da Equação (5.2.4), quando v s = 1 V, v 0 = 9 V. Substituir v a = 9 V na Equação (5.2.5) 
produz 

i 0 = 0,2 + 0,45 = 0,65 mA 

Novamente, esse resultado está próximo ao valor 0,657 mA obtido no Problema prático 
5.1 obtido com o modelo real. 

• PROBLEMA PRÁTICO 5.2 Repita o Exemplo 5.1 usando o modelo de AOP ideal. 

Resposta: -2; 200 fiA. 



Figura 5.10 Amplificador inversor. 


5.4 Amplificador inversor 

Nesta e nas seções posteriores, consideraremos alguns circuitos úteis com o 
emprego de amplificadores operacionais que normalmente atuam como módu¬ 
los no projeto de circuitos mais complexos. O primeiro desses circuitos com 
AOP é o amplificador inversor mostrado na Figura 5.10, onde a entrada não 
inversora é aterrada, u, é conectada à entrada inversora através de R l , e o resis- 
tor de realimentação R,é conectado entre a saída e a entrada inversora. Nosso 
objetivo é obter a relação entre a tensão de entrada v t e a tensão de saída v 0 . 
Aplicando a LKC ao nó 1, 


h — h 


v, - V] = V} - Vo 
R 1 Rf 


(5.8) 


Uma característica fundamental do 
amplificador inversor é que tanto 
o sinal de entrada quanto o de 
realimentação estão aplicados ao 
terminal inversor do AOP. 


Porém, para um AOP ideal, v l = v 2 = 0, já que o terminal não inversor está 
aterrado. Portanto, 

Vj_ = _Vo 

Ri Rf 


ou 



(5.9) 


Note que existem dois tipos de 
ganhos: nesse caso, temos o 
ganho de tensão de malha fechada 
Av, enquanto o amplificador 
operacional em si tem um ganho 
de tensão de malha aberta A. 



O ganho de tensão is A v = vjv t = -Rj/R j. A designação do circuito da Figura 
5.10 como um inversor provém do sinal negativo. Por esse motivo, 


Um amplificador inversor inverte a polaridade do sinal de entrada amplifi- 
cando-o ao mesmo tempo. 


Perceba que o ganho é a resistência de realimentação dividida pela 
resistência de entrada, o que significa que o ganho depende apenas dos 
elementos externos conectados ao AOP. Em vista da Equação (5.9), um cir¬ 
cuito equivalente para o amplificador inversor é mostrado na Figura 5.11. 
O amplificador inversor é usado, por exemplo, em um conversor corrente- 
-tensão. 


Figura 5.11 Circuito equivalente 
para o inversor da Figura 5.10. 
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Observe o AOP da Figura 5.12. Se v t = 0,5 V, calcule: (à) tensão de saída v 0 ; e ( b ) cor¬ 
rente no resistor de 10 kíl. 


25 kQ 



Figura 5.12 Esquema para o Exemplo 5.3. 


Solução: 

(a) Usando a Equação (5.9), 


v„ = _ R f 

Vi Ry 


25 

10 


-2,5 


v 0 = -2,5 Vi = -2,5(0,5) = -1,25 V 


(b) A corrente que passa pelo resistor de 10 kíl é 


Vi ~ 0 

Ri 


0,5 - 0 
10 X 10 3 


50 pA 


Determine a saída do circuito com AOP mostrado na Figura 5.13. Calcule a corrente 
que passa pelo resistor de realimentação. 

Resposta: -3,15 V, 26,25 /(A. 


Determine v 0 no circuito com AOP mostrado na Figura 5.14. 

Solução: Aplicando a LKC ao nó a, 

Vg ~ Vo _ 6 ~ Vg 
40 kíl ~~ 20 kíl 

v a - v„ = 12 - 2v a => v 0 = 3v a - 12 

Porém, v a = v b = 2 V para um AOP ideal, em virtude da queda de tensão zero entre os 
terminais de entrada do AOP. Portanto, 

v„ = 6 - 12 = -6 V 

Note que sev b = 0 = v a , então v a = -12, conforme esperado da Equação (5.9). 


São mostrados dois tipos de conversores corrente-tensão (também conhecidos como 
amplificadores de transresistência ) na Figura 5.15. 

(a) Demonstre que, para o conversor da Figura 5.15a, 

Vg 

= -R 

i s 


(b) Demonstre que, para o conversor da Figura 5. \5b, 


— = -/?, 1 + — 



EXEMPLO 5.3 • 


280 k£2 


-WvV 

4 k£2 



Figura 5.13 Esquema para o 
Problema prático 5.3. 


PROBLEMA PRÁTICO 5.3 • 


EXEMPLO 5.4 • 


40 k£2 



Figura 5.14 Esquema para o 
Exemplo 5.4. 


PROBLEMA PRÁTICO 5.4 • 


Resposta: Prova. 
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R 1 R 2 



(a) ( b ) 

Figura 5.15 Esquema para o Problema prático 5.4. 




5.5 Amplificador não inversor 

Outra aplicação importante do AOP é o amplificador não inversor mostrado 
na Figura 5.16. Nesse caso, a tensão de entrada v t é aplicada diretamente ao 
terminal da entrada não inversora, e o resistor R x é conectado entre o terra e 
o terminal inversor. Estamos interessados na tensão de saída e no ganho de 
tensão. A aplicação da LKC no terminal inversor resulta em 


h — *2 


0 ~ Vi = v\ - v 0 

R\ Rf 


Mas v l = v 2 = Vj. A Equação (5.10) fica 


(5.10) 


Figura 5.16 Amplificador não 
inversor. 


-Vj = Vi ~ P 

R\ Rf 


ou 



(5.11) 



Figura 5.17 Seguidor de tensão. 


Primeiro 

estágio 



Segundo 

estágio 


Figura 5.18 Seguidor de tensão 
usado para isolar dois estágios em 
cascata de um circuito. 


O ganho de tensão é A v = v n /v I = 1 + RJR 1; que não tem um sinal negativo. 
Portanto, a saída tem a mesma polaridade que a entrada. 


Um amplificador não inversor é um circuito com amplificador operacional 
projetado para fornecer um ganho de tensão positivo. 


Novamente, notamos que o ganho depende apenas dos resistores externos. 

Perceba que se o resistor de realimentação Rj= 0 (curto-circuito) ou /?, = °° 
(circuito aberto) ou ambos, o ganho se torna 1. Sob essas condições ( R f = 0 
ei?! = °°), o circuito da Figura 5.16 se torna aquele mostrado na Figura 5.17, 
que é chamado seguidor de tensão (ou amplificador de ganho unitário), pois a 
saída segue a entrada. Assim, para um seguidor de tensão 



(5.12) 


Um circuito desses tem uma impedância de entrada muito alta e, portanto, é útil 
como um amplificador de estágio intermediário (ou buffer) para isolar um circui¬ 
to do outro, conforme representado na Figura 5.18. O seguidor de tensão mini¬ 
miza a interação entre os dois estágios e elimina o efeito de carga entre estágios. 
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Para o circuito com AOP da Figura 5.19, calcule a tensão de saída v a . 

Solução: Podemos resolver isso de duas maneiras: usando superposição ou análise 
nodal. 

■ MÉTODO 1 Usando superposição, fazemos 

v 0 = v ol + v o2 

onde u ol se deve à fonte de tensão de 6 V, e v o2 , à entrada de 4 V. Para obter v ol , confi¬ 
guramos a fonte de 4 V igual a zero. Sob tal condição, o circuito se toma um inversor. 
Portanto, a Equação (5.9) dá 

10 

Vol = “(6) = -15 V 


Para se obter v o2 , configuramos a fonte de 6 V igual a zero. O circuito se transforma em 
um amplificador não inversor de modo que a Equação (5.11) se aplica. 


Vo2 = 



14 V 


Logo, 


v 0 = Voi + v o2 = -15 + 14 = -1 V 


MÉTODO 2 Aplicando a lei dos nós ao nó a, 


10 


Porém v a = v h = 4, e, portanto, 

6-4 _ 4 — v 0 
4 ~~ 10 


5 = 4 - v„ 


ou v a = -1 V, como obtido pelo outro método. 


Calcule v a no circuito da Figura 5.20. 

Resposta: 7 V. 


EXEMPLO 5.5 • 


10 kQ 



Figura 5.19 Esquema para o 
Exemplo 5.5. 


4 kí2 



Figura 5.20 Esquema para o 
Problema prático 5.5. 

PROBLEMA PRÁTICO 5.5 • 


5.6 


Amplificador somador 


Além da amplificação, o AOP pode realizar adições e subtrações. A adição é 
executada pelo amplificador somador visto nesta seção; a subtração é realizada 
pelo amplificador diferencial, que será visto na seção seguinte. 


Um amplificador somador é um circuito com amplificador operacional que 
combina várias entradas e produz uma saída que é a soma ponderada das 
entradas. 


O amplificador somador, mostrado na Figura 5.21, é uma variação do am¬ 
plificador inversor. Ele tira proveito do fato de que a configuração inversora 
é capaz de manipular diversas entradas ao mesmo tempo. Devemos ter em 
mente que a corrente que entra em cada entrada do AOP é zero. Aplicando a 
LKC ao nó a temos 



i = i[ + i 2 + «3 


(5.13) 


Figura 5.21 Amplificador somador. 
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Porém, 


h 


V\ ~ Vg 
Ri 


h 


v 2 ~ v, 

R 2 


h 


V3 - v. 

R 3 


v n - v„ 


Rf 


(5.14) 


Notamos que v a = 0 e, substituindo a Equação (5.14) na Equação (5.13), 
obtemos 



(5.15) 


indicando que a tensão de saída é uma soma ponderada das entradas. Por essa 
razão, o circuito da Figura 5.21 é denominado somador. E não é preciso dizer 
que o somador pode ter mais de três entradas. 




EXEMPLO 5.6 


• PROBLEMA PRÁTICO 5.6 


Calcule v„ e i 0 no circuito com AOP da Figura 5.22. 

5 k£2 10 k£2 



Figura 5.22 Esquema para o Exemplo 5.6. 

Solução: Esse é um somador com duas entradas. Usando a Equação (5.15), temos 


Vo = - 


10 10 

— ( 2 ) +-( 1 ) 

5 2,5 


= -(4 + 4) = -8 V 


A corrente i a é a soma das correntes que passam pelos resistores de 10 kíl e 2 kíl, os 
quais apresentam tensão v 0 = -8 V neles, já que v a = v b = 0. Portanto, 

v„ - 0 vo 0 

(„ = —-+ —-mA = -0,8 -4 = -4,8 mA 


10 


2 


Determine v a e i 0 no circuito com AOP mostrado na Figura 5.23. 

20 kQ 8 k£2 



Figura 5.23 Esquema para o Problema prático 5.6. 
Resposta: -3,8 V, -1,425 mA. 
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5.7 


Amplificador diferencial 


Os amplificadores de diferença (ou diferenciais) são usados em várias aplica¬ 
ções em que há necessidade de se amplificar a diferença entre dois sinais de 
entrada. Eles são primos de primeiro grau do amplificador para instrumenta¬ 
ção, o amplificador mais útil e popular, sobre o qual falaremos na Seção 5.10. 

Um amplificador diferencial é um dispositivo que amplifica a diferença en¬ 
tre duas entradas, porém rejeita quaisquer sinais comuns às duas entradas. 


O amplificador diferencial 
também é conhecido como 
subtrator, sobre o qual 
saberemos mais adiante. 


Considere o circuito com AOP mostrado na Figura 5.24. Tenha em mente 
que correntes nulas entram nos terminais do AOP. Aplicando a LKC ao nó a, 


ou 


V\ ~ Vg _ Vg ~ P 
R\ R 2 




r 2 


(5.16) 


«2 



Figura 5.24 Amplificador diferencial. 


Aplicando a LKC ao nó b, 


Vi - Vb = v b - 0 
f ? 3 R a 


OU 


Vb = 


r 4 

- Vo 

R 2 T R 4 


(5.17) 


Mas u a = v b . Substituir a Equação (5.17) na Equação (5.16) resulta em 


v 


O 



r 4 r 2 

- Vo - V, 

R 3 + R a Ri 


ou 


Roi 1 + R1/R2) Ri 

— -;- Vo - V\ 

RÁ 1 + R3/R4) ~ Ri 


(5.18) 
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• EXEMPLO 5.7 



Uio-^vWv- 1 


: Figura 5.25 Esquema para o 
; Exemplo 5.7. 

• PROBLEMA PRÁTICO 5.7 


Já que um amplificador diferencial deve rejeitar um sinal comum às duas en¬ 
tradas, o amplificador tem de ter a propriedade em que v a = 0, quando v l = v 2 - 
Isso existe quando 


R i _ R 3 

R 2 R\ 


(5.19) 


Portanto, quando o circuito com AOP opera como um amplificador diferencial, 
a Equação (5.18) fica 

v a = ^(u 2 - Ui) (5.20) 

R\ 

Se R 2 — R\ e R 3 = R 4 , o amplificador diferencial se torna um subtrator, com a saída 

v 0 = v 2 ~ i>i (5.21) 


Projete um circuito com AOP com entradas v x e v 2 , tais que v 0 = -5v x + 3v 2 . 

Solução: O circuito requer que 

v 0 = 3v 2 - 5Vi ( 5 . 7 . 1 ) 

Esse circuito pode ser construído de duas fornias. 

Projeto 1 Se quisemos usar apenas um AOP, podemos usar o circuito com AOP da 
Figura 5.24. Comparando a Equação (5.7.1) com a Equação (5.18), vemos que 

^ = 5 =4> R 2 = 5Ri ( 5 . 7 . 2 ) 

K 1 

Da mesma forma, 

(1 + RJR 2 ) = 3 I = 3 

3 (i + /e 3 //f 4 ) i + r 2 /R4 5 

ou 

R} 

2 = 1+ -^- R 2 = R 4 ( 5 . 7 . 3 ) 

R 4 


Se optamos por R { = 10 kíl e i? 3 = 20 kíl, então R 2 = 50 kíl e R 4 = 20 kfl. 

Projeto 2 Se quisermos usar mais de um AOP, poderíamos colocar em cascata um 
amplificador inversor e um somador inversor de duas entradas, conforme nos mostra a 
Figura 5.25. Para o somador, 

v„ = -v a - 5vx (5.7.4) 


e para o inversor, 


v a = -3 v 2 


Combinando as equações (5.7.4) e (5.7.5), obtemos 

v 0 = 3v 2 — 5iq 


(5.7.5) 


queé o resultado desejado. Na Figura 5.25, podemos selecionar R l = 10 kílei? 3 = 20 kíl 
ou R\= R 3 = 10 kíl. 

Desenhe um amplificador diferencial com ganho 7,5. 

Resposta: Típico: R l = R 3 = 20 kíl, R 2 = J? 4 = 150 kíl. 
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Um amplificador de instrumentação mostrado na Figura 5.26 é um amplificador de 
sinais de baixo nível usado em controle de processos ou em aplicações de medição, e 
se encontra disponível comercialmente em um único encapsulamento (Cl). Demons¬ 
tre que 


v 


O 



+ 



(v 2 - Vi) 


Solução: Reconhecemos que o amplificador A 3 da Figura 5.26 é um amplificador dife¬ 
rencial. Portanto, da Equação (5.20), 


* 2 , 

Vo = — ( V 0 2 


Vol) 


( 5 . 8 . 1 ) 


Já que os amplificadores operacionais A x eA 2 não drenam nenhuma corrente, a corrente 
i flui pelos três resistores como se eles estivessem em série. Portanto, 


Voi — v 0 2 — i(R 3 + R 4 + R 3 ) — i(2R 3 + R 4 ) ( 5 . 8 . 2 ) 



Figura 5.26 Amplificador de instrumentação; esquema para o 
Exemplo 5.8. 


Porém, 


v a ~ v h 


ev a = v x ; v b = v 2 . Consequentemente, 


Vi - v 2 

i = - 

Ra 


( 5 . 8 . 3 ) 


Inserindo as Equações (5.8.2) e (5.8.3) na Equação (5.8.1), temos 


v 


O 




(v 2 - Vi) 


conforme exigido. Discutiremos em detalhes o amplificador para instrumentação na 
Seção 5.10. 


EXEMPLO 5.8 • 


PROBLEMA PRÁTICO 5.8 • 


Obtenha i a no amplificador de instrumentação da Figura 5.27. 
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Figura 5.27 Amplificador de instrumentação; esquema 
para o Problema prático 5.8. 

Resposta: -800 juA. 


5.8 


Circuitos com amplificadores 
operacionais em cascata 


Como sabemos, os circuitos com amplificadores operacionais são módulos 
ou componentes básicos para projeto de circuitos complexos. Em aplicações 
práticas, muitas vezes é necessário conectar circuitos com amplificadores 
operacionais em cascata (isto é, a saída do primeiro na entrada do segundo) 
para se obter um ganho geral maior. Normalmente, dois circuitos estão em 
cascata quando são interligados em sequência, um após o outro em uma 
única fila. 


Uma conexão em cascata é um arranjo em sequência de dois ou mais 
circuitos com amplificadores operacionais conectados de forma que a saída 
de um seja na entrada do seguinte. 


Quando circuitos com AOPs estão em cascata, cada circuito em sucessão 
é denominado estágio ; o sinal de entrada original é amplificado pelo ganho do 
estágio individual. Circuitos com amplificadores operacionais apresentam a 
vantagem de ser ligados em cascata sem alterar as relações entrada/saída. Isso 
porque cada circuito com AOP (ideal) possui resistência de entrada infinita e 
resistência de saída nula. A Figura 5.28 mostra uma representação em forma 
de diagramas em bloco de três circuitos com amplificadores operacionais em 
cascata. Uma vez que a saída de um estágio é a entrada do estágio seguinte, o 
ganho geral da interligação em cascata é o produto dos ganhos de cada circuito 
com AOP, ou 


A A\ A 2 Aj (5.22) 

Embora a conexão em cascata não afete as relações entrada/saída dos ampli¬ 
ficadores operacionais, deve-se tomar cuidado no projeto de um circuito com 
AOPs reais de modo a garantir que a carga devida ao próximo estágio na cas¬ 
cata não sature o AOP. 



Figura 5.28 Conexão em cascata de três estágios. 
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Determine v a e i„ no circuito com amplificadores operacionais da Figura 5.30. PROBLEMA PRÁTICO 5.9 • 

Resposta: 6 V, 24 pA. 


EXEMPLO 5.10 • 

Se tq = 1 V e u 2 = 2 V, detennine v 0 no circuito com amplificadores operacionais da 
Figura 5.31. 



Figura 5.31 Esquema para o Exemplo 5.10. 

Solução: 

1. Definição. O problema está claramente definido. 

2. Apresentação. Com uma entrada Uj = 1 Ver 2 =2 V, detennine a tensão de saída 
do circuito mostrado na Figura 5.31. O circuito com amplificadores operacionais 
é, na verdade, composto por três circuitos. O primeiro deles atua como um am¬ 
plificador de ganho — 3(— 6 kíl/2 kíl) para v 1 e o segundo funciona como um 
amplificador de ganho —2(— 8 kíl/4 kíl) para v 2 - O último circuito atua como 
um somador de dois ganhos diferentes para a saída dos outros dois circuitos. 
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3. Alternativa. Existem diversas maneiras de se trabalhar com esse circuito. Já que 
ele envolve amplificadores operacionais ideais, então uma abordagem puramente 
matemática vai funcionar de forma bem fácil. O segundo método seria usar o 
PSpice como uma confirmação do método matemático. 

4. Tentativa. Façamos que a saída do primeiro circuito com AOP se chame v n e a 
saída do segundo circuito com AOP, v 22 ■ Em seguida, obtemos 

i>n = — 3ui = —3 X 1 = —3 V, 
v 22 = —2v 2 = — 2 X 2 = ~4 V 

No terceiro circuito, temos 

v 0 = —(10 kíl/5 kíljun + [-(10 kfi/15 kíl)t» 22 ] 

= —2(—3) - (2/3)(-4) 

= 6 + 2,667 = 8,667 V 

5. Avaliação. A fim de avaliarmos adequadamente nossa solução, precisamos 
identificar uma verificação razoável. Nesse caso, poderíamos facilmente usar 
o PSpice. 

Agora, podemos simular isso no PSpice. Vemos os resultados apresentados na 
Figura 5.32. 



Podemos notar que obtivemos os mesmos resultados usando duas técnicas com¬ 
pletamente diferentes (a primeira é tratar os circuitos com amplificadores ope¬ 
racionais como simples ganhos e um somador, e a segunda usando análise de 
circuitos com o PSpice). Esse é um método muito interessante de garantir que 
temos a resposta correta. 

6. Satisfatório? Estamos satisfeitos com a obtenção dos resultados solicitados. 
Agora, podemos apresentar nosso trabalho como uma solução ao problema. 

Se U] = 7 V e v 2 = 3,1 V, determine v a no circuito com amplificadores operacionais da 
Figura 5.33. 


• PROBLEMA PRÁTICO 5.10 
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60 k£2 


V\ 


v 2 



Figura 5.33 Esquema para o Problema prático 5.10. 

Resposta: 10 V. 


5.9 


Análise de circuitos com amplificadores 
operacionais usando o PSpice 


O PSpice for Windows não possui um modelo para um AOP ideal, embora seja possí¬ 
vel criar um como um subcircuito usando a opção Create Subcircuit no menu Tools. 
Em vez de criar um AOP ideal, usaremos um dos quatro amplificadores operacionais 
reais disponíveis no mercado e fornecidos na biblioteca eval.slb do PSpice. Os mode¬ 
los de AOP têm os nomes de componente LF411, LM111, LM324 e uA741, conforme 
mostrado na Figura 5.34. Cada um deles pode ser obtido em Draw/Get New Part/li- 
braries... /eval.lib, ou simplesmente selecionando Draw/Get New Part e digitando 
o nome do componente na caixa de diálogo PartName, como usual. Note que cada um 
deles requer fontes CC, sem as quais o AOP não funcionará. Essas fontes deveriam 
ser conectadas como mostrado na Figura 5.3. 






(a) Subcircuito de (b) Subcircuito 

AOP com entrada JFET de AOP 


(c) Subcircuito de 
AOP com cinco 
conexões 


(d) Subcircuito de 
AOP com cinco 
conexões 


Figura 5.34 Modelos de amplificadores operacionais reais disponível no PSpice. 


EXEMPLO 5.11 • 

Use o PSpice para resolver o circuito com amplificadores operacionais do Exemplo 5.1. 

Solução: Usando o Schematics, desenhamos o circuito na Figura 5.6 a como mostra¬ 
do na Figura 5.35. Note que o terminal positivo da fonte de tensão v s é conectado ao 
tenninal inversor (pino 2) através do resistor 10 kíl, enquanto o terminal não inversor 
(pino 3) é aterrado conforme requisitado na Figura 5.6a. Da mesma forma, observe 
como o AOP é alimentado; o terminal positivo V+ da fonte de alimentação (pino 7) 
é conectado a uma fonte de tensão CC de 15 V, enquanto o terminal negativo V- da 
fonte de alimentação (pino 4) está conectado a -15V. Os pinos 1 e 5 foram deixados 
flutuando (em aberto), porque eles são usados para ajustar o offset, que não nos interes¬ 
sa neste capítulo. Além de acrescentar as fontes de alimentação CC ao circuito original 
na Figura 5.6a, também adicionamos os pseudocomponentes VIEWPOINT e IPROBE 
para medir, respectivamente, a tensão de saída v 0 no pino 6 e a corrente i necessária que 
passa pelo resistor de 20 kíl. 
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Figura 5.35 Esquema para o Exemplo 5.11. 

Após salvar o esquema, simulamos o circuito selecionando Analysis/Simulate e temos 
os resultados apresentados em VIEWPOINT e IPROBE. A partir dos resultados, o ga¬ 
nho de circuito fechado é 


• PROBLEMA PRÁTICO 5.11 


Vç _ -3,9983 
v s 2 


-1,99915 


e i = 0,1999 mA, de acordo com os resultados obtidos analiticamente no Exemplo 5.1. 

Refaça o Problema prático 5.1 usando o PSpice. 

Resposta: 9,0027, 650,2 pA. 


Entrada 

digital 

( 0000 - 1111 ) 


o 

o- 

o 

o- 


DACde 
4 bits 


Saída 

analógica 


(a) 

Vi V 2 V3 v 4 



Aplicações 

O AOP é um módulo fundamental na instrumentação eletrônica moderna, ele 
é usado extensivamente em muitos dispositivos, juntamente com os resistores 
e outros elementos passivos. Entre suas inúmeras aplicações práticas, temos 
amplificadores para instrumentação, conversores digitais-analógicos, com¬ 
putadores analógicos, deslocadores de nível, filtros, circuitos de calibragem, 
inversores, somadores, integradores, diferenciadores, subtratores, amplifica¬ 
dores logarítmicos, comparadores, giradores ( gyrators ), osciladores, retifica- 
dores, reguladores, conversores tensão-corrente, conversores corrente-tensão e 
limitadores. Alguns deles já foram considerados. 

Agora veremos duas outras aplicações: o conversor digital-analógico e o 
amplificador de instrumentação. 

5.10.1 Conversor digital-analógico 

O conversor digital-analógico (DAC) transforma sinais digitais em forma ana¬ 
lógica. Um exemplo típico de um DAC de quatro bits é ilustrado na Figura 
5.36a. O DAC de quatro bits pode ser implementado de várias formas. Uma 
implementação simples é a escada binária ponderada, mostrada na Figura 
536b. Os bits são ponderados de acordo com a magnitude de sua posição ocu¬ 
pada, pelo valor decrescente Rf/R,„ de modo que cada bit menos significativo 
tem metade do peso do bit mais significativo seguinte. 

Trata-se, obviamente, de um amplificador somador inversor. A saída está 
relacionada com as entradas, como mostra a Equação (5.15). Portanto, 


5.10 


Rf Rf Rf Rf 

- Vo = —v, + —v 2 + — v 3 + — v 4 

u d 1 T? ^ J? J r> ^ 

Ki K 2 K 3 K 4 


Figura 5.36 DAC de quatro bits: 
(a) diagrama em bloco; ( b ) atenuador 
progressivo ponderado binário. 


(5.23) 
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A entrada V x é chamada bit mais significativo (MSB), enquanto a entrada V 4 é 
o bit menos significativo (LSB). Cada uma das quatro entradas binárias pode 
assumir apenas dois níveis de tensão: 0 V ou 1 V. Usando-se a entrada apro¬ 
priada e os valores de resistor de realimentação, o DAC fornece uma única 
saída que é proporcional às entradas. 


Na prática, os níveis de tensão 
podem se encontrar geralmente 
entre 0 V e ±5 V. 



No circuito com amplificadores operacionais da Figura 5.36 b, consideremos R f = 
10 kíl, R x = 10 kíl, R 2 = 20 kíl, R 3 = 40 kíl e R 4 = 80 kíl. Obtenha a saída analógica 
para as entradas binárias [0000], [0001], [0010], ..., [1111]. 


Solução: Substituindo os valores dados da entrada e os resistores de realimentação na 
Equação (5.23), obtemos 




Rf Rf Rf 

v„ = -fiv l + -f v 2 + —v 3 + — v 4 

n 2 k 3 


= V l + 0,5 V 2 + 0,25 V 3 + 0.125E 4 


Usando essa equação, uma entrada digital [V^nV^V^ = [0000] produz uma saída ana¬ 
lógica -V 0 - 0V; [K, V 2 V 3 V 4 \ = [0001] resulta em -V 0 = 0,125 V. 

De modo similar, 


[Vi U 2 V 3 v 4 ] 

= [0010] 


-v„ 

= 0,25 V 

[ViV 2 V 3 V 4 ] 

= [0011] 


-Vo 

= 0,25 + 0,125 = 0,375 V 

[Vl U 2 V 3 v 4 ] 

= [0100] 

=» 

-Vo 

= 0,5 V 

[V 1 V 2 V 3 V 4 ] 

= [1111] 


-Vo 

= 1 + 0,5 + 0,25 + 0,125 


= 1,875 V 


A Tabela 5.2 sintetiza o resultado da conversão digital-analógica. Note que su¬ 
pomos que cada bit tenha um valor igual a 0,125 V. Portanto, nesse sistema, não 


EXEMPLO 5.12 • 


Tabela 5.2 • Valores de entrada e saída de um DAC de quatro bits. 

Entrada binária 
IV,V 2 V 3 VJ 

Valor decimal 

Saída 

-v 0 


0000 

0 

0 


0001 

1 

0,125 


0010 

2 

0,25 


0011 

3 

0,375 


0100 

4 

0,5 


0101 

5 

0,625 


0110 

6 

0,75 


0111 

7 

0,875 


1000 

8 

1,0 


1001 

9 

1,125 


1010 

10 

1,25 


1011 

11 

1,375 


1100 

12 

1,5 


1101 

13 

1,625 


1110 

14 

1,75 


1111 

15 

1,875 
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10 k£2 10 k£2 



| Figura 5.37 DAC de três bits; 
j esquema para o Problema prático 5.12. 

• PROBLEMA PRÁTICO 5.12 


podemos representar um valor de tensão entre 1,000 e 1,125, por exemplo. Essa 
falta de resolução é uma grande limitação das conversões digitais-analógicas. Para 
maior precisão, é necessária uma representação de palavra com um número de bits 
maior. Mesmo assim, uma representação digital de uma tensão analógica jamais é 
exata. Apesar dessa representação inexata, a representação digital tem sido usada 
para alcançar padrões de qualidade impressionante como CDs de áudio e fotografia 
digital. 


Um DAC de três bits é mostrado na Figura 5.37. 

(a) Determine \V a \ para [FjUjpy = [010]. 

(b) Determine \V„\ se [V 1 V 2 V 3 \ = [110]. 

(c) Se \ V B \ = 1,25 V for desejado, qual deveria ser o valor de [Fj V 2 V i \l 

(d) Para obter \ V„\ = 1,75 V, qual deveria ser o valor de [V I V 2 V 3 ]‘? 
Resposta: 0,5 V; 1,5 V; [101]; [111]. 


5.10.2 Amplificadores de instrumentação 

Um dos circuitos mais úteis e versáteis com o uso de amplificadores opera¬ 
cionais para medições de precisão e controle de processos é o amplificador 
de instrumentação (IA), assim chamado em razão de seu largo emprego em 
sistemas de medição. Algumas aplicações típicas dos IAs são amplificado¬ 
res de isolamento, amplificadores de termopares e sistemas de aquisição 
de dados. 

Esse amplificador é uma extensão do amplificador diferencial, uma vez 
que ele amplifica a diferença entre seus sinais de entrada. Como pode ser ob¬ 
servado na Figura 5.26 (ver Exemplo 5.8), um amplificador de instrumentação 
é formado, geralmente, por três amplificadores operacionais e sete resistores. 
Por conveniência, o amplificador é mostrado novamente na Figura 5.38a, onde 
os resistores são iguais, exceto pelo resistor externo de ajuste de ganho R G 
conectado entre os terminais de ajuste de ganho. A Figura 5.38Z? apresenta seu 
símbolo esquemático. O Exemplo 5.8 mostra que 

v a = A v (v 2 ~ Ui) (5.24) 




Figura 5.38 (a) Amplificador de instrumentação com uma resistência externa para ajustar o ganho; ( b ) diagrama esquemático. 
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onde o ganho de tensão é 


= 1 + — (5.25) 

k g 

Conforme mostrado na Figura 5.39, o amplificador de instrumentação am¬ 
plifica pequenas tensões de sinal diferencial sobrepostas a tensões de modo 
comum maiores. Uma vez que as tensões de modo comum são iguais, elas 
se cancelam. 



Pequenos sinais diferenciais Amplificador de Sinal diferencial amplificado, 

sobrepondo-se a sinais de modo instrumentação sem nenhum sinal de modo comum 

comum maiores 

Figura 5.39 O IA rejeita tensões comuns, mas amplifica pequenas tensões de sinal. Floyd, T. L. 
Electronic Devices. 4. ed., © 1995, p. 795. Reproduzido com a permissão da Pearson Education 
Inc., Upper Saddle River, NJ. 


O IA apresenta três características principais: 

1. O ganho de tensão é ajustado por um resistor externo K (; . 

2. A impedância de entrada de ambas as entradas é muito alta e não varia à 
medida que o ganho é ajustado. 

3. A saída v a depende da diferença entre as entradas iq er,e não da tensão 
comum a elas (tensão de modo comum). 

Em virtude do largo emprego dos IAs, os fabricantes desenvolveram esses 
amplificadores em um único CL Um exemplo típico é o LH0036, desenvolvido 
pela National Semiconductor. O ganho pode ser variado de 1 a 1.000 por meio 
de um resistor externo cujo valor pode variar entre 100 Í1 e 10 kíl. 


Na Figura 5.38, considere que R = 10 kíl, v 1 = 2,011 V e v 2 = 2,017 V. Se R G for ajus¬ 
tado para 500 íl, determine: (a) o ganho de tensão; (b) a tensão de saída v 0 . 

Solução: 

(a) O ganho de tensão é 


A v = 1 



+ 


2 X 10.000 
500 


41 


(b) A tensão de saída é 

v„ = A v (v 2 - Ui) = 41(2,017 - 2,011) = 41(6) mV = 246 mV 


Determine o valor do resistor externo de ajuste de ganho necessário para o IA da Figura 
5.38 produzir um ganho igual a 142 quando R = 25 kíl. 

Resposta: 354,6 íl. 


EXEMPLO 5.13 • 


PROBLEMA PRÁTICO 5.13 • 
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5.11 


Resumo 


1. O AOP é um amplificador de ganho elevado que possui alta resistência de 
entrada e baixa resistência de saída. 


2. A Tabela 5.3 sintetiza os circuitos com amplificadores operacionais vistos 
neste capítulo. A expressão para o ganho de cada circuito amplificador é 
válida independentemente de as entradas serem CC, CA ou variáveis no 
tempo em geral. 


Tabela 5.3 • Síntese dos circuitos básicos com amplificadores operacionais. 

Circuito com AOP 

Nome/relação entrada/saída 



r 2 

Amplificador inversor 


—VWv— 

r 2 




V ° ~ R { V ‘ 

v i o — VM— 

— 


XI 

+ / 

L-o v„ 






R 2 Amplificador não inversor 



Vi 



Seguidor de tensão 
v 0 = Vj 


v \ o —Wv\— 


R 2 

v i o — V\AA — 

«3 

v 3 o—WA— 



Somador 



Vi + 


Rf 

r 2 


v 2 + 



v \ o—VWV- 


R 2 

-VW\— 


v 2 o—WvV- 


-AWv —| 


Amplificador diferencial 

R 2 

Vo = —(v 2 - Vi) 

R i 


3. Um AOP ideal tem resistência de entrada infinita, resistência de saída nula 
e ganho infinito. 

4. Para um AOP ideal, a corrente em cada um dos dois terminais de entrada é 
zero, e a tensão entre seus terminais de entrada é insignificante. 

5. Em um amplificador inversor, a tensão de saída é um múltiplo negativo da 
entrada. 

6. Em um amplificador não inversor, a saída é um múltiplo positivo da entrada. 

7. Em um seguidor de tensão, a saída segue a entrada. 

8. Em um amplificador somador, a saída é a soma ponderada das entradas. 

9. Em um amplificador diferencial, a saída é proporcional à diferença das 
duas entradas. 
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10. Os circuitos com amplificadores operacionais podem ser colocados em 
cascata sem alterar as relações entrada/saída. 

11. O PSpice pode ser usado para analisar um circuito com amplificadores 
operacionais. 

12. Entre as aplicações típicas do AOP considerado neste capítulo, temos o 
conversor digital-analógico e o amplificador de instrumentação. 


Questões para revisão 


5.1 Os dois terminais de entrada de um AOP são identifica- 5.6 
dos como: 

(a) alto e baixo 

(b) positivo e negativo 

(c) inversor e não inversor 

(d) diferencial e não diferencial 

5.2 Para um AOP ideal, quais das seguintes afirmações não 
são verdadeiras? 

(a) tensão diferencial entre os terminais de entrada é zero 

(b) corrente nos terminais de entrada é zero 

(c) corrente contínua do terminal de saída é zero 

(d) resistência de entrada é zero 

(e) resistência de saída é zero 

5.3 Para o circuito da Figura 5.40, a tensão v a é: 

(a) —6 V (b) —5 V 

(c) —1,2 V (d) -0,2 V 



Figura 5.40 Esquema para as Questões para revisão 5.3 e 5.4. 

5.4 Para o circuito da Figura 5.40, a corrente i x é: 

(a) 0,6 mA (b) 0,5 mA 

(c) 0,2 mA (d) 1/12 mA 

5.5 Se v s = 0 no circuito da Figura 5.41, a corrente i 0 é: 

(a) —10 mA (b) — 2,5 mA 

(c) 10/12 mA (d) 10/14 mA 


8kQ 



Se v s = 8 mV no circuito da Figura 5.41, a tensão de saída é: 

(a) —44 mV 

(b) -8 mV 

(c) 4 mV 

(d) 7 mV 

5.7 Consulte a Figura 5.41. Se v s = 8 mV, a tensão v a é: 

(a) -8 mV (b) 0 mV 

(c) 10/3 mV (d) 8 mV 

5.8 A potência absorvida pelo resistor de 4 kíl na Figura 5.42 é: 

(a) 9 mW (b) 4 mW 

(c) 2 mW (d) 1 mW 



Figura 5.42 Esquema para a Questão para revisão 5.8. 

5.9 Qual desses amplificadores é usado em um conversor 
digital-analógico? 

(a) não inversor 

(b) seguidor de tensão 

(c) somador 

(d) amplificador diferencial 

5.10 Os amplificadores diferenciais são usados em: 

(a) amplificadores de instrumentação 

(b) seguidores de tensão 

(c) reguladores de tensão 

(d) buffers 

(e) amplificadores somadores 

(f) amplificadores subtratores 


Figura 5.41 Esquema para Questões para revisão 5.5 e 5.7. 


Respostas: 5.1c, 5.2c,d, 5.3b, 5.4b, 5.5a, 5.6c, 5.7d, 5.8b, 5.9c, 

5.10 a, f. 
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Problemas 


• Seção 5.2 Amplificadores operacionais 

5.1 O modelo equivalente de certo AOP é mostrado na Figura 
5.43. Determine: 

(a) Resistência de entrada. 

(b) Resistência de saída. 

(c) Ganho de tensão em dB. 


60 Q. 



5.7 O AOP da Figura 5.46 tem R t = 100 kíl, R„ = 100 íl,A = 
100.000. Determine a tensão diferencial r rf ea tensão de 
saída v 0 . 



Figura 5.46 Esquema para o Problema 5.7. 


Figura 5.43 Esquema para o Problema 5.1. 


• Seção 5.3 Amplificador operacional ideal 


5.2 O ganho de circuito aberto de um AOP é 100.000. Calcule 
a tensão de saída quando existem entradas de +10 /<V no 
terminal inversor e +20 fiV no terminal não inversor. 

5.3 Determine a tensão de saída quando é aplicado -20 /<V ao 
terminal inversor de um AOP e +30 fiV ao seu terminal 
não inversor. Suponha que o AOP tenha um ganho de cir¬ 
cuito aberto igual a 200.000. 

5.4 A tensão de saída de um AOP é -4 V quando a entrada não 
inversora é 1 mV. Se o ganho de circuito aberto do AOP 
for de 2 X 10 6 , qual é a entrada inversora? 

5.5 Para o circuito com AOP da Figura 5.44, o AOP tem um 
ganho em malha aberta igual a 100.000, uma resistência 
de entrada igual a 10 kíl e uma resistência de saída igual a 
100 íl. Determine o ganho de tensão vjv t usando o mode¬ 
lo não ideal do AOP. 



Figura 5.44 Esquema para o Problema 5.5. 

5.6 Usando os mesmos parâmetros do AOP 741 do Exemplo 
5.1, determine u a no circuito com AOP da Figura 5.45. 



5.8 Calcule v a para o circuito com AOP da Figura 5.47. 

10 kQ 




Figura 5.47 Esquema para o Problema 5.8. 

5.9 Determine v a para cada um dos circuitos com AOP da Fi¬ 
gura 5.48. 


2 k£2 




Figura 5.45 Esquema para o Problema 5.6. 


Figura 5.48 Esquema para o Problema 5.9. 
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5.10 Determine o ganho vjv s do circuito na Figura 5.49. 5.14 Determine a tensão de saída u 0 no circuito da Figura 5.53. 



Figura 5.49 Esquema para o Problema 5.10. 


10 kQ 



Figura 5.53 Esquema para o Problema 5.14. 


5.11 Usando a Figura 5.50, elabore um problema para ajudar 
edd outros estudantes a entender melhor como funciona um 
amplificador operacional (AOP). 


R 2 



Figura 5.50 Esquema para o Problema 5.11. 


5.12 Calcule a relação de tensão vjv s para o circuito com AOP 
da Figura 5.51. Suponha que o AOP é ideal. 

25 k£2 



Figura 5.51 Esquema para o Problema 5.12. 


5.13 Determine v a e i„ no circuito da Figura 5.52. 



Figura 5.52 Esquema para o Problema 5.13. 


• Seção 5.4 Amplificador inversor 

5.15 (a) Determine a razão vji s no circuito com amplificadores 
operacionais da Figura 5.54. 

(b) Avalie a razão para R t = 20 kíl, R-, = 25 kíl, = 
40 kD. 


R 1 *3 



Figura 5.54 Esquema para o Problema 5.15. 

5.16 Usando a Figura 5.55, elabore um problema para ajudar 
eOd outros estudantes a entenderem como funciona um AOP 
na configuração inversor. 


«3 



Figura 5.55 Esquema para o Problema 5.16. 

5.17 Calcule o ganho vjv,- quando a chave na Figura 5.56 se 
encontra na: 

(a) Posição 1. 

(b) Posição 2. 

(c) Posição 3. 
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Figura 5.56 Esquema para o Problema 5.17. 

* 5.18 Para o circuito da Figura 5.57, determine o equivalente de 
Thévenin visto pelos terminais a-b. 

10 k£2 



Figura 5.57 Esquema para o Problema 5.18. 


5.21 Calcule v a no circuito com AOP da Figura 5.60. 

10 k£2 



Figura 5.60 Esquema para o Problema 5.21. 

5.22 Projete um amplificador inversor com ganho -15. 

e€)d 

5.23 Para o circuito com AOP da Figura 5.61, determine o ga¬ 
nho de tensão vjv s . 


R f 



Figura 5.61 Esquema para o Problema 5.23. 


5.19 Determine i a no circuito da Figura 5.58. 


2 kíl 4 kQ 10 kQ 



Figura 5.58 Esquema para o Problema 5.19. 


5.24 No circuito mostrado na Figura 5.62, determine k na fun¬ 
ção de transferência de tensão v a = kv s . 

R f 



5.20 No circuito da Figura 5.59, calcule v 0 sendo que i), = 2V. 
8kQ 



Figura 5.59 Esquema para o Problema 5.20. 


Figura 5.62 Esquema para o Problema 5.24. 

• Seção 5.5 Amplificador não inversor 

5.25 Calcule v c no circuito elétrico com AOP da Figura 5.63 



* O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 


Figura 5.63 Esquema para o Problema 5.25. 
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5.26 Usando a Figura 5.64, elabore um problema para ajudar 
e*id outros estudantes a entenderem melhor um AOP na confi¬ 
guração não inversor. 



5.31 Para o circuito da Figura 5.69, determine i x . 


12 k£2 



5.27 Determine v a no circuito com AOP da Figura 5.65. 



5.28 Determine i a no circuito com AOP da Figura 5.66. 


\‘° 

20 k£2 


Figura 5.66 Esquema para o Problema 5.28. 

5.29 Determine o ganho de tensão vjv, do circuito com AOP 
da Figura 5.67. 

«i 



50 k£2 



Figura 5.67 Esquema para o Problema 5.29. 


5.30 No circuito mostrado na Figura 5.68, determine i x e a po¬ 
tência absorvida pelo resistor de 20 kíl. 


1,2 V 



20 k£2 


Figura 5.69 Esquema para o Problema 5.31. 

5.32 Calcule i x e v a no circuito da Figura 5.70. Determine a 
potência dissipada pelo resistor de 60 kfí. 



Figura 5.70 Esquema para o Problema 5.32. 

5.33 Observe o circuito com AOP da Figura 5.71. Calcule (jea 
potência dissipada pelo resistor de 3 kíl. 

1 k£2 



5.34 Dado o circuito com AOP mostrado na Figura 5.72, ex¬ 
presse v a em termos de iq e v 2 - 



Figura 5.72 Esquema para o Problema 5.34. 


Figura 5.68 Esquema para o Problema 5.30. 


5.35 Projete um amplificador não inversor de ganho 7,5. 

eOd 
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5.36 Para o circuito mostrado na Figura 5.73, determine o equi¬ 
valente de Thévenin nos terminais a-b. (Sugestão: Para de¬ 
terminar aplique uma fonte de corrente i a e calcule v 0 .) 



Figura 5.73 Esquema para o Problema 5.36. 

• Seção 5.6 Amplificador somador 

5.37 Determine a saída do amplificador somador da Figura 
5.74. 



Figura 5.74 Esquema para o Problema 5.37. 


5.40 Consultando o circuito mostrado na Figura 5.77, determi¬ 
ne V„ em termos de V x e V 2 no circuito da Figura 5.77. 

100 kíl 200 kíl 



Figura 5.77 Esquema para o Problema 5.40. 

5.41 Um amplificador de média é um somador que fornece 
eCd uma saída igual à média das entradas. Utilizando valores 

de resistor de realimentação e de entrada apropriados, 
pode-se obter 

~v sai = i(l>i + v 2 + v 3 + v 4 ) 

Usando um resistor de realimentação de 10 kíl, projete 
um amplificador de média com quatro entradas. 

5.42 Um amplificador somador de três entradas possui resisto- 
res de entrada R l =R 1 =R 3 = 75 kíl. Para produzir um am¬ 
plificador de média, que valor de resistor de realimentação 
é necessário? 


5.38 Usando a Figura 5.75, elabore um problema para ajudar 
e®d outros estudantes a entenderem melhor os amplificadores 
somadores. 



Figura 5.75 Esquema para o Problema 5.38. 


5.43 Um amplificador somador de quatro entradas possui R l = R 1 
= R 3 = R 4 = 80 kíl. Que valor de resistor de realimentação é 
necessário para transfonná-lo em um amplificador de média? 

5.44 Demonstre que a tensão de saída v 0 do circuito da Figura 
5.78 é 


v 


O 


(*3 + Ra) 
R 3 (Ri + R 2 ) 


(R 2 v i 


+ RiV 2 ) 


r 4 



Figura 5.78 Esquema para o Problema 5.44. 


5.39 Para o circuito com AOP da Figura 5.76, determine o valor 
de v 2 de modo que v 0 = -16,5 V. 


10 kíl 

+2 V o-W7v- 

20 kí2 
v 2 o -WW- 

50 kíl 

-1 V o- WA- 


50 kíl 

—ww- 



5.45 Projete um circuito com AOP para realizar a seguinte 
evd operação: 

v 0 = 3iq — 2v 2 

Todas as resistências devem ser £ 100 kíl. 

5.46 Usando apenas dois amplificadores operacionais, desenhe 
eOd um circuito para calcular 

i>i - l >2 , v 3 
Usai - -;-F — 


Figura 5.76 Esquema para o Problema 5.39. 










































































Capítulo 5 • Amplificadores operacionais 183 • 


• Seção 5.7 Amplificador diferencial 


Demonstre que: 


5.47 O circuito da Figura 5.79 é para um amplificador diferen¬ 
cial. Determine v 0 , dado que v 1 = 1 V e v 2 = 2 V. 


30 kí2 



(a) Para o circuito da Figura 5.81a, 
Vo = R 2 

Vi Ri 


(b) Para o circuito da Figura 5.816, 

Vo = R 2 1 
Vi Ri Ra_ 

2 R a 


(c) Para o circuito da Figura 5.81c, 



5.48 O circuito da Figura 5.80 é um amplificador diferencial 
acionado por uma ponte. Determine v 0 . 

20 kíl 80 kíl 



Figura 5.80 Esquema para o Problema 5.48. 

5.49 Projete um amplificador diferencial para ter um ganho 
eQd igual a 4 e uma resistência de entrada de modo comum de 

20 kíl em cada entrada. 

5.50 Projete um circuito para amplificar a diferença entre duas 
eOd entradas por 2,5. 

(a) Use apenas um AOP 

(b) Use dois AOPs. 

5.51 Usando dois amplificadores operacionais, projete um 
eQd subtrator. 

* 5.52 Projete um circuito com amplificadores operacionais tal 

e€d que 

v 0 = 4ví + 6v 2 — 3u 3 — 5v 4 

Faça todos os resistores permanecerem na faixa dos 20 kíl 
a 200 kíl. 

* 5.53 O amplificador diferencial comum para operação com ga¬ 

nho fixo é mostrado na Figura 5.81a. Ele é simples e con¬ 
fiável, a menos que o ganho seja variável. Uma maneira 
de fornecer ajuste de ganho sem perder a simplicidade e 
precisão é usar o circuito da Figura 5.816. Outra maneira 
é usar o circuito da Figura 5.81c. 


R 2 




2 2 



Figura 5.81 Esquema para o Problema 5.53. 


+ 0 Ólç^+Ò Ó I o 5 +6 
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• Seção 5.8 Circuitos com amplificadores 
operacionais em cascata 

5.54 Determine a relação de transferência de tensão vjv s no 
circuito com amplificadores operacionais da Figura 5.82, 
onde R = 10 kíl. 


R 



Figura 5.82 Esquema para o Problema 5.54. 

5.55 Em certo dispositivo eletrônico, deseja-se um amplifica¬ 
dor de três estágios cujo ganho de tensão geral é 42 dB. Os 
ganhos de tensão individuais dos dois primeiros estágios 
devem ser iguais, enquanto o ganho do terceiro deve ser de 
um quarto de cada um dos dois primeiros. Calcule o ganho 
de tensão de cada um deles. 

5.56 Usando a Figura 5.83, elabore um problema para ajudar 
e€)d outros estudantes a entenderem melhor AOPs em cascata. 


R 2 



Figura 5.83 Esquema para o Problema 5.56. 


5.57 Determine v D no circuito com amplificadores operacionais 
da Figura 5.84. 



V S 2 


5.58 Calcule i a no circuito com amplificadores operacionais da 
Figura 5.85. 


10 kíl 



Figura 5.85 Esquema para o Problema 5.58. 

5.59 No circuito com amplificadores operacionais da Figura 5.86, 
determine o ganho de tensão vjv s . Considere R = 10 kíl. 

2 R 4 R 



Figura 5.86 Esquema para o Problema 5.59. 

5.60 Calcule vJVj no circuito com amplificadores operacionais 
da Figura 5.87. 

4 kíl 



Figura 5.87 Esquema para o Problema 5.60. 


5.61 Determine v 0 no circuito da Figura 5.88. 


0 4 v 10 kíl 
’o-VWV- 


20 kíl -0,2 V 10 kí2 
—VWv— o-WvY- 

20 kíl 

- 


r 


40 kíl 

A/VW— 



Figura 5.84 Esquema para o Problema 5.57. 


Figura 5.88 Esquema para o Problema 5.61. 
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5.62 Obtenha o ganho de tensão de circuito fechado vjv t do 
circuito da Figura 5.89. 



Figura 5.89 Esquema para o Problema 5.62. 

5.63 Determine o ganho vJVj do circuito na Figura 5.90. 

«3 



Figura 5.90 Esquema para o Problema 5.63. 

5.64 Para o circuito com amplificadores operacionais mostrado 
na Figura 5.91, determine vjv t . 



Figura 5.91 Esquema para o Problema 5.64. 

5.65 Determine v D no circuito com amplificadores operacionais 
da Figura 5.92. 

30 kQ 



5.66 Para o circuito da Figura 5.93, determine v 0 . 
25 kQ 



Figura 5.93 Esquema para o Problema 5.66. 

5.67 Obtenha a saída v a no circuito da Figura 5.94. 

80 kQ 80 kQ 



Figura 5.94 Esquema para o Problema 5.67. 

5.68 Determine v a no circuito da Figura 5.95, supondo que R f = 
00 (circuito aberto). 



Figura 5.92 Esquema para o Problema 5.65. 


Figura 5.95 Esquema para os Problemas 5.68 e 5.69. 

5.69 Repita o problema anterior se Rf = 10 kíl. 


9 + 
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5.70 Determine v D no circuito com amplificadores operacionais 
da Figura 5.96. 


301(12 40 kQ 



Figura 5.96 Esquema para o Problema 5.70. 


5.71 Determine v a no circuito com amplificadores operacionais 
da Figura 5.97. 



5.72 Determine a tensão de carga v L no circuito da Figura 5.98. 

100 kQ 250 kQ 



5.73 Determine a tensão de carga v L no circuito da Figura 5.99. 
50 kQ 



Figura 5.99 Esquema para o Problema 5.73. 


5.74 Determine i a no circuito com amplificadores operacionais 
da Figura 5.100. 

100 kQ 32 kQ 



Figura 5.100 Esquema para o Problema 5.74. 

• Seção 5.9 Análise de circuitos com 

Js^ amplificadores operacionais 
usando o PSpice 

5.75 Refaça o Exemplo 5.11, usando o AOP real LM324 em 
vez do uA741. 

5.76 Resolva o Problema 5.19, usando o PSpice ou MultiSim e 
o AOP uA741. 

5.77 Resolva o Problema 5.48, usando o PSpice ou MultiSim e 
o AOP LM324. 

5.78 Utilize o PSpice ou MultiSim para obter v a no circuito da 
Figura 5.101. 


10 kQ 20 kQ 30 kQ 40 kQ 



Figura 5.101 Esquema para o Problema 5.78. 


Figura 5.98 Esquema para o Problema 5.72. 


5.79 Determine v a no circuito com amplificadores operacionais 
da Figura 5.102, usando o PSpice ou MultiSim. 
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20 k£2 10 k£2 



Figura 5.102 Esquema para o Problema 5.79. 


5.85 No circuito com amplificadores operacionais da Figura 
5.104, determine o valor de R de modo que a potência absor¬ 
vida pelo resistor de 10 kíl seja 10 mW. Considere v s = 2V. 



Figura 5.104 Esquema para o Problema 5.85. 


5.80 Use o PSpice ou MultiSim para resolver o Problema 5.70. 

5.81 Use o PSpice ou MultiSim para verificar os resultados no 
Exemplo 5.9. Considere amplificadores operacionais reais 
LM324. 


• Seção 5.10 Aplicações 


5.82 Um DAC de cinco bits cobre um intervalo de tensão 
e€)d de 0 V a 7,75 V. Calcule quanto vale cada bit em termos de 
tensão. 


5.83 Projete um conversor digital-analógico de seis bits. 

0011 

(a) Se quisermos \V a \ = 1,1875 V, quanto deveria ser 
[FiF 2 F 3 F 4 F 5 F 6 ]? 

(b) Calcule \V 0 \ se [V I V 2 V 3 V 4 V S V ( \ = [011011], 

(c) Qual o valor máximo que | V 0 \ pode assumir? 


* 5.84 Um DAC escada R-2R de quatro bits é apresentado na 
Figura 5.103. 

(a) Demonstre que a tensão de saída é dada por 


-V n = R, 


v 1 + v 1 + 

2 R 4 R 




(b) Se Rf= 12 kíl e R = 10 kíl, determine \V B \ para 
[V^V^i = [1011] e [F^VjVJ = [0101], 

R f 



5.86 Projete uma fonte de corrente ideal controlada por tensão 
(dentro dos limites de operação do AOP) onde a corrente 
de saída é igual a 200 v s {t) //A. 

5.87 A Figura 5.105 mostra um amplificador de instrumenta¬ 
ção com dois amplificadores operacionais. Deduza uma 
expressão para v 0 em termos de v x e v 2 - Como esse ampli¬ 
ficador pode ser usado como um subtrator? 



Figura 5.105 Esquema para o Problema 5.87. 

*5.88 A Figura 5.106 mostra um amplificador para instrumenta¬ 
ção comandado por um circuito em ponte. Calcule o ga¬ 
nho do amplificador. 



Figura 5.103 Esquema para o Problema 5.84. 


Figura 5.106 Esquema para o Problema 5.88. 
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Problemas abrangentes 


5.89 Desenhe um circuito que forneça uma relação entre tensão 
e£)d de saída v D e tensão de entrada v s tal que v a = 121 ^ - 10. 

Estão disponíveis dois amplificadores operacionais, uma 
bateria de 6 V e vários resistores. 

5.90 O circuito com AOP da Figura 5.107 é um amplifica¬ 
dor de corrente. Determine o ganho de corrente iji s do 
amplificador. 

20 kQ 


4kQ 


\io 
2 kQ 


Figura 5.107 Esquema para o Problema 5.90. 

5.91 Um amplificador de corrente não inversor é representa¬ 
do na Figura 5.108. Calcule o ganho iji s . Considere R x = 
8 kíl e R 2 = 1 kíl. 




5.92 Consulte o amplificador em ponte mostrado na Figura 
5.109. Determine o ganho de tensão vjv t . 

60 kQ 



Figura 5.109 Esquema para o Problema 5.92. 

*5.93 Um conversor tensão-corrente é mostrado na Figura 
5.110, significando que i L = AVj sei? 1 i? 2 = ^ 3 ^ 4 - Descubra 
o terno constante A. 


S 3 



Figura 5.108 Esquema para o Problema 5.91 


Figura 5.110 Esquema para o Problema 5.93. 
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CAPACITORES E INDUTORES 


Na ciência, o crédito vai para o homem que convence o mundo, 
não para o que primeiro teve a ideia. 

Francis Darwin 


Progresso profissional 

Critérios ABET EC 2000 (3.c), "habilidade em projetar um sistema, componente 
ou processo para atender às necessidades desejadas". 


A “habilidade em projetar um sistema, componente 
ou processo para atender às necessidades desejadas” 
é a razão para os engenheiros serem contratados, e 
é por isso que esta é a capacidade técnica mais im¬ 
portante para esse profissional. É interessante notar 
que o sucesso como engenheiro é diretamente pro¬ 
porcional à capacidade de ele se comunicar, porém, 
sua habilidade com projetos vem em primeiro lugar. 

O projeto acontece quando se tem o que é cha¬ 
mado problema aberto que, finalmente, é definido 
pela solução. Dentro do contexto deste livro, po¬ 
demos explorar apenas alguns desses elementos e 
buscar atingir todas as etapas de nossa técnica de 
resolução de problemas, que lhe ensinará vários 
elementos essenciais do processo de projeto. 


Provavelmente, a parte mais importante do 
projeto é definir, de forma clara, o que é o siste¬ 
ma, o componente, o processo ou, no nosso caso, 
o problema. É raro ser atribuída a um engenhei¬ 
ro uma tarefa perfeitamente clara. Consequente¬ 
mente, como estudante de engenharia, você pode 
desenvolver e aperfeiçoar essa habilidade, fazen¬ 
do, a si próprio, aos seus colegas ou aos professo¬ 
res, perguntas voltadas a esclarecer o enunciado 
do problema. 

Explorar e avaliar soluções e alternativas é 
outra parte importante do processo de projeto, 
sendo que você pode praticar essa parte do pro¬ 
cesso de projeto em quase todos os problemas 
com que se deparará. 
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Contrastando com um resistor, 
que gasta ou dissipa energia de 
forma irreversível, um indutor ou 
um capacitor armazena ou libera 
energia (isto é, eles têm capacidade 
de memória). 


Dielétrico com permissividade e 




Figura 6.2 Capacitor com tensão 
aplicada v. 


De forma alternativa, capacitância é 
a quantidade de carga armazenada 
por placa para uma unidade de 
diferença de potencial em um 
capacitor. 


Introdução 

Até então, limitamo-nos a estudar circuitos resistivos. Neste capítulo, intro¬ 
duziremos dois novos e importantes elementos de circuitos lineares passivos: 
o capacitor e o indutor. Diferentemente dos resistores, que dissipam energia, 
os capacitores e os indutores não dissipam, mas sim, armazenam energia que 
pode ser posteriormente recuperada. Por essa razão, os capacitores e os indu¬ 
tores são chamados elementos de armazenamento. 

A aplicação de circuitos resistivos é bastante limitada. Com a introdução 
dos capacitores e dos indutores, estaremos aptos a analisar os circuitos mais 
importantes e práticos. Esteja certo de que as técnicas de análise de circuitos, 
apresentadas nos Capítulos 3 e 4, são igualmente aplicáveis aos circuitos con¬ 
tendo capacitores e indutores. 

A princípio, introduziremos os capacitores e descreveremos como associá- 
-los em série ou em paralelo. Posteriormente, faremos o mesmo para os induto¬ 
res. Como aplicações comuns, exploramos como os capacitores são associados 
com amplificadores operacionais para formarem integradores, diferenciadores 
e computadores analógicos. 


6.1 


6.2 Capacitores 

Capacitor é um elemento passivo projetado para armazenar energia em seu 
campo elétrico. Além dos resistores, os capacitores são os componentes elétri¬ 
cos mais comuns, sendo largamente utilizados em eletrônica, comunicações, 
computadores e sistemas de potência, assim como, por exemplo, em circuitos 
de sintonia de receptores de rádio e como elementos de memória dinâmica em 
sistemas computadorizados. 

Um capacitor é construído conforme representado na Figura 6.1. 


Um capacitor é formado por duas placas condutoras separadas por um 
isolante (ou dielétrico). 


Em diversas aplicações práticas, as placas podem ser constituídas por folhas 
de alumínio, enquanto o dielétrico pode ser composto por ar, cerâmica, papel 
ou mica. 

Quando uma fonte de tensão v é conectada ao capacitor, como na Figura 
6.2, a fonte deposita uma carga positiva q sobre uma placa e uma carga negati¬ 
va —q na outra placa. Diz-se que o capacitor armazena a carga elétrica. A quan¬ 
tidade de carga armazenada, representada por q, é diretamente proporcional à 
tensão aplicada v de modo que 


q = Cv 


( 6 . 1 ) 


onde C, a constante de proporcionalidade, é conhecida como a capacitân¬ 
cia do capacitor, e sua unidade é o farad (F), em homenagem ao físico in¬ 
glês Michael Faraday (1791-1867). Da Equação (6.1), podemos deduzir a 
seguinte definição: 


Capacitância é a razão entre a carga depositada em uma placa de um capa¬ 
citor e a diferença de potencial entre as duas placas, medidas em farads (F). 
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PERFIS HISTÓRICOS 

Michael Faraday (1791-1867), químico e físico inglês, provavelmente foi o 
maior experimentalista que existiu. 

Nascido próximo a Londres, Faraday realizou seu sonho de infância traba¬ 
lhando com o grande químico sir Humphry Davy, na Royal Institution, onde 
permaneceu por 54 anos. Realizou várias contribuições para todas as áreas das 
ciências físicas e criou palavras como eletrólise, anodo e cátodo. Sua descoberta 
da indução eletromagnética, em 1831, foi um grande avanço no campo da en¬ 
genharia, pois fornecia uma maneira de gerar eletricidade. O gerador e o motor 
elétricos operam segundo esse princípio. 



Da Burndy Library Collection 
na Huntington Library, San 
Marino, Califórnia. 


Perceba pela Equação (6.1) que 1 farad = 1 coulomb/volt. 

Embora a capacitância C de um capacitor seja a razão entre a carga q por 
placa e a tensão aplicada v, ela não depende de q ou u, mas, sim, das dimensões 
físicas do capacitor. Por exemplo, para o capacitor de placas paralelas, mostra¬ 
do na Figura 6.1, a capacitância é dada por 



onde A é a área de cada placa, d é a distância entre as placas e 6 é a permissivi- 
dade do material dielétrico entre as placas. Embora a Equação (6.2) se aplique 
apenas a capacitores com placas paralelas, podemos inferir a partir dela que, 
geralmente, três fatores determinam o valor da capacitância: 

1. A área das placas - quanto maior a área, maior a capacitância. 

2. O espaçamento entre as placas - quanto menor o espaçamento, maior a 

capacitância. 

3. A permissividade do material - quanto maior a permissividade, maior a 

capacitância. 

No mercado, encontram-se capacitores de diversos valores e tipos. Nor¬ 
malmente, os capacitores possuem valores na casa dos picofarads (pF) a mi- 
crofarads í/xF) e são descritos conforme o material dielétrico com que são 
feitos e pelo tipo variável ou então fixo. A Figura 6.3 ilustra os símbolos para 
os capacitores fixos e variáveis. Observe que, de acordo com a convenção dos 
sinais, se v > 0 e i > 0 ou v < 0 e i < 0, o capacitor está sendo carregado e se 
v ■ i < 0, o capacitor está sendo descarregado. 

A Figura 6.4 apresenta dois tipos comuns de capacitores de valor fixo. Os 
capacitores de poliéster são leves, em termos de peso, estáveis e sua variação 
com a temperatura é previsível. Em vez de poliéster, podem ser usados outros 
materiais dielétricos como mica e poliestireno. Os capacitores de filme são 
enrolados e encerrados em filmes plásticos ou metálicos. Já os eletrolíticos 
produzem uma capacitância extremamente elevada. A Figura 6.5 mostra os 
tipos mais comuns de capacitores variáveis. A capacitância de um trimmer (ou 
capacitor de compensação em série) é normalmente colocada em paralelo com 
outro capacitor de modo que a capacitância equivalente possa ser ligeiramente 
variada. A capacitância do capacitor variável a ar (placas combinadas) é 


A capacitância e a tensão 
nominal de um capacitor são em 
geral inversamente proporcionais 
por causa das relações nas 
Equações (6.1) e (6.2). Há 
ocorrência de arco voltaico se 
d for pequena e 1/ alta. 


i C i C 

° — ! !-° ° — - ° 

+ V - + V - 

(a) (b) 

Figura 6.3 Símbolos para capacitores: 
(a) capacitor fixo; ( b ) capacitor variável. 
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Figura 6.4 Capacitares fixos: (a) capacitar de poliéster; ( b ) capacitar cerâmico; (c) 
capacitar eletrolítico. (Cortesia da Tech America). 



Figura 6.5 Capacitares variáveis: 
(a) trimmer; ( b ) trimmer de filme. 

(Cortesia da Johanson.) 


De acordo com a Equação (6.4), 
para um capacitar poder transportar 
corrente, sua tensão tem de variar 
com o tempo. Portanto, para uma 
tensão constante, i = 0. 



variada girando-se o eixo. Os capacitares variáveis são usados em receptores 
de rádio, possibilitando a sintonia de várias estações. Além disso, são usados 
para bloquear CC, deixar passar CA, deslocar fases, armazenar energia, dar 
partida em motores e suprimir ruído. 

Para obter a relação corrente-tensão do capacitor, utilizamos a derivada de 
ambos os lados da Equação (6.1). Já que 


dq 

dt 


(6.3) 


diferenciando ambos os lados da Equação (6.1), obtemos 


i = C 


dv 

dt 


(6.4) 


Essa é a relação entre corrente e tensão para um capacitor, supondo-se a regra de 
sinais (passivo). A relação é ilustrada na Figura 6.6 para um capacitor cuja capaci- 
tância é independente da tensão. Diz-se que os capacitares que realizam a Equação 
(6.4) são lineares. Para um capacitor não linear , o gráfico da relação corrente - 
-tensão não é uma linha reta. E embora alguns capacitares sejam não lineares, a 
maioria é linear. Neste livro, suporemos que os capacitares sejam sempre lineares. 

A relação tensão-corrente de um capacitor linear pode ser obtida integran¬ 
do ambos os lados da Equação (6.4). Obtemos, então, 


1 

v(f) = — 
C 


rí 

i (r)dT 


(6.5) 


ou 


v(t) 


C 


i(T)dr + v(t 0 ) 

t 0 


( 6 . 6 ) 


onde v(t 0 ) = q(t 0 )/C é a tensão no capacitor no instante t 0 . A Equação (6.6) mos¬ 
tra que a tensão do capacitor depende do histórico da corrente do capacitor. Por¬ 
tanto, o capacitor tem memória - uma propriedade que é muitas vezes explorada. 
A potência instantânea liberada para o capacitor é 


Figura 6.6 Relação tensão-corrente 
de um capacitor. 


p = vi = Cv — 
dt 


(6.7) 
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A energia armazenada no capacitor é, portanto, 



rt 

1 dv 

f ü(í) i 2 

w = 

. 

p(r)dr = C 

-00 J 

O 

II 

8 

1 

v dv = ~Cv 

v( — oo) ^ 


Percebemos que u(-°°) = 0, pois o capacitor foi descarregado cm t = 


( 6 . 8 ) 

Logo, 



(6.9) 


Usando a Equação (6.1), poderíamos reescrever a Equação (6.9) como segue 


w 



( 6 . 10 ) 


As Equações (6.9) ou (6.10) representam a energia armazenada no campo elé¬ 
trico existente entre as placas do capacitor. Essa energia pode ser recuperada, 
já que um capacitor ideal não pode dissipar energia. De fato, a palavra capa¬ 
citor deriva da capacidade de esse elemento armazenar energia em um campo 
elétrico. 

Destacamos a seguir as importantes propriedades de um capacitor: 

1. Observe da Equação (6.4) que, quando a tensão em um capacitor não está 
variando com o tempo (isto é, tensão CC), a corrente pelo capacitor é zero. 
Portanto, 


Um capacitor é um circuito aberto em CC. 


Entretanto, se conectarmos uma bateria (tensão CC) nos terminais de um 
capacitor, o capacitor carrega. 

2. A tensão no capacitor deve ser contínua. 


A tensão em um capacitor não pode mudar abruptamente. 


O capacitor resiste a uma mudança abrupta na tensão entre seus termi¬ 
nais. De acordo com a Equação (6.4), uma mudança descontínua na ten¬ 
são requer uma corrente infinita, o que é fisicamente impossível. Por 
exemplo, a tensão em um capacitor pode ter a forma indicada na Figura 
6.1a, enquanto não é fisicamente possível para a tensão do capacitor as¬ 
sumir a forma mostrada na Figura 6.1b em virtude das mudanças abrup¬ 
tas. Em contrapartida, a corrente que passa por um capacitor pode mudar 
instantaneamente. 

3. O capacitor ideal não dissipa energia, mas absorve potência do circuito 
ao armazenar energia em seu campo e retorna energia armazenada previa¬ 
mente ao liberar potência para o circuito. 

4. Um capacitor real, não ideal, possui uma resistência de fuga em paralelo 
conforme pode ser observado no modelo visto na Figura 6.8. Aresistência 
de fuga pode chegar a valores bem elevados como 100 Míl e pode ser des¬ 
prezada para a maioria das aplicações práticas. Por essa razão, suporemos 
capacitores ideais neste livro. 



(«) (b) 

Figura 6.7 A tensão nos terminais 
de um capacitor: (a) permitida; ( b ) não 
pennitida; não é possível uma mudança 
abrupta. 


Uma forma alternativa de 
verificar isso é usar a Equação 
(6.9), que indica que a energia 
é proporcional ao quadrado da 
tensão. Já que injetar ou extrair 
energia pode ser realizado 
apenas ao longo de algum 
período finito, a tensão não pode 
mudar instantaneamente em um 
capacitor. 


Resistência 

f de fuga 
AAM- 


\ 


Capacitância 


Figura 6.8 Modelo de circuito de um 
capacitor não ideal. 
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• EXEMPLO 6.1 


• PROBLEMA PRÁTICO 6.1 


(a) Calcule a carga armazenada em um capacitor de 3 pF com 20 V entre seus terminais. 

(b) Determine a energia armazenada no capacitor. 

Solução: 

(a) Como q = Cv, 

q = 3 X 10- 12 X 20 = 60 pC 

(b) A energia armazenada é 

w = -Cv 2 = - X 3 X 10~ 12 X 400 = 600 pJ 
2 2 

Qual é a tensão entre os terminais de um capacitor de 4,5 /xF se a carga em uma placa 
for 0,12 mC? Quanta energia é armazenada? 

Resposta: 26,67 V, 1,6 mJ. 


• EXEMPLO 6.2 


• PROBLEMA PRÁTICO 6.2 


A tensão entre os terminais de um capacitor de 5 /xF é 

v(f) = 10 cos 6.000? V 

Calcule a corrente que passa por ele. 

Solução: Por definição, a corrente é 

i(t) = C— = 5 X 10~ 6 — (10 cos 6.000 í) 
dt dt 

= —5 X 10 6 X 6.000 X 10 sen 6.000?= —0,3 sen 6.000? A 

Se um capacitor de 10 /xF for conectado a uma fonte de tensão com 

v{t) = 75 sen 2.000?V 

determine a corrente através do capacitor. 

Resposta: 1,5 cos 2.000 ta. 


• EXEMPLO 6.3 


• PROBLEMA PRÁTICO 6.3 


Determine a tensão através de um capacitor de 2 /xF se a corrente através dele for 

/'(?) = 6e _3 ' 000f mA 

Suponha que a tensão inicial no capacitor seja igual a zero. 


Solução: Uma vez que v = 


i dt + u(0) e u(0) = 0, 


2 X 10~ 

3 X 10 3 
-3.000 


= (1 - e - 3 000 o V 


A corrente contínua através de um capacitor de 100 /xF é ?(?) = 50 sen 120 t r ? mA. Cal¬ 
cule a tensão nele nos instantes t = 1 ms e t = 5 ms. Considere v(0) = 0. 

Resposta: 93,14 mV; 1,736 V. 
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Determine a corrente através de um capacitor de 200 /jl F cuja tensão é mostrada na 
Figura 6.9. 

Solução: A fonna de onda da tensão pode ser descrita matematicamente como segue 

50? V 0 < t < 1 

100 - 50? V 1 < ? < 3 

|-200 + 50? V 3 < ? < 4 

0 caso contrário 


v{t) = 


Uma vez que i = C dvldt e C = 200 /rF, pegamos a derivada de v para obter 


?'(?) = 200 X 10 


0 caso contrario 

Portanto, a fonna de onda da corrente é aquela ilustrada na Figura 6.10. 

Um capacitor inicialmente descarregado de 1 mF possui a corrente mostrada na Figura 
6.11 entre seus terminais. Calcule a tensão entre seus tenninais nos instantes t = 2 ms 
e ? = 5 ms. 


EXEMPLO 6.4 • 



Figura 6.9 Esquema para o 
Exemplo 6.4. 



( 50 

0 < ? < 1 

i (mA) 

. _ _ A J 

-50 

1 < ? < 3 

10 

10 6 X < 

I 50 

3 < ? < 4 



1 0 

caso contrário 

0 

10 mA 

0 < 

? < 1 


10 mA 

1 < 

? < 3 

-10 

10 mA 

3 < 

? < 4 


4 t 


Figura 6.10 Esquema para o 
Exemplo 6.4. 


PROBLEMA PRATICO 6.4 



Figura 6.11 Esquema para o Problema prático 6.4. 

Resposta: 100 mV, 400 mV. 

EXEMPLO 6.5 • 

Obtenha a energia armazenada em cada capacitor na Figura 6.12a em condições 
de CC. 




Figura 6.12 Esquema para o Exemplo 6.5. 


Solução: Em CC, substituímos cada capacitor por um circuito aberto, conforme mos¬ 
tra a Figura 6.12 b. A corrente através da associação em série dos resistores de 2 kíl e de 
4 kíl é obtida por divisão de corrente, como segue 
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3 kí2 



Figura 6.13 Esquema para o 
Problema prático 6.5. 


i 


3 

3 + 2 + 4 


(6 mA) = 2 mA 


Logo, as tensões iq e v 2 nos capacitores são 

Vi = 2.0001 = 4 V v 2 - 4.000/ = 8 V 
e as energias neles armazenadas são 

wi = \cív\ = ^(2 X 10 3 )(4) 2 = 16 mJ 
w 2 = ^ C 2 v\ = X 10 3 )(8) 2 = 128 ml 


• PROBLEMA PRÁTICO 6.5 


Em condições CC, determine a energia armazenada nos capacitores da Figura 6.13. 
Resposta: 20,25 mJ, 3,375 ml. 



! ' 2 ! 

13 \ 

‘n 1 

D 0 = 

= c 2 = 

= c 3 = 

= C N = 


(á) 


+ 

v 


Figura 6.14 (a) A capacitores 
conectados em paralelo; ( b ) circuito 
equivalente para os capacitores em 
paralelo. 



6.3 Capacitores em série e em paralelo 

Sabemos dos circuitos resistivos que a associação série-paralelo é uma po¬ 
derosa ferramenta para redução de circuitos. Essa técnica pode ser estendida 
para ligações série-paralelo de capacitores que são encontradas algumas vezes. 
Queremos substituir esses capacitores por um único capacitor equivalente C eq . 

Para obtermos o capacitor equivalente C eq de N capacitores em paralelo, 
consideremos o circuito da Figura 6.14a, sendo que o seu equivalente se en¬ 
contra na Figura 6.14b. Note que os capacitores possuem a mesma tensão v 
entre seus terminais. Aplicando a LKC à Figura 6.14a, 


i — í i + I 2 + Í 3 + ■■ ■ 

Porém, i k = C k dv/dt. Portanto, 


i = C r 


dv 


dv 
1 dt 


C , 


dv 


dt 

= ( y A^- = c * 

' I dt eq ^ 


k= 1 


dt 

') 

dt 


i N 


+ 


C A 


dv 

dt 


( 6 . 11 ) 


( 6 . 12 ) 


onde 


C eq - Ci + C 2 + C 3 + + C N 


(6.13) 


A capacitância equivalente de N capacitores ligados em paralelo é a soma 
de suas capacitâncias individuais. 


Observamos que os capacitores em paralelo se associam da mesma forma que 
os resistores em série. 

Obtenhamos agora a C eq de N capacitores ligados em série comparando o 
circuito da Figura 6.15o com o circuito equivalente da b. Perceba que a mesma 
corrente i passa (e, consequentemente, a mesma carga) pelos capacitores. Apli¬ 
cando a LKT ao laço da Figura 6.15o, 
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v = Vi + v 2 + v 3 + + v N 


Mas v k 


Ck 


i(j)dT + v k (t 0 ). Portanto, 

t 0 


(6.14) 


v 


C, 


i(r)dT 


+ üi(í 0 ) + 


C 2 


rt 

i(r)dT + v 2 (t 0 ) 

*0 


onde 


+ 



i(r)dT + v N (t 0 ) 

‘o 


( 1 

1 

1 \ 

— 

+ — + ■ 

• + — 

VCi 

c 2 

CnJ . 

1 

rt 


c 

^eq J 

Í(T)dT + V(tn) 

to 



i (r) dr + ü^íq) 
+ + 


+ v 2 (t 0 ) 

v NÍk)) 


(6.15) 


1 

1 

1 

1 

1 

- = 

— 

4-b 

- + • 

• + - 

c 

'-"eq 

c, 

C 2 

C 3 

C N 


A tensão inicial u(t 0 ) entre os terminais de C eq tem de ser, pela LKT, igual 
à soma das tensões nos capacitores no instante t 0 . Ou, conforme a Equação 
(6.15), 


v{to) = Ui(í 0 ) + V 2 (t 0 ) + ••• + V N (t 0 ) 

Portanto, de acordo com a Equação (6.16), 


A capacitância equivalente dos capacitores associados em série é o inverso 
da soma dos inversos das capacitâncias individuais. 


Note que os capacitores em série se associam da mesma forma que os resis- 
tores em paralelo. Para N = 2 (ou seja, dois capacitores em série), a Equação 
(6.16) fica 


1 1 J_ 

C e q C ] C 2 


OU 


c, 


eq 


ClC 2 
Cl + c 2 


(6.17) 


Determine a capacitância equivalente vista entre os terminais a-b do circuito da 
Figura 6.16. 


1 Ci C 2 C 3 C N 



(b) 


Figura 6.15 (a) A capacitores 
conectados em série; ( b ) circuito 
equivalente para os capacitores em série. 


EXEMPLO 6.6 • 
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50/xF 



60 /xF 


20 ;xF 


120 /xF 


o 


I Figura 6.17 Esquema para o 
j Problema prático 6.6. 

• PROBLEMA PRÁTICO 6.6 



5/xF 


60 /xF 

20 jliF = 

= 6 ííF = 

= 20 /xF = 

11 



Figura 6.16 Esquema para o Exemplo 6.6. 


Solução: Os capacitores de 20 /xF e 5 /xF estão em série; sua capacitância equivalente é 


20 X 5 
20 + 5 


4/xF 


Esse capacitor de 4 /xF está em paralelo com os capacitores de 6 /xF e de 20 /xF; sua 
capacitância associada é 

4 + 6 + 20 = 30 /xF 


Esse capacitor de 30 /xF está em série com o capacitor de 60 /xF. Portanto, a capacitân¬ 
cia equivalente para todo o circuito é 


30 X 60 

C ea —- 

eq 30 + 60 


20 /xF 


Determine a capacitância equivalente nos terminais do circuito da Figura 6.17. 

Resposta: 40 /xF. 


• EXEMPLO 6.7 


20 mF 30 mF 


30 V 



Figura 6.18 Esquema para o 
Exemplo 6.7. 



Figura 6.19 Circuito equivalente 
para a Figura 6.18. 


40 /xF 

60 /xF 

+ Vl - 

+ v 3 — 

+ 

+ 


= 20/ixF v 4 = 

LJ 



A F 


Figura 6.20 Esquema para o 
Problema prático 6.7. 


• PROBLEMA PRÁTICO 6.7 


Para o circuito da Figura 6.18, determine a tensão em cada capacitor. 

Solução: Primeiro, determinamos a capacitância equivalente C eq , mostrada na Figura 
6.19. Os dois capacitores em paralelo, na Figura 6.18, podem ser associados para obter- 
-se 40 + 20 = 60 mF. Esse capacitor de 60 mF está em série com os capacitores de 20 
mF e de 30 mF. Portanto, 

C eq = j—-j——j- mF = 10 mF 

60 + 30 + 20 


A carga total é 

q = C eq v = 10 X 10~ 3 X 30 = 0,3 C 

Essa é a carga nos capacitores de 20 mF e 30 mF, pois eles estão em série com a fonte 
de 30 V. (Uma maneira grosseira de se ver isso é imaginar que a carga atua como a 
corrente, já que i = dq/dt). Portanto, 


q_ _ 0,3 

Cj ~~ 20 X 10“ 3 


15 V 


q_ _ 0,3 

C 2 ~ 30 X 10“ 3 


10 V 


Tendo sido determinadas iq ev 2 , agora usamos a LKT para determinar v 3 fazendo 
v 3 = 30 - iq — v 2 = 5 V 


De forma alternativa, visto que os capacitores de 40 mF e 20 mF estão em paralelo, eles 
têm a mesma tensão v 3 e sua capacitância associada é igual a 40 + 20 = 60 mF. Essa 
capacitância associada está em série com os capacitores de 20 mF e 30 mF e, conse¬ 
quentemente, tem a mesma carga sobre ela. Portanto, 


q 

60 mF 


0,3 

60 X 10“ 3 


5 V 


Determine a tensão em cada capacitor na Figura 6.20. 
Resposta: tq = 45 V, v 2 = 45 V, v 3 = 15 V, iq = 30 V. 
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Indutores 

Indutor é um elemento passivo projetado para armazenar energia em seu cam¬ 
po magnético. Os indutores têm inúmeras aplicações em eletrônica e sistemas 
de potência, e são usados em fontes de tensão, transformadores, rádios, TVs, 
radares e motores elétricos. 

Qualquer condutor de corrente elétrica possui propriedades indutivas e 
pode ser considerado um indutor. Mas, para aumentar o efeito indutivo, um in¬ 
dutor usado na prática é normalmente formado em uma bobina cilíndrica com 
várias espiras de fio condutor, conforme ilustrado na Figura 6.21. 


6.4 


U-Comprimento, ; , 

I 1 ’ I Area da secai 



Figura 6.21 Forma típica de um 
indutor. 


Um indutor consiste em uma bobina de fio condutor. 


Ao passar uma corrente através de um indutor, constata-se que a tensão nele 
é diretamente proporcional à taxa de variação da corrente. Usando a regra de 
sinais (passivo), 



(6.18) 


onde Zé a constante de proporcionalidade denominada indutância do indutor. 
A unidade de indutância é o henry (H), cujo nome foi dado em homenagem ao 
inventor norte-americano Joseph Henry (1797-1878). Fica evidente pela Equa¬ 
ção (6.18) que 1 henry é igual a 1 volt-segundo por ampère. 


Considerando a Equação (6.18), 
para um indutor ter tensão entre 
seus terminais, sua corrente tem 
de variar com o tempo. Portanto, 
v = 0 para corrente constante 
através do indutor. 


Indutância é a propriedade segundo a qual um indutor se opõe à mudança 
do fluxo de corrente através dele, medida em henrys (H). 


A indutância de um indutor depende de suas dimensões físicas e de sua 
construção. As fórmulas para cálculo da indutância dos indutores de diferentes 
formatos são derivadas da teoria do eletromagnetismo e podem ser encontra¬ 
das em manuais de engenharia elétrica. Por exemplo, para o indutor (solenoi¬ 
de) mostrado na Figura 6.21, 


N 2 /jíA 

t 


(6.19) 


onde N é o número de espiras, f é o comprimento, iéa área da seção transver¬ 
sal e /jl é a permeabilidade do núcleo. Podemos observar da Equação (6.19) que 
a indutância pode ser elevada, aumentando-se o número de espiras da bobina, 
usando-se material de maior permeabilidade como núcleo, ampliando a área da 
seção transversal ou reduzindo o comprimento da bobina. 

Assim como os capacitores, os indutores encontrados no mercado vêm em 
diferentes valores e tipos. Os comerciais mais encontrados possuem valores de 
indutância que vão de poucos microhenrys (/J.H). como em sistemas de comu¬ 
nicações, a dezenas de henrys (H), como em sistemas de potência. Os indutores 
podem ser fixos ou variáveis, e seu núcleo pode ser de ferro, aço, plástico ou ar. 
Os termos bobina e bobina de solenoide também são usados para indutores. Na 
Figura 6.22 são apresentados indutores de uso comum. Os símbolos para induto¬ 
res são mostrados na Figura 6.23, seguindo a regra de sinais (passivo). 

A Equação (6.18) é a relação entre tensão e corrente para um indutor. A 
Figura 6.24 mostra graficamente essa relação para um indutor cuja indutância 



Figura 6.22 Diversos tipos de 
indutores: (d) indutor bobinado 
solenoidal; ( b ) indutor toroidal; (c) indutor 
em pastilha. (Cortesia da Tech America.) 
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CNOAA’s People Collection. 


PERFIS HISTÓRICOS 

Joseph Henry (1797-1878), físico norte-americano, descobriu a indutância e 
construiu um motor elétrico. 

Nascido em Albany, Nova York, Henry formou-se pela Albany Academy 
e ensinou filosofia na Princeton University de 1832 a 1846. Foi o primeiro 
secretário da Smithsonian Institution. Conduziu diversos experimentos sobre 
eletromagnetismo e desenvolveu poderosos eletroímãs que poderiam levan¬ 
tar objetos pesando milhares de libras. Interessante notar que Joseph Henry 
descobriu a indução eletromagnética antes de Faraday, mas deixou de publi¬ 
car suas descobertas. A unidade de indutância, o henry, foi assim nomeada 
em sua homenagem. 


'! 


p 




+ 

V 


L 



ó ó ó 

(a) (b) (c) 


Figura 6.23 Símbolos para indutores: 

(a) núcleo preenchido com ar; 

( b ) núcleo de ferro; (c) núcleo 
de ferro variável. 



Figura 6.24 Relação tensão-corrente 
de um indutor. 


é independente da corrente. Um indutor desses é conhecido como indutor li¬ 
near. Para um indutor não linear , o gráfico da Equação (6.18) não será uma 
linha reta, pois sua indutância varia com a corrente. Consideraremos indutores 
lineares neste livro, a menos que informado o contrário. 

A relação corrente-tensão é obtida da Equação (6.18) como segue 


1 

di = — v dt 
L 

Integrando, obtemos 


v(T)dT (6.20) 


ou 


1 

rí 

' ~ L 

v(T)dr + i(t 0 ) 


to 


( 6 . 21 ) 


onde i(t 0 ) é a corrente total para < t < t Q e z'(-°°). A ideia de tornar i(-°°) é 
prática e razoável, pois deve existir um momento anterior quando não havia 
nenhuma corrente no indutor. 


O indutor é projetado para armazenar energia em seu campo magnético. 
A energia armazenada pode ser obtida da Equação (6.18). A potência liberada 
para o indutor é 


A energia armazenada é 



w = I p(r)dT = L 

1 


di 

dr 


idr 


= L 


idi = -Li\t) - -Lz 2 (— oo) 


( 6 . 22 ) 


(6.23) 


Como i(-°°) = 0, 


iv 



(6.24) 
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Observe as seguintes propriedades importantes de um indutor: 

1. Note, da Equação (6.18), que a tensão em um indutor é zero quando a 
corrente é constante. Portanto, 


Um indutor atua como um curto-circuito em CC. 


2. Uma propriedade importante do indutor é que ele se opõe à mudança de 
fluxo de corrente através dele. 


A corrente através de um indutor não pode mudar instantaneamente. 


De acordo com a Equação (6.18), uma mudança descontínua na corrente 
através de um indutor requer uma tensão infinita, que não é fisicamente 
possível, portanto, um indutor se opõe a uma mudança abrupta na corrente 
que passa por ele. Por exemplo, a corrente através de um indutor pode 
assumir a forma mostrada na Figura 6.25 a, enquanto a corrente através 
de um indutor não pode assumir a forma mostrada na Figura 6.25 b, em 
situações na prática, em razão de descontinuidades. Entretanto, a tensão 
em um indutor pode mudar abruptamente. 

3. Assim como o capacitor ideal, o indutor ideal não dissipa energia; a 
energia armazenada nele pode ser recuperada posteriormente. O indu¬ 
tor absorve potência do circuito quando está armazenando energia e 
libera potência para o circuito quando retorna a energia previamente 
armazenada. 

4. Um indutor real, não ideal, tem um componente resistivo significativo, 
conforme pode ser visto na Figura 6.26. Isso se deve ao fato de que o 
indutor é feito de um material condutor como cobre, que possui certa 
resistência denominada resistência de enrolamento R w , que aparece em 
série com a indutância do indutor. A presença de R w o torna tanto um 
dispositivo armazenador de energia como um dispositivo dissipador de 
energia. Uma vez que R w normalmente é muito pequena, ela é ignorada 
na maioria dos casos. O indutor não ideal também tem uma capacitância 
de enrolamento C w em decorrência do acoplamento capacitivo entre as 
bobinas condutoras. A C w é muito pequena e pode ser ignorada na maio¬ 
ria dos casos, exceto em altas frequências. Neste livro, consideraremos 
indutores ideais. 


A corrente que passa por um indutor de 0,1 H é i(f) = 10te 51 A. Calcule a tensão no 
indutor e a energia armazenada nele. 

Solução: Como v = L düdt e L = 0,1 H, 

v = 0,1—(lOtÉ^ 5 ') = e~ 5 ' + í(- 5)í? 5r = e~ 5 '(l - 5í) V 
dt 

A energia armazenada é 

w = Ví 2 = ^(0,l)100fV 10 ' = 5tV 10 'J 


Se a corrente através de um indutor de 1 mH for i(t) = 60 cos 100t mA, determine a 
tensão entre os terminais e a energia annazenada. 

Resposta: —6 sen 100f mV, 1,8 cos 2 (lOOf) /xJ. 



Figura 6.25 Corrente através de 
um indutor: (a) permitida; ( b ) não 
permitida; uma mudança abrupta não é 
possível. 


Como, muitas vezes, um indutor 
é feito de um fio altamente 
condutor, ele possui uma 
resistência muito pequena. 



-nmp—wvv- 


Hr 


Figura 6.26 Modelo de circuito para 
um indutor real. 


EXEMPLO 6.8 • 


PROBLEMA PRÁTICO 6.8 • 
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• EXEMPLO 6.9 


• PROBLEMA PRÁTICO 6.9 


Determine a corrente através de um indutor de 5 H se a tensão nele for 


v(t) = 


30r 

0, 


t > 0 
t < 0 


Determine, também, a energia armazenada no instante t = 5 s. Suponha i(v) > 0. 
1 f r 

Solução: Uma vez que i = — v(t) dt + i(t 0 ) e L = 5 H, 


A potência ép = vi = 60 1 5 . A energia armazenada é então 


w = \pdt= 60r dt = 60— = 156,25 kJ 


Alternativamente, podemos obter a energia annazenada usando a Equação (6.24), 
escrevendo 

w|* = ^Zi 2 (5) - \lí(0) = |(5)(2 X 5 3 ) 2 - 0 = 156,25 kJ 


conforme obtido anteriormente. 

A tensão entre os terminais de um indutor de 2 H é v = 10(1 - 1) V. Determine a corrente 
que passa através dele no instante í = 4sea energia annazenada nele no instante t = 4s. 
Suponha 1(0) = 2 A. 

Resposta: -18 A, 320 J. 


EXEMPLO 6.10 

> 1 Q 


5 Q 



—ww — 

—wv\- 



> 4£1 

12V© + ' 

2H 5 


v c = 

r 1F 





Já 


(a) 


‘ 1 Q 


5Q 



i Figura 6.27 Esquema para o 
I Exemplo 6.10. 

• PROBLEMA PRÁTICO 6.10 


Considere o circuito da Figura 6.21a. Em CC, determine: (a) i, v c e i L ; (b) a energia 
armazenada no capacitor e no indutor. 

Solução: (a) Em CC, substituímos o capacitor por um circuito aberto e o indutor por 
um curto-circuito, como na Figura 6.21b. Fica claro dessa figura que 


A tensão u c éa mesma que a tensão no resistor de 5 íl. Portanto, 

v c = 5 i = 10 V 

(b) A energia no capacitor é 

wc = \cv 2 c = \{mçr) = 501 

e que no indutor é 

w L = Uil = ^(2)(2 2 ) = 4 J 


Determine v c , i L e a energia armazenada no capacitor e no indutor no circuito da Figura 
6.28 em CC, 


10 A 





4 F 


Figura 6.28 Esquema para o Problema prático 6.10. 


Resposta: 15 V, 7,5 A, 450 J, 168,75 J. 
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Indutores em série e em paralelo 

Agora que o indutor foi acrescentado à nossa lista de elementos passivos, é 
necessário estender a poderosa ferramenta da associação série-paralelo. Pre¬ 
cisamos saber como encontrar a indutância equivalente de um conjunto de in¬ 
dutores conectados em série ou em paralelo encontrado em circuitos práticos. 

Considere uma ligação em série de N indutores, conforme mostrado na 
Figura 6.29 a, com o circuito equivalente apresentado na Figura 6.29 b. Os in¬ 
dutores têm a mesma corrente passando por eles. Aplicando a LKT ao laço, 


6.5 


V = V\ + V 2 + v 3 + "■ + V N 


Substituindo v k = L k di!dt, obtemos 


onde 


Assim, 


di di di 

v = Li — + L 2 -F L-t — + 

dt dt dt 


+ La 


di 
*dt 


- C^i + L 2 + L 3 + • + L n ) 


di 

dt 



di 

dt 


Leq 


di 

dt 


L & q — L\ + L2 + L3 + • ' • + Lfj 


(6.25) 


(6.26) 


(6.27) 



o—-oro-, 

+ + Vi~ + v 2 ~ + v 3 ~ ■" + V N ~ 


V 

o - 

(«) 


o- 

+ 

V 

o - 

(b) 

Figura 6.29 (a) Uma conexão 

em série de A indutores; ( b ) circuito 
equivalente para os indutores em série. 



A indutância equivalente de indutores conectados em série é a soma das 
indutâncias individuais. 


Indutores em série são associados exatamente da mesma forma que os resis- 
tores em série. 

Consideremos agora uma ligação em paralelo de N indutores, como mos¬ 
trado na Figura 6.30a, com o circuito equivalente na Figura 6.30 b. Os induto¬ 
res possuem a mesma tensão entre seus terminais. Usando a LKC, 


Porém, i k ~ 


Lk J 

1 


-<i 


to 


Í — / 1 + í 2 + Í3 + + (y 

t 

v dt + 4 (í 0 ); portanto, 

» 

1 P 

v dt + 11 (í 0 ) d- v dt + i 2 (to) 

L 2 L 


1 

_|_ ... -| - 

Ln . 

1 1 1 

— H- +••■+ — 

L\ L 2 L n 


=(t f) "v*+ f 


v dt + i N (t 0 ) 


v dt + i | (í 0 ) + i 2 (t 0 ) 


+ •" + Ín ( f o) 


k I t/ 


v dt + i(t 0 ) 


(6.28) 


(6.29) 


-'eq 



o - 

+ 

V 

o - 

(b) 

Figura 6.30 (a) Ligação em paralelo 

de N indutores; ( b ) circuito equivalente 
para os indutores em paralelo. 
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onde 


1 

i 

i 

i 

i 

- = - 

+ — + — + • 

• -i- 

^eq 

^1 

^2 

^3 

l n 


A corrente inicial i(t 0 ) através de Z eq no instante t = t 0 deve ser, segundo a LKC, 
a soma das correntes dos indutores no instante t 0 . Portanto, de acordo com a 
Equação (6.29), 

i(t o) = h(k)) + h(to) + + /jv(fo) 


De acordo com a Equação (6.30), 


A indutância equivalente de indutores paralelos é o inverso da soma dos 
inversos das indutâncias individuais. 


Observe que os indutores em paralelo são associados da mesma maneira que 
os resistores em paralelo. 

Para dois indutores em paralelo (N= 2), a Equação (6.30) fica 




OU 


Aq 


L1L2 

L\ + L 2 


(6.31) 


Desde que todos os elementos sejam do mesmo tipo, as transformações triân- 
gulo-estrela para resistores, discutidas na Seção 2.7, podem ser estendidas aos 
capacitares e indutores. 

Nesse ponto, é apropriado fazermos um resumo das características mais 
importantes dos elementos de circuito básicos vistos até então. Este resumo é 
dado na Tabela 6.1. 


Tabela 6.1 • Características importantes dos elementos básicos.* 

Relação 

Resistor (R) 

Capacitador (C) 

Indutor (L) 

v-i: 

v = iR 

1 r 

v = — i(r)dT + v(t 0 ) 

to 

di 
v = 

dt 

i-v: 

i = v/R 

dv 

i = C 7T 
dl 

1 (' 

i = - v{r)dr + l(í 0 ) 

to 

p ou w: 

II 

II 

1 2 

w = —Cv 2 

2 

1 2 

iv = —Li 

2 

Série: 

^eq — ^1 + R 2 

r _ c i c 2 
eq Q + C 2 

Leq "b ^2 

Paralelo: 

R 1 R 2 

Ceq = Cl + C 2 

UL 2 


eq R { + R 2 


eq U + L 2 

Em CC: 

Variável do 
cicuito que não 
pode mudar 
abruptamente: 

Idem 

Não se aplica 

Circuito aberto 

V 

Curto-circuito 

i 


t Supõe-se o uso da regra de sinais (passivo). 
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Determine a indutância equivalente do circuito mostrado na Figura 6.31. 

Solução: Os indutores de 10 H, 12 H e 20 H estão em série, portanto, associá-los re¬ 
sulta em uma indutância de 42 H, que está em paralelo com o indutor de 7 H de modo 
que eles são associados para dar 


7 X 42 
7 + 42 


6 H 


Esse indutor de 6 F1 está em série com os indutores de 4 Fl e 8 H. Portanto, 

L eq = 4 + 6 + 8 = 18 H 


Calcule a indutância equivalente para o circuito indutivo em escada da Figura 6.32. 

40 mH 


20 mH 


100 mH 

—'Tm 


50 mH 3 40 mH 


Figura 6.32 Esquema para o Problema prático 6.11. 



20 mH 


EXEMPLO 6.11 • 


4 H 

o- orriP- 


o-cmn- 

8 H 


20 H 

-omn- 


] 7 H 


12 H 


-cmu- 

10 H 


Figura 6.31 Esquema para o 
Exemplo 6.11. 


PROBLEMA PRÁTICO 6.11 • 


Resposta: 25 mH. 


Para o circuito da Figura 6.33, 1(1) = 4(2 - e 10f ) mA. Se 1 2 (0) = -1 mA, determine: (a) 
i'i(0); (b) v(t), u,(í) e v 2 (t); (c) 1,(1) e l 2 (t). 

Solução: (a) A partir de 1(1) = 4(2 - e~ Wt ) mA, 1(0) = 4(2 - 1) = 4 mA. Uma vez que 

i = h + i 2 , 

7,(0) = 1(0) - ; 2 (0) = 4 - (-1) = 5 mA 
(b) A indutância equivalente é 

L eq = 2 + 4 || 12 = 2 + 3 = 5 H 

Portanto, 

v(t) = L ea — = 5(4)( —1)(— 10)e~ 10 ' mV = 200e^ lo, mV 
dt 

e 


u,(í) = 2— = 2(—4)( — 10)e 10r mV = 80e~ 10 'mV 
dt 

Uma vez que v = v l + v 2 , 

v 2 (i) = v(t) - v x (t) = 120e -10 ' mV 

(c) A corrente 1, é obtida como segue: 


1 f' 120 

«i(0 = 4 v 2 dt + i!(0) = — 


e~ w ' dt + 5 mA 


= —3e _10, |ó + 5 mA = -3e~ 10 ' + 3 + 5 = 8- 3e _10, mA 


EXEMPLO 6.12 • 


1 2 H 



Figura 6.33 Esquema para o 
Exemplo 6.12. 
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v 


'2 3 H 

— 

■ + v x - 

*■ 6 H 

'1 


o- 



De modo similar, 


i 2 (t) 


12 


v 2 dt + U{ 0) 

ta 


120 

12 



1 mA 


— 1 mA = —e 


+ 1 — 1 = —e 


' mA 


| Figura 6.34 Esquema para o 
j Problema prático 6.12. 

• PROBLEMA PRÁTICO 6.12 


Note que i x (t) + i 2 (t) = i(t). 

No circuito da Figura 6.34, /,(/) = 0,6e~ 2í A. Se i( 0) = 1,4 A, determine: 

(a) z 2 (0); (b) i 2 (t) e i(t); (c) u x (t), v 2 (t) e v(t). 

Resposta: (a) 800 mA, (b) (-0,4 + l,2e- 2 0 A, (-0,4 + l,8e^0 A, (c) -36e~ 2 ' V, 
—7,2 éT 2 'V, —28,8e -2 'V. 


6.6 


Aplicações 


Elementos de circuito como resistores e capacitores encontram-se disponíveis 
no mercado em qualquer forma discreta ou em circuito integrado (Cl). Dife¬ 
rentemente dos capacitores e resistores, os indutores com indutância conside¬ 
rável são difíceis de ser produzidos em substratos de CL Consequentemente, 
os indutores (bobinas) normalmente vêm na forma discreta e tendem a ser 
mais volumosos e caros; por essa razão, não são tão versáteis como os capaci¬ 
tores e resistores, sendo mais limitados em aplicações. Entretanto, há diversas 
aplicações nas quais os indutores não têm nenhum substituto prático. Eles são 
usados rotineiramente em relês, circuitos de retardo, dispositivos de detecção 
(sensores), agulhas de toca-discos, circuitos telefônicos, receptores de rádio e 
TV, fontes de alimentação, motores elétricos, microfones e alto-falantes, citan¬ 
do apenas alguns exemplos. 

Os capacitores e indutores possuem três propriedades especiais, que os 
tornam muito úteis nos circuitos elétricos: 


1. Capacidade de armazenar energia, que os torna úteis como fontes de ten¬ 
são e de corrente temporárias. Consequentemente, eles podem ser usados 
para gerar uma tensão ou corrente muito altas por um curto período. 

2. Capacitores que se opõem a mudanças na tensão, enquanto os indutores se 
opõem a qualquer mudança abrupta na corrente. Essa propriedade torna os 
indutores úteis para supressão de arcos ou centelhas e para conversão de 
tensão CC pidsante em tensão CC relativamente suave. 

3. Capacitores e indutores, que são sensíveis à frequência. Essa propriedade 
os torna úteis para discriminadores de frequência. 

As duas primeiras propriedades são colocadas em prática em circuitos CC, en¬ 
quanto a terceira é aproveitada em circuitos CA. Veremos como serão úteis es¬ 
sas propriedades em capítulos posteriores. Por enquanto, consideraremos três 
aplicações envolvendo capacitores e amplificadores operacionais: integrador, 
diferenciador e computador analógico. 


6.6.1 Integrador 

Entre os circuitos com amplificadores operacionais importantes que usam ele¬ 
mentos armazenadores de energia, temos os integradores e os diferenciadores. 
Esses circuitos normalmente envolvem resistores e capacitores; os indutores 
(bobinas) tendem a ser mais volumosos e mais caros. 
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O integrador com amplificadores operacionais é usado em várias aplicações, 
especialmente em computadores analógicos, a serem vistos na Seção 6.6.3. 


Integrador é um circuito com amplificador operacional cuja saída é propor¬ 
cional à integral do sinal de entrada. 


Se o resistor de realimentação R ,mo familiar amplificador inversor da 
Figura 6.35a for substituído por um capacitor, obteremos um integrador 
ideal, conforme mostra a Figura 6.35 b. É interessante notar que é possível 
obter uma representação matemática da integração dessa forma. No nó a 
na Figura 635b, 


porém, 


Ír — l c 


l R 


Vj_ 

R’ 


i c — C- 


. dv„_ 
dt 


(6.32) 


Substituindo estas na Equação (6.32), obtemos 

Vi dVg 

R L dt 


(6.33a) 


dv„ 



dt 


Integrando ambos os lados da equação, temos 


v 0 (t) ~ v o (0) 


1 

RC 


Vj(T)dT 

'o 


(6.336) 


(6.34) 


Para garantir que u o (0) = 0, é necessário sempre descarregar o capacitor do 
integrador antes da aplicação de um sinal. Supondo v 0 ( 0) = 0, 


1 

RC 


Vj(T)dT 

o 


(6.35) 


que mostra que o circuito da Figura 6.356 fornece uma tensão de saída propor¬ 
cional à integral da entrada. Na prática, o integrador com amplificador opera¬ 
cional requer um resistor de realimentação para reduzir o ganho CC e evitar 
saturação. Deve-se tomar cuidado para que o amplificador operacional opere 
dentro do intervalo linear de modo que ele não venha a saturar. 



Figura 6.35 Substituir o resistor de realimentação no amplificador inversor em (a) 
produz um integrador em ( b ). 
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• EXEMPLO 6.13 



100 kQ __ 

Figura 6.36 Esquema para o 
Exemplo 6.13. 


• PROBLEMA PRÁTICO 6.13 


Se v x = 10 cos 2 1 mV e v 2 = 0,5 1 mV, determine v a no circuito com amplificadores 
operacionais da Figura 6.36. Suponha que a tensão no capacitor seja inicialmente zero. 

Solução: Esse circuito é um integrador somador e 


v 


O 


1 

R\C 


iq dt — 


1 

R^C 


v 2 dt 


3 X 10 s X 2 X 1(T 6 . 

_1_ 

100 X 10 3 X 2 X 10 

1 10 1 0,5f 2 

- sen 2í- 


10 cos (2t)í/t 
'o 

g í 0,5 rdr 

= -0,833 sen 2r— 1,25t 2 mV 


O integrador da Figura 6.35 b tem R = 100 kíl e C = 20 /xF. Determine a tensão de saída 
quando uma tensão CC de 2,5 mV é aplicada no instante 1 = 0. Suponha que o amplifi¬ 
cador operacional esteja inicialmente com o offset ajustado. 

Resposta: -1,251 mV. 


6.6.2 Diferenciador 


Diferenciador é um circuito com amplificador operacional cuja saída é pro¬ 
porcional à taxa de variação do sinal de entrada. 


Na Figura 6.35a, se o resistor de entrada for substituído por um capacitor, 
o circuito resultante é um diferenciador, como mostra a Figura 6.37. Aplicando 
a LKC ao nó a, 


Ír — ic 


Porém, 


l R 


Vo 

R ’ 


i c — C 


_dVi 

dt 


Substituir estas na Equação (6.36) nos leva a 


(6.36) 



Figura 6.37 Diferenciador com 
amplificador operacional. 



(6.37) 


demonstrando que a saída é a derivada da entrada. Os circuitos diferenciado- 
res são eletronicamente instáveis, pois qualquer ruído elétrico nele é muito 
amplificado pelo diferenciador. Por essa razão, o circuito diferenciador da 
Figura 6.37 não é tão útil e popular como o integrador. Na prática, ele rara¬ 
mente é usado. 


Esboce a tensão de saída para o circuito da Figura 6.38a, dada a tensão de entrada na 
Figura 6.386. Considere w o = 0emí=0. 


• EXEMPLO 6.14 
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Solução: Trata-se de um diferenciador com 

RC = 5 X 10 3 X 0,2 X 1(T S = 1CT 3 s 


Para 0 < t < 4 ms, podemos expressar a tensão de entrada na Figura 6.386 como 


í 2.000 1 0 < t < 2 ms 

18 - 2.000/ 2 < / < 4 ms 


5kQ 




Figura 6.38 Esquema para o Exemplo 6.14. 

Isso é repetido para 4 < / < 8 ms. Usando a Equação (6.37), a saída é obtida como segue 

dVj í -2 V 0 < / < 2 ms 
v 0 = -RC— = { 

dt \ 2 V 2 < / < 4 ms 


Portanto, a saída tem a fonna esboçada na Figura 6.39. 



O diferenciador da Figura 6.37 tem R = 100 kíl e C = 0,1 /uF. Dado que v i = 1,25/ V, 
determine a saída v a . 

Resposta: -12,5 mV. 


6.6.3 Computador analógico 

Os amplificadores operacionais foram desenvolvidos inicialmente para com¬ 
putadores analógicos, os quais podem ser programados para solucionar mo¬ 
delos matemáticos de sistemas mecânicos ou elétricos, que são normalmente 
expressos em termos de equações diferenciais. 

Resolver equações diferenciais simples por intermédio de um computador 
analógico requer colocar em cascata três tipos de circuitos com amplificadores 
operacionais: circuitos integradores, amplificadores somadores e amplificado¬ 
res inversores/não inversores para aplicação de fatores de escala positivos. A 
melhor maneira de ilustrar como um computador analógico resolve uma equa¬ 
ção diferencial é por meio de um exemplo. 


PROBLEMA PRÁTICO 6.14 • 
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• EXEMPLO 6.15 


Suponha que queiramos a solução x(t) da equação 

d * 1 2 3 4 x dx 

a —t + b - h cx = f{t), t > 0 (6.38) 

dt~ dt 

onde a, b e c são constantes e f(t) é uma função forçada arbitrária. A solução é 
obtida resolvendo inicialmente o termo de derivada de ordem mais alta. Cal¬ 
culando d 2 x/dt 2 , temos 


d 2 x 

m 

b dx c 

dt 2 

a 

, x 
a dt a 


(6.39) 


Para obter dx/dt, o termo d 2 x/dt 2 é integrado e invertido. Finalmente, para 
obter x, o termo dx/dt é integrado e invertido. A função é inserida no ponto 
apropriado, portanto, o computador analógico para resolver a Equação (6.38) é 
implementado interligando-se os somadores, inversores e integradores neces¬ 
sários. Podemos utilizar um plotter ou osciloscópio para ver a saída x ou dx/dt 
ou d 2 x/dt 2 , dependendo se ele estiver conectado ao sistema ou não. 

Embora o exemplo anterior seja de uma equação diferencial de segunda 
ordem, qualquer equação diferencial pode ser simulada por um computador 
analógico, formado por integradores, inversores e somadores inversores. Po¬ 
rém, deve-se tomar cuidado ao selecionar os valores de resistores e capacitores 
para garantir que os amplificadores operacionais não se saturem durante o in¬ 
tervalo de tempo da solução. 

Os computadores analógicos a válvulas foram construídos nas décadas de 
1950 e 1960. Seu uso caiu recentemente, pois foram superados por modernos 
computadores digitais, entretanto, ainda estudamos os computadores analógi¬ 
cos por duas razões. Primeiro, a disponibilidade de amplificadores operacio¬ 
nais integrados tornou possível a construção de computadores analógicos de 
forma fácil e barata. Em segundo lugar, ter uma visão geral dos computadores 
analógicos ajuda na compreensão dos computadores digitais. 


Projete um circuito de computador analógico para resolver a equação diferencial: 
d 2 v 0 dv„ 

—+ 2-P v„ = 10 sen 4 1 , t > 0 

dt 2 dt 

sujeito a u o (0) = -4, v' o (0) = 1, em que a primeira se refere à derivada do tempo. 

Solução: 

1. Definição. Temos um problema claramente definido e uma solução esperada. De¬ 
vemos relembrar os estudantes que, em várias situações, o problema não se encon¬ 
tra tão bem definido e esta parte do processo de resolução de problemas poderia 
exigir um esforço muito maior. Se esse for o caso, então se deve sempre ter em 
mente que o tempo gasto aqui resultará em um esforço muito menor posteriormen¬ 
te e muito provavelmente iria lhe poupar uma série de transtornos no processo. 

2. Apresentação. Fica claro que o emprego dos dispositivos apresentados na Seção 
6.6.3 nos pennitirá criar o circuito de computador analógico desejado. Precisare¬ 
mos dos circuitos integradores (possivelmente combinados com uma capacidade 
de somador) e um ou mais circuitos inversores. 

3. Alternativa. A abordagem para resolução desse problema é simples e objetiva. 
Precisaremos pegar os valores corretos de resistores e capacitores para podemos 
concretizar a equação que estamos representando. A saída final do circuito dará o 
resultado desejado. 

4. Tentativa. Há um número infinito de possibilidades na escolha de resistores e 
capacitores, muitas das quais resultarão em soluções corretas. Valores muito 
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altos para resistores e capacitores resultarão em saídas incorretas. Por exemplo, 
valores baixos de resistores sobrecarregarão o circuito, e pegar valores de re¬ 
sistores que são muito grandes fará os amplificadores operacionais pararem de 
funcionar como dispositivos ideais. Os limites podem ser determinados a partir 
das características do amplificador operacional real. 

Resolvemos, primeiro, a segunda derivada como segue 
d 2 v n dv n 

— 5 - = 10 sen 4?— 2- v 0 (6.15.1) 

dt dt 


Essa resolução requer algumas operações matemáticas, entre as quais soma, apli¬ 
cação de fator de escala e integração. Integrando ambos os lados da Equação 
(6.15.1) resulta em 


dVp 

dt 


dvJj) \ 

— 10 sen(4r) + 2— -b v 0 (t ) c/r + v„(0) 

ar / 


(6.15.2) 


onde v' o (0) = 1. Implementamos a Equação (6.15.2) usando o integrador somador 
mostrado na Figura 6.40a. Os valores dos resistores e capacitores foram escolhi¬ 
dos de forma que RC= 1 para o termo 


1 

RC 


v 0 (T)dr 

0 


Outros termos no integrador somador da Equação (6.15.2) são consequentemente 
implementados. A condição inicial dv o (0)/dt= 1 é implementada conectando ao 
capacitor uma fonte de 1 V com uma chave, como mostrado na Figura 6.40a. 

A próxima etapa é obter v 0 integrando dvjdt e invertendo o resultado, 


v„ = -4 ([~ dV £^) dT + ü(0) (6.15.3) 

Isso é implementado pelo circuito da Figura 6.40Ó com a fonte fornecendo a 
condição inicial de —4 V. Agora, associamos os dois circuitos na Figura 6.40a-ó 
para obter o circuito completo, apresentado na Figura 6.40c. Quando for aplicado 
o sinal de entrada 10 sen 4í, abrimos as chaves em 1 = 0 para obter a forma de 
onda de saída v a , que pode ser vista em um osciloscópio. 





Figura 6.40 Esquema para o Exemplo 6.15. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 6.15 


5. Avaliação. A resposta parece correta, mas será que ela realmente está? Se for dese¬ 
jada uma solução real para v 0 , então uma ótima verificação seria primeiro encontrar 
a solução construindo o circuito no PSpice. Esse resultado poderia ser então com¬ 
parado com uma solução usando a capacidade de solução diferencial do MATLAB. 

Já que o que é preciso fazer é apenas verificar o circuito e confirmar que ele re¬ 
presenta a equação, existe uma técnica mais fácil de ser utilizada, simplesmente 
percorremos o circuito e verificamos se ele gera a equação desejada. 

Entretanto, ainda temos opções a serem feitas. Poderíamos percorrer o circuito 
da esquerda para a direita, mas isso envolveria a diferenciação do resultado para 
obter a equação original. Uma abordagem mais fácil seria percorrer o circuito da 
direita para a esquerda. Essa é a abordagem que usaremos para verificar a resposta. 

Iniciando com a saída, v a , vemos que o amplificador operacional do lado di¬ 
reito nada mais é que um inversor com ganho unitário. Isso significa que a saída 
do circuito central é -v 0 . A equação a seguir representa a ação do circuito central. 


' dv o 
, dt 


dt + v o (0) = - [v 0 


+ v o (0) 


= - v o (0) + v o (0)) 


onde v o (0) = —4 V é a tensão inicial no capacitor. 

Verificamos o circuito do lado esquerdo da mesma forma. 


dv 0 

dt 


d v 0 \ ( dv„ 

dt - v’M) = + v o(0) ~ v'M 


Agora, resta verificamos se a entrada para o primeiro AOP é -d 2 vjdt 2 . 
Examinando a entrada, vemos que ela é igual a 


1/10 6 dv„ 


dv a 


—10 sen(4f) + v B + —- = -10sen(4í)+ v a + 2 

0,5 Míl dt dt 


que realmente produz —d 2 vjdt 2 da equação original. 

6 . Satisfatória? A solução obtida é satisfatória. Agora, podemos apresentar esse 
desenvolvimento como uma solução para o problema. 


Projete um circuito de computador analógico para resolver a equação diferencial: 
d 2 v a dv 0 

—/ + 3— + 2v„ = 4 cos 10f, t > 0 
dt 2 dt 


sujeito a v o (0) = 2, v'„(0) = 0. 

Resposta: Ver Figura 6.41, onde RC 1 s. 



Figura 6.41 Esquema para o Problema prático 6.15. 
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6.7 Resumo 

1. A corrente através de um capacitor é diretamente proporcional à taxa de 
variação da tensão em seus terminais. 


A corrente através de um capacitor é zero a menos que a tensão varie. 
Portanto, um capacitor atua como um circuito aberto para uma fonte de 
tensão CC. 

2. A tensão em um capacitor é diretamente proporcional à integral no tempo 
da corrente que passa por ele. 


u 


1 

C 


rt 

i dt 

J — co 


1 

C 


i dt + v(t 0 ) 

to 


A tensão em um capacitor não pode mudar instantaneamente. 

3. Capacitores em série e em paralelo são associados da mesma forma que 
condutâncias. 

4. A tensão em um indutor é diretamente proporcional à taxa de variação da 
corrente que passa por ele. 


v 



A tensão no indutor é zero a menos que a corrente varie. Portanto, um 
indutor atua como um curto-circuito para uma fonte CC. 

5. A corrente através de um indutor é diretamente proporcional à integral no 
tempo da tensão neste componente. 


i 



rt 

v dt + i(t 0 ) 

J t 0 


A corrente através de um indutor não pode mudar instantaneamente. 

6. Indutores em série e em paralelo são associados da mesma forma que re- 
sistores em série e em paralelo são associados. 

7. Em dado instante t, a energia armazenada em um capacitor é \Cv 2 enquan¬ 
to a energia armazenada em um indutor é \Li 2 . 

8. Três circuitos de aplicação, o integrador, o diferenciador e o computador 
analógico, podem ser construídos usando resistores, capacitores e amplifi¬ 
cadores operacionais. 


Questões para revisão 


6.1 Qual a carga em um capacitor de 5 F quando ele é conectado 
a uma fonte de 120 V? 

(a) 600 C (b) 300 C 

(c) 24 C (d) 12 C 

6.2 A capacitância é medida em: 

(a) coulombs (b) joules 

(c) henrys (d) farads 


6.3 Quando a carga total em um capacitor é dobrada, a energia 
armazenada: 

(a) permanece a mesma (b) é dividida pela metade 
(c) é dobrada (d) é quadruplicada 

6.4 A forma de onda da tensão representada na Figura 6.42 
pode ser associada a um capacitor real? 

(a) Sim (b) Não 
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Figura 6.42 Esquema para a Questão para revisão 6.4. 

6.5 A capacitância total de dois capacitores de 40 mF em série 
associada em paralelo com um capacitor de 4 mF é igual a: 

(a) 3,8 mF (b) 5 mF (c) 24 mF 

(d) 44 mF (e) 84 mF 

6.6 Na Figura 6.43, se i = cos 4 tev = sen 4í, o componente é um: 

(a) resistor (b) capacitor (c) indutor 


v 



Elemento 


T 


Figura 6.43 Esquema para a Questão para revisão 6 . 6 . 


6.8 Se a corrente através de um indutor de 10 mH aumenta de 
zero a 2 A, qual é a quantidade de energia armazenada no 
indutor? 


(a) 40 mj (b) 20 mj 

(c) 10 mj (d) 5 mj 

6.9 Indutores em paralelo podem ser associados da mesma 
forma que resistores em paralelo. 

(a) Verdadeiro (b) Falso 

6.10 Para o circuito da Figura 6.44, a fórmula para o divisor de 
tensão é: 


(a) iq = 
(c) Vi = 


Li 

L 2 

Li + L 2 


v s 


(b) iq 
(d) iq 


L x + L 2 
Lj 

L\ + L?' 


-nnnp- 




v 2 a l 2 


Figura 6.44 Esquema para a Questão para revisão 6.10. 


6.7 Um indutor de 5 H muda sua corrente de 3 A em 0,2 s. A 
tensão produzida nos terminais do indutor é: 

(a) 75 V (b) 8,888 V 

(c) 3 V (d) 1,2 V 


Respostas: 6.1a, 6.2d, 6.3d, 6.4b, 6.5c, 6.6b, 6.7a, 6.8b, 6.9a, 
6.10d. 


Problemas 


• Seção 6.2 Capacitores 

6.1 Se a tensão em um capacitor de 7,5 F for 2íe~ 3í V, determi¬ 
ne a corrente e a potência. 

6.2 Um capacitor de 50 /xF possui energia w{t) = 10 cos 2 377 1 
J. Determine a corrente que passa pelo capacitor. 

6.3 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e‘I*d tenderem melhor como os capacitores funcionam. 

6.4 Uma corrente de 4 sen 4t A passa por um capacitor de 5 F. 
Descubra a tensão v(f) no capacitor dado que v(0) = 1 V. 

6.5 A tensão em um capacitor de 4 /xF é mostrada na Figura 
6.45. Descubra a forma de onda da corrente. 



6.6 A forma de onda da tensão apresentada na Figura 6.46 é 
aplicada em um capacitor de 55 /xF. Desenhe a forma de 
onda da corrente que passa por ele. 



Figura 6.46 Esquema para o Problema 6 . 6 . 

6.7 Em t = 0, a tensão em um capacitor de 25 mF é 10 V. Cal¬ 
cule a tensão no capacitor para t > 0 quando a corrente 
5 1 niA passa através dele. 

6.8 Um capacitor de 4 mF apresenta a seguinte tensão em seus 
terminais. 

50 V, t < 0 

Ae~ 100 ' + fie - 600 'V, í>0 

Se o capacitor tiver uma corrente inicial de 2 A, determine: 
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(a) As constantes A e B. 

(b) A energia armazenada no capacitor em t = 0. 

(c) A corrente no capacitor para t > 0. 

6.9 A corrente através de um capacitor de 0,5 F é 6(1 - e~ í ) 
A. Determine a tensão e a potência em t = 2 s. Suponha 
v(0) = 0. 

6.10 A tensão em um capacitor de 5 niF é mostrada na Figura 
6.47. Determine a corrente através do capacitor. 



Figura 6.47 Esquema para o Problema 6.10. 

6.11 Um capacitor de 4 mF tem a forma de onda para corrente 
apresentada na Figura 6.48. Supondo que v(0) = 10 V, es¬ 
boce a forma de onda da tensão v(t). 



Figura 6.48 Esquema para o Problema 6.11. 

6.12 Uma tensão igual a 30e~ 2 ' 000 ' V é medida entre uma asso¬ 
ciação paralela de um capacitor de 100 mF e um resistor 
de 12 íl. Calcule a potência absorvida pela associação 
paralela. 

6.13 Determine a tensão nos capacitores do circuito da Figura 
6.49 em CC. 


10 Q 50 Q 



Figura 6.49 Esquema para o Problema 6.13. 


• Seção 6.3 Capacitores em série e em 
paralelo 

6.14 Capacitores de 20 pF e 60 pF conectados em série são as¬ 
sociados em paralelo com capacitores de 30 pF e 70 pF co¬ 
nectados em série. Determine a capacitância equivalente. 

6.15 Dois capacitores (25 /xF e 75 /xF) são ligados a uma fonte 
de 100 V. Determine a energia armazenada em cada capa¬ 
citor se eles estiverem conectados em: 


6.16 A capacitância equivalente nos terminais a-b no circuito 
da Figura 6.50 é 30 /xF. Calcule o valor de C. 


b o 



=b 80/xF 


Figura 6.50 Esquema para o Problema 6.16. 


6.17 Determine a capacitância equivalente para cada um dos 
circuitos da Figura 6.51. 


4 F 12 F 


o-- 

3 F = 


= 6F 


(a) 

4 F 


6 F 


n ] 

5 f~ j~ y 4F “ 


(b) 

3 F 6 F 



(c) 


Figura 6.51 Esquema para o Problema 6.17. 


6.18 Determine C eq no circuito da Figura 6.52 se todos os capa¬ 
citores forem de 4 /xF. 










r 

'-eq 



Figura 6.52 Esquema para o Problema 6.18. 


6.19 Determine a capacitância equivalente entre os terminais 
a-b no circuito da Figura 6.53. Todas as capacitâncias se 
encontram em /xF. 


80 



Figura 6.53 Esquema para o Problema 6.19. 


(a) Paralelo 


(b) Série 
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6.20 Determine a capacitância equivalente nos terminais a-b do 6.24 Para o circuito da Figura 6.58, determine (a) a tensão em 
circuito da Figura 6.54. cada capacitar e (b) a energia armazenada em cada capacitor. 



Figura 6.54 Esquema para o Problema 6.20. 

6.21 Determine a capacitância equivalente nos terminais a-b do 
circuito da Figura 6.55. 


5/iF 


6 jiiF 


4/xF 


b o- 


=j= 2 /xF =j= 3 ju.F =j= 12 /xF 


Figura 6.55 Esquema para o Problema 6.21. 

6.22 Obtenha a capacitância equivalente do circuito da Figura 
6.56. 


60 /xF 


20 /xF 


90 V =j= 30 /xF | = 14 jixF 1 80 /xF 

Figura 6.58 Esquema para o Problema 6.24. 

6.25 (a) Demonstre que a regra de divisão de tensão para dois 
capacitores em série como na Figura 6.59a é 


Vi = 


C 2 


C, 


Ci + c 2 


v 2 = 


C, + C, 


v s 


supondo que as condições iniciais sejam zero. 


+ Vi - 



I ' 1 

j) 

= C 2 ( 

D = 

= Cj = 


(a) (b) 

Figura 6.59 Esquema para o Problema 6.25. 

(b) Para os dois capacitores em paralelo como indicados 
na Figura 6.59 b, demonstre que a regra da divisão de 
corrente é 

Cj C 2 


Cl + c 2 


C i + c 2 



a b 

Figura 6.56 Esquema para o Problema 6.22. 


6.23 Usando a Figura 6.57, elabore um problema que ajude 
e»Id outros estudantes a entenderem melhor como os capaci¬ 
tores funcionam juntos quando conectados em série e em 
paralelo. 


V 



ZL 

JL 


ZL 

I 

X 


C 3 

Q 


supondo que as condições iniciais sejam zero. 

6.26 Três capacitores, Cj = 5 /xF, C 2 = 10 /xF e C 3 = 20 /xF, 
estão conectados em paralelo e em uma fonte de 150 V. 
Determine: 

(a) A capacitância total. 

(b) A carga em cada capacitor. 

(c) A energia total armazenada na associação em paralelo. 

6.27 Dado que quatro capacitores de 4 /xF podem ser conecta- 
ed dos em série e em paralelo, calcule os valores máximo e 

mínimo que podem ser obtidos por tais associações série- 
-paralelo. 

* 6.28 Obtenha a capacitância equivalente do circuito apresenta¬ 
do na Figura 6.60. 


40/xF = 

30/xF 

IOíxF = 



=i= 20 /j.F 


Figura 6.60 Esquema para o Problema 6.28. 


Figura 6.57 Esquema para o Problema 6.23. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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6.29 Determine C eq para cada circuito da Figura 6.61. 
C 




Figura 6.61 Esquema para o Problema 6.29. 


6.30 Supondo que os capacitores estejam inicialmente descar¬ 
regados, determine v a (t) no circuito da Figura 6.62. 




Figura 6.62 Esquema para o Problema 6.30. 


6.31 Se v(0) = 0, determine v(t), i t (í) e i 2 (t) no circuito da Figu¬ 
ra 6.63. 



Figura 6.63 Esquema para o Problema 6.31. 

6.32 No circuito da Figura 6.64, seja i s = 50e~ 2r mA e tq(0) = 
50 V, v 2 (0) = 20 V. Determine: (a) iq(í) e v 2 (t); (b) a energia 
em cada capacitor em t = 0,5 s. 

12 ixP 


+ II - 





+ 

20 jiiF = 

v 2 = 


Figura 6.64 Esquema para o Problema 6.32. 


6.33 Obtenha o circuito equivalente de Thévenin nos terminais, 
a-b, do circuito mostrado na Figura 6.65. Note que os cir¬ 
cuitos equivalentes de Thévenin geralmente não existem 
para circuitos envolvendo capacitores e resistores. Este é 
um caso especial em que o circuito equivalente de Théve¬ 
nin realmente existe. 



Figura 6.65 Esquema para o Problema 6.33. 


• Seção 6.4 Indutores 

6.34 A corrente através de um indutor de 10 mH é 10e~ ,/2 A. 
Determine a tensão e a potência em t = 3 s. 

6.35 Um indutor possui uma mudança linear na corrente va¬ 
riando de 50 mA a 100 mA em 2 ms e induz uma tensão de 
160 mV. Calcule o valor do indutor. 

6.36 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eCd tenderem melhor como os indutores funcionam. 

6.37 A corrente através de um indutor 12 mH é 4 sen 100í A. 
Determine a tensão, no indutor no intervalo rr/200 s e a 
energia armazenada em t = jgg s. 

6.38 A corrente através de um indutor de 40 mH é dada por 



Determine a tensão v(t). 

6.39 A tensão em um indutor de 200 mH é dada por 

v{f) = 3Í 2 + 2í + 4 V para t > 0. 

Determine a corrente i(t) que passa pelo indutor. Suponha 
que i( 0) = 1 A. 

6.40 A corrente através de um indutor de 5 mH é apresentada 
na Figura 6.66. Determine a tensão no indutor em t = 1, 3 
e 5 ms. 



Figura 6.66 Esquema para o Problema 6.40. 

6.41 A tensão em um indutor de 2 H é 20(1 - e~ 2 ') V. Se a cor¬ 
rente inicial através do indutor for 0,3 A, determine a corrente 
e a energia armazenada no indutor em t = 1 s. 
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6.42 Se a forma de onda da tensão na Figura 6.67 for aplica¬ 
da aos terminais de um indutor de 5 H, calcule a corrente 
através do indutor. Suponha i( 0) = -1 A. 

v(t ) (V) 

10 


0 


1 2 3 4 5 t 

Figura 6.67 Esquema para o Problema 6.42. 

6.43 A corrente em um indutor de 80 mFl aumenta de 0 a 60 mA. 
Qual é a quantidade de energia armazenada no indutor? 

*6.44 Um indutor de 100 mH é conectado em paralelo com 
um resistor de 2 kíl. A corrente que passa pelo indutor é 
i(t) = SOe^ 400 ' mA. (a) Determine a tensão v L no indutor, 
(b) Determine a tensão v R no resistor. (c) A equação, a se¬ 
guir, v R {t) + v L (t) = 0 é verdadeira? (d) Calcule a energia 
no indutor em t = 0. 

6.45 Se a forma de onda da tensão na Figura 6.68 for aplicada a 
um indutor de 10 mH, determine a corrente i(t). Suponha 
i( 0) = 0. 



Figura 6.68 Esquema para o Problema 6.45. 

6.46 Determine v c , i L e a energia armazenada no capacitor e 
indutor no circuito da Figura 6.69 em condições de CC. 

2 Q 


3 A 



-AW- 



+ 



V C Ã 

= 2F 

D i 

1 4Q 

1 5Q 


0,5 H 


Figura 6.69 Esquema para o Problema 6.46. 

6.47 Para o circuito da Figura 6.70, calcule o valor de R que 
e<vd fará a energia armazenada no capacitor ser a mesma que 
aquela armazenada no indutor em CC. 


6.48 Em condições CC de regime estacionário, determine i e v 
no circuito da Figura 6.71. 

i 2 mH 


5 mA 


-r— nmn — 


+ 


^ > 30 kQ v = 

= 6jiiF < 

' 



20 kQ 


Figura 6.71 Esquema para o Problema 6.48. 

• Seção 6.5 Indutores em série e em paralelo 

6.49 Determine a indutância equivalente do circuito na Figura 
6.72. Suponha que todos os indutores sejam de 10 mH. 



Figura 6.72 Esquema para o Problema 6.49. 

6.50 Um circuito armazenador de energia é formado por indu¬ 
tores conectados em série de 16 mH e 14 mH associados 
em paralelo com indutores conectados em série de 24 mH 
e 36 mH. Calcule a indutância equivalente. 

6.51 Determine a L eq nos terminais a-b do circuito da Figura 
6.73. 

10 mH 



Figura 6.73 Esquema para o Problema 6.51. 

6.52 Usando a Figura 6.74, elabore um problema para ajudar 
eÇd outros estudantes a entenderem melhor como os indutores 
se comportam quando conectados em série e quando co¬ 
nectados em paralelo. 


5 A 



-7VW- 

II 

D i 

II 

160 yU,F 

1 2Q. 


4 mH 


Figura 6.70 Esquema para o Problema 6.47. 



Figura 6.74 Esquema para o Problema 6.52. 
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6.53 Determine a Z eq nos terminais do circuito da Figura 6.75. 
6 mH 8 mH 



12 mH 


4 mH 


Figura 6.75 Esquema para o Problema 6.53. 

6.54 Determine a indutância equivalente olhando pelos termi¬ 
nais do circuito da Figura 6.76. 

9 H 



3 H 


Figura 6.76 Esquema para o Problema 6.54. 

6.55 Determine a L eq em cada um dos circuitos da Figura 6.77. 




Figura 6.77 Esquema para o Problema 6.55. 
6.56 Determine a Z eq no circuito da Figura 6.78. 



1 6.57 Determine a i eq que pode ser usada para representar o cir¬ 
cuito indutivo da Figura 6.79 nos terminais. 


' t 4 H 

a o—■nriP- 
7. e q 


júi 

dt 


b o- 


3 H 


5 H 


Figura 6.79 Esquema para o Problema 6.57. 

6.58 A forma de onda da corrente na Figura 6.80 percorre um 
indutor de 3 H. Esboce a tensão através do indutor ao lon¬ 
go do intervalo 0 < t < 6 s. 



Figura 6.80 Esquema para o Problema 6.58. 

6.59 (a) Para dois indutores em série como aqueles mostrados 
na Figura 6.81a, demonstre que o princípio da divisão 
da tensão é 


Li 

V\ =- v. 

L x + L 2 


l 2 

v 2 = - v. 

Li + L 2 


supondo que as condições iniciais sejam zero. 

(b) Para dois indutores em paralelo como aqueles apre¬ 
sentados na Figura 6.816, demonstre que o princípio 
da divisão da corrente é 


. _ L 2 . 
h ~ L x + L 2 l ” 


U 

L\ + L 2 


supondo que as condições iniciais sejam zero. 





(" I 


, l 2 
l 2 


(a) (b) 

Figura 6.81 Esquema para o Problema 6.59. 

6.60 No circuito da Figura 6.82, i 0 { 0) = 2 A. Determine i 0 (t) e 
v a (t) para t > 0. 


4e 2, A 



Figura 6.78 Esquema para o Problema 6.56. 


Figura 6.82 Esquema para o Problema 6.60. 
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6.61 Considere o circuito da Figura 6.83. Detennine: (a) L eq , 
4(í) e i 2 (t), se 4 = 3e~' mA; (b) v a (t); (c) a energia armaze¬ 
nada no indutor de 20 mFI em t = 1 s. 



(b) A energia total liberada para a caixa preta de ? = 0 a ? = °° 

(c) 4(0 e 4(0, (S 0 

(d) i(0, í a 0 


i(0 


Caixa preta 


+ 

,?=° 

A 5 

f4 

} 5 H | 



Figura 6.83 Esquema para o Problema 6.61. Fi 9 ura 687 Esc l uema P ara ° Problema 6.65. 


6.62 Considere o circuito da Figura 6.84. Dado que v(t) = 12e 3> 
mV para ? > 0 e 4(0) = -10 mA, determine: (a) 4(0), (b) 

4(0 e 4(0- 


25 mH 


o-qnqp- 


+ 

14(0 

v(t) 

§ 20 mH 

O- 



| 4(0 
60 mH 


Figura 6.84 Esquema para o Problema 6.62. 


6.63 No circuito da Figura 6.85, esboce v 0 . 



0 3 6 t (s) 0 2 4 6 t (s) 

Figura 6.85 Esquema para o Problema 6.63. 

6.64 A chave na Figura 6.86 se encontra na posição A há muito 
tempo. Em t = 0, a chave passa da posição A para B e é 
do tipo abre-fecha, de modo que não haja interrupção na 
corrente do indutor. Determine: 

(a) i(t) para t > 0. 

(b) v logo após a chave ter passado para a posição B. 

(c) v(t) bem depois de a chave já estar na posição B. 



6.65 Os indutores na Figura 6.87 são inicialmente carregados e 
conectados à caixa preta em t = 0. Se 4(0) = 4 A, 4(0) -2 
A e v(t) = 50e -200 ' mV para t > 0, determine: 

(a) A energia inicialmente armazenada em cada indutor. 


6.66 A corrente i(t) através de um indutor de 20 mFI é igual, em 
magnitude, à tensão nele para todos os valores de tempo. 
Se 7(0) = 2 A, determine i(t). 


• Seção 6.6 Aplicações 


6.67 Um integrador com amplificadores operacionais possui 
R = 50 kíl e C = 0,04 /xF. Se a tensão de entrada for v l = 
10 sen 50? mV, obtenha a tensão de saída. 

6.68 Uma tensão CC de 10 V é aplicada a um integrador com 
R = 50 kíl, C = 100 /xF em t = 0. Quanto tempo levará 
para o amplificador operacional saturar se as tensões de 
saturação forem +12 V e -12 V? Suponha que a tensão 
inicial no capacitor seja zero. 

6.69 Um integrador com AOP e R = 4 Míl e C = 1 /xF tem a 
forma de onda mostrada na Figura 6.88. Desenhe a forma 
de onda de saída. 


v, (mV) 
20 

10 


-10 - 


-20 - 


1 2 


4 5 


t (ms) 


Figura 6.88 Esquema para o Problema 6.69. 


6.70 Usando um único amplificador operacional, um capacitor 
eOd e resistores de 100 kíl ou menos, desenhe um circuito para 
implementar 


v 0 = -50 


Vj(t) dt 
J o 


Suponha v D = 0 em t = 0. 

6.71 Demonstre como você usaria um único AOP para gerar 


v 0 = — (iq + 4v 2 + 10 v 3 )dt 


Se o capacitor integrador for C = 2 /xF, obtenha os valores 
dos demais componentes. 
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6.72 Em t= 1,5 ms, calcule u a devido aos integradores em cas¬ 
cata da Figura 6.89. Suponha que os integradores sejam 
reiniciados em 0 V no instante t = 0. 


2 mF 0.5 /xF 



Figura 6.89 Esquema para o Problema 6.72. 

6.73 Demonstre que o circuito da Figura 6.90 é um integrador 
não inversor. 


R 



Figura 6.90 Esquema para o Problema 6.73. 

6.74 A forma de onda triangular da Figura 6.91a é aplicada à 
entrada do diferenciador com amplificadores operacionais 
da Figura 6.9\b. Desenhe a saída. 




Figura 6.91 Esquema para o Problema 6.74. 

6.75 Um diferenciador com amplificadores operacionais possui 
R = 250 kfí e C= 10 /jl F. A tensão de entrada é uma rampa 
r(t) =12 1 mV. Determine a tensão de saída. 

6.76 Uma forma de onda de tensão tem as seguintes caracterís¬ 
ticas: uma inclinação positiva de 20 V/s por 5 ms seguida 
por uma inclinação negativa de 10 V/s por 10 ms. Se a 


forma de onda for aplicada a um diferenciador com R = 50 
kíl, C = 10 /xF, esboce a fonna de onda da saída. 

* 6.77 A saída do circuito v D com AOP da Figura 6.92 a é apre¬ 
sentada na Figura 6.92 b. Seja R t = Rj 1 Míl e C = 1 /xF. 
Determine a forma de onda da tensão de entrada e esboce-a. 



(a) 



Figura 6.92 Esquema para o Problema 6.77. 

6.78 Projete um computador analógico para simular 

d 2 v 0 dv a 

—-—b 2-h v„ = 10 sen 2 1 

dt 2 dt 

onde u o ( 0 ) = 2 e v ’ o ( 0 ) = 0 . 

6.79 Projete um circuito para computador analógico para resol- 
ed ver a seguinte equação diferencial ordinária. 

dy(i) 

+ 4 y{t) =f{t) 

onde ^(0) = 1 V. 

6.80 A Figura 6.93 apresenta um computador analógico pro¬ 
jetado para solucionar uma equação diferencial. Supondo 
queXO seja conhecida, monte a equação para f[t). 



Figura 6.93 Esquema para o Problema 6.80. 
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6.81 Projete um computador analógico para simular a seguinte 
eOd equação: 

d 2 v 

-j + 5v= -2/(í) 
dt 


6.82 Projete um circuito com amplificador operacional tal que 

eOd t 

v„ = lOUj + 2 I v s dt 

onde v s e v B são, respectivamente, a tensão de entrada e a 
de saída. 


Problemas abrangentes 


6.83 Seu laboratório tem disponível um grande número de 
e€d capacitares de 10 /jl F na faixa de 300 V. Para proje¬ 
tar um banco capacitivo de 40 /xF na faixa dos 600 V, 
quantos capacitores de 10 /xF são necessários e como 
você os interligaria? 

6.84 Um indutor de 8 mFi é usado em um experimento de 
potência de fusão. Se a corrente através do indutor 
for i(t) = 5 sen 2 tt t mA, t > 0, determine a potência 
liberada para o indutor e a energia armazenada nele em 
t = 0,5 s. 



Figura 6.94 Esquema para o 


6.85 Um gerador de onda quadrada produz uma forma de onda 
de tensão mostrada na Figura 6.94a. Que tipo de compo¬ 
nente de circuito é necessário para converter a fonna de 
onda da tensão para a forma de onda triangular da corren¬ 
te exposta na Figura 6.946? Calcule o valor do compo¬ 
nente, supondo que ele esteja inicialmente descarregado. 

6.86 Um motor elétrico pode ser modelado como uma associa¬ 
ção em série entre um resistor de 12 12 e um indutor de 
200 mH. Se uma corrente i(f) = 2te~ m A passa através da 
associação em série, determine a tensão nesta associação. 
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CIRCUITOS DE PRIMEIRA ORDEM 


Vivemos de nossos atos, não dos anos vividos; de pensamentos, não apenas da respiração; 
de sentimentos, não dos números em um disco de telefone. Deveriamos contar o tempo em pulsações. 

Vive mais aquele que pensa mais, sente-se o mais nobre, aquele que age melhor. 

P. J. Bailey 


Progresso profissional 

Carreiras em engenharia da computação 

A formação em engenharia elétrica passou por 
drásticas mudanças nas últimas décadas. A maio¬ 
ria dos departamentos tornou-se conhecida como 
departamento de engenharia elétrica e engenharia 
de computação, enfatizando as rápidas mudanças 
por causa dos computadores, que ocupam um lu¬ 
gar de destaque na sociedade e na educação mo¬ 
dernas. Eles se tornaram lugar-comum e ajudam a 
mudar os aspectos da pesquisa, do desenvolvimen¬ 
to, da produção, dos negócios e do entretenimen¬ 
to. Cientistas, engenheiros, médicos, advogados, 
professores, pilotos de avião, executivos - quase 
todo mundo se beneficia da capacidade de os com¬ 
putadores armazenarem grandes quantidades de 
informação e de processarem essas informações 
em períodos muito breves. A Internet é essencial 
nas empresas, na educação e em biblioteconomia, 
e, por isso, o emprego de computadores continua a 
crescer a passos largos. 


Uma formação em engenharia da computa¬ 
ção deve abranger o uso de software, projeto de 
hardware e técnicas básicas de modelagem, assim 
como deve incluir cursos em estruturas de dados, 
sistemas digitais, arquitetura de computadores, mi¬ 
croprocessadores, interfaceamento, engenharia de 
software e sistemas operacionais. 

Engenheiros eletricistas que se especializam 
em engenharia da computação encontram colo¬ 
cação no ramo da informática em inúmeras áreas 
onde os computadores são utilizados. Empresas 
produtoras de software estão crescendo rapidamen¬ 
te em número e tamanho e oferecendo empregos 
para aqueles que são capacitados em programação. 
Uma excelente maneira de progredir nos conheci¬ 
mentos sobre os computadores é se afiliar à IEEE 
Computer Society, que patrocina várias revistas, 
periódicos e congressos. 
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7.1 


Introdução 


Agora que já examinamos individualmente os três elementos passivos (resisto- 
res, capacitores e indutores) e um elemento ativo (o amplificador operacional), 
estamos preparados para analisar circuitos contendo diversas associações de 
dois ou três dos elementos passivos. Neste capítulo, examinaremos dois tipos 
de circuitos simples: um circuito compreendendo um resistor e um capacitor 
e outro circuito formado por um resistor e um indutor. Estes circuitos são de¬ 
nominados, respectivamente, circuitos RC e RL, e, apesar de sua simplicidade, 
têm inúmeras aplicações em eletrônica, comunicações e sistemas de controle, 
como veremos mais adiante. 


Realizamos a análise de circuitos RC e RL aplicando as leis de Kirchhoff 
da mesma forma que fizemos para os circuitos resistivos. A única diferença é 
que a aplicação das leis de Kirchhoff a circuitos puramente resistivos resulta 
em equações algébricas, enquanto a aplicação dessas leis a circuitos RC e RL 
produz equações diferenciais, que são mais difíceis de resolver que as algébri¬ 
cas. As equações diferenciais resultantes da análise de circuitos RC e RL são de 
primeira ordem, consequentemente, os circuitos são conhecidos coletivamente 
como circuitos de primeira ordem. 


Um circuito de primeira ordem é caracterizado por uma equação diferen¬ 
cial de primeira ordem. 



Figura 7.1 Circuito RC sem fonte. 


Resposta de um circuito 
corresponde à maneira pela qual 
um circuito reage a uma excitação. 


Além da existência de dois tipos de circuitos de primeira ordem (RC e 
RL), existem duas maneiras de excitá-los. A primeira delas é pelas condições 
iniciais dos elementos de armazenamento nos circuitos, nos quais, chamados 
circuitos sem fonte, supomos que a energia esteja armazenada inicialmente no 
elemento capacitivo ou indutivo. A energia faz a corrente fluir no circuito e ser 
gradualmente dissipada nos resistores. Embora os circuitos sem fonte sejam, 
por definição, livres de fontes independentes, eles podem, eventualmente, ter 
fontes dependentes. A segunda forma de se excitar circuitos de primeira or¬ 
dem é pelas fontes independentes, que serão consideradas neste capítulo como 
fontes CC. (Em capítulos futuros, consideraremos fontes senoidais e expo¬ 
nenciais.) Os dois tipos de circuitos de primeira ordem e as duas formas de 
excitá-los compõem, no total, quatro situações possíveis que estudaremos nes¬ 
te capítulo. 

Finalmente, veremos quatro aplicações típicas de circuitos RC e RL: cir¬ 
cuitos de retardo e a relês, um flash para câmeras fotográficas e um circuito 
para ignição de automóveis. 


Circuitos RC sem fonte 

Um circuito RC sem fonte ocorre quando sua fonte CC é desconectada abrup¬ 
tamente. A energia já armazenada no capacitor é liberada para os resistores. 

Consideremos uma associação em série de um resistor e de um capacitor 
inicialmente carregado, conforme ilustrado na Figura 7.1. (O resistor e o capa¬ 
citor podem ser a resistência e a capacitância equivalentes de associações de 
resistores e capacitores.) Nosso objetivo é determinar a resposta do circuito 
que, por motivos pedagógicos, suporemos ser a tensão v(t) no capacitor. Uma 
vez que o capacitor está carregado inicialmente, podemos supor que no instan¬ 
te t = 0 a tensão inicial seja 


7.2 
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u(0) = Vo (7.1) 

com o valor correspondente da energia armazenada igual a 

K>(0) = \cvl (7.2) 

Aplicando a LKC ao nó superior do circuito da Figura 7.1, leva-nos a 


l c + Ír — 0 


Por definição, i c = C dv/dt e i R = v/R. Portanto, 


C 


dv 

dt 


+ 



(7.3) 

(7.4a) 


ou 


dv v 
dt RC 


(7.4 b) 


Trata-se, portanto, de uma equação diferencial de primeira ordem, já que so¬ 
mente a primeira derivada de v está envolvida. Para resolvê-la, dispomos os 
termos como segue 


dv 

v 



Integrando ambos os lados da equação, obtemos 

t 

ln v = - b ln A 

RC 


onde ln A é a constante de integração. Portanto, 


ln 


v 

A 


t 

RC 


(7.5) 


Expressando em potência de e temos 


v(t) = Ae~ ,/RC 


Porém, a partir das condições iniciais, u(0) = A = V 0 . Portanto, 


v(t) = V 0 e- t/RC 


(7.7) 


Isso demonstra que a resposta em tensão do circuito RC é uma queda exponen¬ 
cial da tensão inicial. Uma vez que a resposta se deve à energia inicial armaze¬ 
nada e às características físicas do circuito e não a alguma fonte de tensão ou 
de corrente externa, ela é chamada resposta natural do circuito. 


A resposta natural de um circuito se refere ao comportamento (em termos 
de tensões e correntes) do próprio circuito, sem nenhuma fonte externa de 
excitação. 


A resposta natural é ilustrada graficamente na Figura 7.2. Observe que em 
t = 0 temos a condição inicial correta como na Equação (7.1). A medida que t 
aumenta, a tensão diminui em direção a zero. A rapidez com que a tensão decresce 


A resposta natural depende da 
natureza do circuito em si, sem 
nenhuma fonte externa. De 
fato, o circuito apresenta uma 
resposta apenas em razão da 
energia armazenada inicialmente 
no capacitor. 
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Figura 7.2 Resposta em tensão do 
circuito RC. 


é expressa em termos da constante de tempo, representada por r, a letra grega 
minúscula tau. 


A constante de tempo de um circuito é o tempo necessário para a respos¬ 
ta de decaimento a um fator igual a 1/e ou a 36,8% de seu valor inicial. 1 


Isso implica que, no instante t = t, a Equação (7.7) fica 

V 0 e~ T,RC = V 0 e _1 = 0,368V 0 


ou 


t = RC 


(7.8) 


Em termos da constante de tempo, a Equação (7.7) pode ser escrita como segue 


v(t) = V 0 e“ í/T 


(7.9) 


Tabela 7.1 

• Valores de v(t)/V 0 = e th . 

t v(t)/V 0 

T 

0,36788 

2 T 

0,13534 

3 T 

0,04979 

4 T 

0,01832 

5 T 

0,00674 


v 



Figura 7.3 Determinação gráfica da 
constante de tempo r a partir da curva 
de resposta. 


Com uma calculadora, fica fácil demonstrar que os valores de v(t)/V 0 são 
aqueles mostrados na Tabela 7.1. Fica evidente da Tabela 7.1 que a tensão v(t) 
é menor que 1% de V 0 após 5r (cinco constantes de tempo). Portanto, é costu¬ 
meiro supor que um capacitor estará completamente descarregado (ou carrega¬ 
do) após cinco constantes de tempo. Em outras palavras, leva 5t para o 
circuito atingir seu estado final ou regime estacionário quando não ocorre ne¬ 
nhuma mudança com o tempo. Note que, para cada intervalo de tempo igual a 
t, a tensão é reduzida em 36,8% de seu valor anterior, v{t + r) = v(t)/e = 
0,368 v{t), independentemente do valor de t. 

Observe na Equação (7.8) que, quanto menor a constante de tempo, mais 
rapidamente a tensão diminui, ou seja, mais rápida a resposta. Isso é ilustrado 
na Figura 7.4. Um circuito com uma constante de tempo pequena dá uma res¬ 
posta mais rápida, já que atinge o regime estacionário (ou estado final) mais 
rapidamente em virtude da rápida dissipação da energia armazenada, enquanto 
um circuito com constante de tempo maior dá uma resposta mais lenta, pois 
leva mais tempo para atingir o regime estacionário. A qualquer velocidade, 
seja a constante de tempo pequena ou grande, o circuito atingirá o regime es¬ 
tacionário em cinco constantes de tempo. 

Com a tensão v{t) na Equação (7.9), podemos determinar a corrente i R {t). 


Ír(0 


v(t) 

R 


Vo 
—e 

R 


t /t 


(7.10) 


1 A constante de tempo pode ser vista de outra perspectiva. Calculando a derivada de 
v(t) na Equação (7.7) em t = 0, obtemos 


d i v 
Jt\V 0 


th 


1 


T 


Portanto, a constante de tempo é a taxa de decaimento inicial ou o tempo necessário para 
v/V 0 decair da unidade para zero, supondo uma taxa de decaimento constante. Essa inter¬ 
pretação da curva inicial da constante de tempo é nomialmente usada em laboratório para 
se encontrar r graficamente a partir da curva de resposta mostrada em um osciloscópio. 
Para detemiinar t a partir da curva de resposta, trace a tangente à curva em t = 0, confomie 
ilustrado na Figura 7.3. A tangente intercepta o eixo do tempo em t = r. 
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Figura 7.4 Gráfico de v/V 0 = e V T para diversos valores da constante de tempo. 

A potência dissipada no resistor é 

P(t) = vi R = ^V 2í/t (7.11) 

K 


A energia absorvida pelo resistor até o instante t é 


w R (t) = 


p(k)dk = 


•'o 


f t/2 

R 


dk 


rVl 

2 R ' 


-2A/i 


= -CVg(l - e- 2t/T ), 


(7.12) 

t = RC 


Note que, à medida que t —> oo ; w R ( 00 ) —» ICVo, que é o mesmo que ut c (0), a 
energia armazenada inicialmente no capacitor, a qual é finalmente dissipada 
no resistor. 

Em suma: 

O segredo para se trabalhar com um circuito RC sem 
fonte é encontrar: 

1. A tensão inicial u(0) = V a no capacitor. 

2. A constante de tempo t. 

Com esses dois itens, temos a resposta já que a tensão do capacitor Vç{t) = v(t) 
= u(0)e~' /T . Assim que a tensão do capacitor é obtida inicialmente, outras variá¬ 
veis (corrente de capacitor i c , tensão u R c a corrente do resistor i R ) podem ser 
determinadas. Ao encontrar a constante de tempo r = RC, R normalmente é a 
resistência equivalente de Thévenin nos terminais do capacitor; isto é, tiramos 
o capacitor C e encontramos R = R Th em seus terminais. 


Na Figura 7.5, façamos ücfO) = 15 V. Determine v c ,v x e i x para t > 0. 

Solução: Primeiro, precisamos adequar o circuito da Figura 7.5 ao circuito 7?C-padrão 
da Figura 7.1. Determinamos a resistência equivalente ou a resistência de Thévenin nos 
tenninais do capacitor. Nosso objetivo sempre é obter, em primeiro lugar, a tensão v c 
no capacitor. A partir desta, podemos determinar v x e i x . 

Os resistores de 8 Í1 e 12 Í1 em série podem ser associados para resultar em um re¬ 
sistor de 20 íl, que, em paralelo com o resistor de 5 íl, podem ser associados de modo 
que a resistência equivalente fique 


20 X 5 

/\. — 

q 20 + 5 


4 í! 


A constante de tempo é a 
mesma não importando qual 
seja a saída definida. 


Quando um circuito contiver 
um único capacitor e vários 
resistores e fontes dependentes, 
o equivalente de Thévenin pode 
ser encontrado nos terminais 
do capacitor para formar um 
único circuito RC. Da mesma 
forma, pode-se usar o teorema 
de Thévenin quando vários 
capacitares puderem ser 
associados para formar um único 
capacitor equivalente. 



EXEMPLO 7.1 • 


8 a 



- VM - 

+ 

> 0,1 F = 

= v c 12 £2 < 


Figura 7.5 Esquema para o 
Exemplo 7.1. 
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Figura 7.6 Circuito equivalente 
para o circuito da Figura 7.5. 


8 Q 



j Figura 7.7 Esquema para o 
! Problema prático 7.1. 

• PROBLEMA PRÁTICO 7.1 


Portanto, o circuito equivalente é o indicado na Figura 7.6, que é análogo ao circuito da 
Figura 7.1. A constante de tempo é 

r = R eq C = 4(0,1) = 0,4 s 


Portanto, 


v = v(0)e 


-th — 


= 15e 


-f/0,4 


V, 


v c = v = 15e 


-2,5f 


V 


Da Figura 7.5, podemos usar o princípio da divisão de tensão para obter v x ; portanto 
12 v = 0,6(15éT 2 ’ 5í ) = 9 éT 2 ’ 5 'V 


12 + 8 


Finalmente, 



0,75M 2,5í A 


Consulte o circuito da Figura 7.7. Seja, v^O) = 60 V. Determine v c , v x e i 0 , para t S 0. 
Resposta: 60M o>25 'V, 20 éT 0 - 25 ' V, —5e~ 0 ' 25 ' A. 




EXEMPLO 7.2 


20 Vi 



9ÍÍ S v =2=20 mF 


Figura 7.8 Esquema para o 
Exemplo 7.2. 


20 V 



M0) 


1 Q. 

-WvV- 


9Q 


V = 15 V =2= 20 mF 


(b) 

Figura 7.9 Esquema para o 
Exemplo 7.2: (a) t<0,(b) t> 0. 


6 Q 


t = 0 


24 V 



F =2= v 


12 £2 <42 


Figura 7.10 Esquema para o 
Problema prático 7.2. 

PROBLEMA PRÁTICO 7.2 


A chave no circuito da Figura 7.8 foi fechada por um longo período e é aberta em l = 0. 
Determine v(t) para íâ 0. Calcule a energia inicial armazenada no capacitor. 

Solução: Para t < 0, a chave está fechada; o capacitor é um circuito aberto em CC, 
conforme representado na Figura 7.9a. Usando a divisão de tensão 

M0 = 9 ^ 3 (2°) = 15 v, f < 0 

Uma vez que a tensão em um capacitor não pode mudar instantaneamente, a tensão no 
capacitor em t = (T é a mesma que em t = 0, ou 

MO) = Vo = 15 V 

Para t > 0, a chave é aberta e temos o circuito RC mostrado na Figura7.96. [Note que 
o circuito RC da Figura 7.96 é sem fonte; a fonte independente na Figura 7.8 é neces¬ 
sária para fornecer V D ou a energia inicial para o capacitor.] Os resistores de 1 O e 9 Í1 
em série fornecem 


A constante de tempo é 


7? eq = i + 9 = ion 


t = R cq C = 10 X 20 X 1(T 3 = 0,2 s 
Assim, a tensão no capacitor para (2 0 é 

v(t) = M0)M' /T = 15M' /0 ' 2 V 


OU 

v{t) = 15fT 5, V 

A energia inicial armazenada no capacitor é 

w c ( 0) = ^Cuc(O) = M 20 X 10 ~ 3 X 15 2 = 2,25 J 

Se a chave da Figura 7.10 abrir em 1 = 0, determine v(t) para Í20e w^O). 
Resposta: 8 e 2 'V, 5,333 J. 
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7.3 


Circuito RL sem fonte 


Considere a conexão em série de um resistor e um indutor, conforme mostra a 
Figura 7.11. Nosso objetivo é determinar a resposta do circuito, que suporemos 
ser a corrente i(t) por meio do indutor. Escolhemos a corrente do indutor como 
resposta para poder tirar proveito do conceito de que a corrente do indutor não 
pode mudar instantaneamente. Em t = 0, supomos que o indutor tenha uma 
corrente inicial ou 


*( 0 ) = /„ 

com a energia correspondente armazenada no indutor como segue 

iu(0) = ~Lll 

Aplicando a LKT no laço da Figura 7.11, 

v L + v R = 0 

Porém v L = L di/dt e v R = iR. Portanto, 

di 

L — + Ri = 0 
dt 


(7.13) 


(7.14) 


(7.15) 



Figura 7.11 Circuito RL sem fonte. 


ou 


di R . 

-F —i = 0 

dt L 


Rearranjando os termos e integrando, temos 

' m di_ = 
i 


R 

-dt 

L 


(7.16) 


ln i 


m 

Io 


Rt_ 

L 


ou 


ln 


i(t) 


Rt 

ln i(t) — ln 7 0 = ——h 0 


L 


Exponenciando em e, obtemos 




i(t) = V 


(7.17) 


(7.18) 


Isso demonstra que a resposta natural de um circuito RL é uma queda exponen¬ 
cial da corrente inicial. A resposta em corrente é mostrada na Figura 7.12. Fica 
evidente, da Equação (7.18), que a constante de tempo para o circuito RL é 


(7.19) 


onde t está novamente na unidade de segundos. Portanto, a Equação (7.18) 
pode ser escrita como 



i(t) = I 0 e- ,/T 


(7.20) 



Figura 7.12 Resposta em corrente do 
circuito RL. 
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Quanto menor a constante de 
tempo t de um circuito, mais 
rápida a taxa de decaimento da 
resposta. Quanto maior for a 
constante de tempo, mais lenta a 
taxa de decaimento da resposta. 

A qualquer taxa, a resposta cai 
para menos que 1% de seu valor 
inicial (ou seja, atinge seu regime 
estacionário) após 5r. 

\-• 


A Figura 7.12 mostra que uma 
interpretação de inclinação inicial 
pode ser dada à r. 



Quando um circuito contiver um 
único indutor e vários resistores e 
fontes dependentes, o equivalente 
de Thévenin pode ser encontrado 
nos terminais do indutor para 
formar um único circuito RL. Da 
mesma forma, pode-se usar o 
teorema de Thévenin quando vários 
indutores puderem ser associados 
para formar um único indutor 
equivalente. 


Com a corrente da Equação (7.20), podemos descobrir a tensão no resistor 
como segue 


v R (t) = ÍR = I 0 Re~ ,/T 

A potência dissipada no resistor é 


p = v R i = Io Re 2t ' T 

A energia absorvida pelo resistor é 


W R (t) = 

rí 

p(X)d\ — 

'Ile- 2X/T d\ = --llRe- 2K/T ' 

. 

0 J 

o 2 0 


w R (t) = \li 10- - e~ 2t/T ) 


(7.21) 


(7.22) 


r 


L 

R 


(7.23) 


Observe que, enquanto t —> w R (°°) —> \L /q que é o mesmo que w L ( 0), a 
energia armazenada inicialmente no indutor, como na Equação (7.14). Repe¬ 
tindo, a energia que estava armazenada inicialmente no indutor é, no final das 
contas, dissipada no resistor. 

Em suma: 

O segredo para se trabalhar com o circuito RC sem fonte 
é determinar: 

1. A corrente inicial /'(O) = /„ por meio do indutor. 

2. A constante de tempo r do circuito. 

Com esses dois itens, obtemos a resposta, uma vez que a corrente no indutor 
i L (t ) = i(i) = i(0)e , r . Assim que determinarmos a corrente i, no indutor, outras 
variáveis (tensão v L no indutor, tensão v R no resistor e corrente do resistor i R ) 
podem ser estabelecidas. Perceba que, geralmente, R na Equação (7.19) é a 
resistência de Thévenin nos terminais do indutor. 


• EXEMPLO 7.3 

412 

i -1——WA- 

‘I 

\ (l.? II 21» <^> 3 i 


Figura 7.13 Esquema para o 
Exemplo 7.3. 


Supondo que /(O) = 10 A, calcule i(f) e 4(0 no circuito da Figura 7.13. 

Solução: Há duas maneiras de se resolver esse problema. A primeira delas é obter a 
resistência equivalente nos terminais do indutor e então usar a Equação (7.20). A outra 
é começar do zero usando a lei de Kirchhoff para tensão. Seja lá qual for a estratégia 
adotada, sempre é bom obter primeiro a corrente no indutor. 

■ MÉTODO 1 A resistência equivalente é a mesma que a resistência equivalente de 
Thévenin nos terminais do indutor. Por causa da fonte dependente, inserimos uma fonte 
de tensão com v 0 = 1 V nos terminais a-b do indutor, como indicado na Figura 7.14a. 
(Também poderíamos injetar uma corrente de 1 A nos terminais.) Aplicando a LKT aos 
dois laços, resulta em 

2(4 - 4) + 1 = 0 => 4 - 4 = (7.3.1) 

5 

6 i 2 - 24 - 3q = 0 =4> i 2 = -q (7.3.2) 

Substituindo a Equação (7.3.2) na Equação (7.3.1), obtemos 
4 = -3 A, i a = -4 = 3 A 
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(a) ( b ) 

Figura 7.14 Resolução para o circuito da Figura 7.13. 


Logo, 


A constante de tempo fica 


V a 1 „ 
*eq = *Th = - = -zíl 
3 


L _ É _ 3 


7? e q 3 - £ - 

Portanto, a corrente por meio do indutor é 

i(t) = i(0)e~' /T = 10e~ (2/3)f A, 


t > 0 


M MÉTODO 2 Podemos aplicar a LKT diretamente ao circuito como indicado na 
Figura 7.146. Para o laço 1, 


1 di 1 

2 dt 


+ 2 ( í ! - i 2 ) - 0 


dit 

-h 4;'! — 4 i 2 = 0 

dt 


Para o laço 2, 


6 i 2 — 2í'i — 3;'i = 0 


l2 ~ 6 h 


(7.3.3) 


(7.3.4) 


Substituindo a Equação (7.3.4) na Equação (7.3.3), temos 

di í 2 

— + -i i = 0 

dt 3 


Rearranjando os termos, 

dit 2 

— = - dt 


Uma vez que /, = i, podemos substituir q por i e integrar: 


ou 


ln i 


Kt ) 
i(0) 





Exponenciando em e, finalmente obtemos 


A, 


i(t) = i{ 0)e“ (2/3)í = 10e“ <2/3) ' 


t > 0 
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1 £2 



6 £2 


que é o mesmo resultado obtido pelo Método 1. 
A tensão no indutor é 


10 

=- e 

3 


-( 2 / 3 )/ 


V 


Uma vez que o indutor e o resistor de 2 Í1 estão em paralelo, 


Figura 7.15 Esquema para o 
Problema prático 7.3. 


• PROBLEMA PRÁTICO 7.3 


i x (t ) = ^ = —1,6667<U (2/3)r A, t > 0 

Determine 1 e no circuito da Figura 7.15. Façamos z'(0) = 12 A. 
Resposta: 12e~ 2, A, -12e~ 2 'V, í> 0. 




EXEMPLO 7.4 


í = 0 

2£i 4£2 

) -|—vwv- 


2 Q 

—WW— / j • 


© 


U(0 


40 V A12£2 16 £2 52H 


Figura 7.16 Esquema para o 
Exemplo 7.4. 


40 V 



^ 2 £2 
WiV- 


4 £2 

-AAM- 


■ 12 £2 


[m 


(a) 



12 £2 


(è) 

Figura 7.17 Resolução do circuito 
da Figura 7.16: (a) para t < 0; 

(. b ) para t > 0. 

í = 0 



8 £2 


Figura 7.18 Esquema para o 
Problema prático 7.4. 


• PROBLEMA PRÁTICO 7.4 


A chave do circuito da Figura 7.16 foi fechada por um longo período. Em t = 0, a chave 
é aberta. Calcule i(t) para t > 0. 

Solução: Quando t < 0, a chave está fechada e o indutor atua como um curto-circuito 
em CC. O resistor de 16 Í2 é curto-circuitado; o circuito resultante é mostrado na Figura 
7.17a. Para obter i l nessa figura, associamos os resistores de 4 Í2 e 12 Í2 em paralelo 
para chegar a 


4 X 12 
4+12 


3Í2 


Logo, 


h = 


40 

2 + 3 


8 A 


Obtemos i(t) a partir de q na Figura 7.17a usando o princípio da divisão de corrente, 
escrevendo o seguinte 


12 

i(t) = - u = 6 A, t < 0 

12 + 4 1 


Uma vez que a corrente através de um indutor não pode mudar instantaneamente, 


z(0) = i(0 ) = 6 A 


Quando t > 0, a chave está aberta e a fonte de tensão é desconectada. Agora, temos o 
circuito RL sem fonte da Figura 7.176. Combinando os resistores, temos 

R eq = (12 + 4) || 16 = 8Í2 

A constante de tempo é 


L 2 1 



Portanto, 

i{f) = me~ ,/T = 6e~ 4 ' A 


Para o circuito da Figura 7.18, determine i(l) para t > 0. 
Resposta: 5e 2 'A, t > 0. 
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No circuito indicado na Figura 7.19, encontre i a , v 0 e i durante todo o tempo, supondo 
que a chave fora aberta por um longo período. 

Solução: É melhor descobrirmos inicialmente a corrente i no indutor e depois obter 
outros valores a partir dela. 

Para t < 0, a chave se encontra aberta. Como o indutor atua como um curto-circuito 
em CC, o resistor de 6 12 está curto-circuitado, de modo a termos o circuito mostrado 
na Figura 7.20 a. Logo, i a = 0 e 

10 

i(t) = -= 2 A, t < 0 

2 + 3 

vjt) = 3i(t) = 6V, í<0 

Logo, i( 0) = 2. 

Para t > 0, a chave está fechada e, portanto, a fonte de tensão está curto-circuitada. 
Agora, temos um circuito RL sem fonte, como indicado na Figura 7.20 b. Nos terminais 
do indutor, 

An, ~ 3 || 6 = 2 12 

de modo que a constante de tempo seja 

L 

T = - = 1 S 

^Th 


212 312 

—WA-WvV 


3 12 


10 V 


© 


P* IP 


6 n 


- \/W\ - 

1 ; 

v o 

V o 


+ 

6 12 < 

í v i, % 




2 H 


(a) ( b) 

Figura 7.20 O circuito da Figura 7.19 para: (a) t < 0; (b) t> 0. 
Portanto, 

i(t) = /( 0)e~ ,/r = 2e~‘ A, t > 0 
Desde que o indutor esteja em paralelo com os resistores de 6 Í1 e 3 íl. 

v„{t) = ~v L = -L 7 = —2(—2e~') = 4e~' V, t > 0 
dt 


Vl 2 , 

m = -T= A, í>0 

o 3 


Logo, durante todo o tempo, 
^0 A, 

i«(t) ={ 2 _ 

“3 e A ’ 


i(t) = 


t < 0 
t > 0 ’ 
2 A, 


v a (t) = 


6 V, 


t < 0 
2e _r A, t > 0 


t < 0 


4e - ' V, í>0 


Percebemos que a corrente no indutor é contínua em t = 0, enquanto a corrente através 
do resistor de 6 12 cai de 0 a -2/3 em í=0ea tensão no resistor de 3 12 cai de 6 para 4 
em t = 0. Percebemos também que a constante de tempo é a mesma independentemente 
da saída. Na Figura 7.21, temos um gráfico de i e i 0 . 


EXEMPLO 7.5 • 


2Q 312 


—vvw- 


10V 


-VvW 


© ^ 


P» I 


f = 0 >6 12 ^2H 


Figura 7.19 Esquema para o 
Exemplo 7.5. 



312 



Figura 7.22 Esquema para o 
Problema prático 7.5. 


PROBLEMA PRATICO 7.5 


Determine i, i a e v 0 para todo t no circuito mostrado na Figura 7.22. Suponha que a 
chave foi fechada por um longo período. Deve-se observar que abrir uma chave em 
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u(t ) 


1 


Figura 7.23 


série com uma fonte de corrente ideal cria uma tensão infinita nos terminais da fonte 
de corrente. É óbvio que essa situação é impossível. Para haver resolução do problema, 
podemos colocar um resistor shunt em paralelo com a fonte (que agora a transforma 
em uma fonte de tensão em série com um resistor). Em circuitos mais práticos, dispo¬ 
sitivos que atuam como fontes de corrente são, em sua maioria, circuitos eletrônicos, 
que permitirão que a fonte atue como uma fonte de corrente ideal em seu intervalo 
operacional, porém a limitará em termos de tensão quando o resistor de carga for muito 
grande (como em um circuito aberto). 

Resposta: 

. _ í 16 A, t < 0 _ í 8 A, t < 0 

í_ |l6e~ 2 'A, f > 0 ’ l ° -5,333e~ 2 'A, t > 0’ 



Antes de prosseguirmos para a segunda metade deste capítulo, precisamos abrir 
um parêntese e considerar alguns conceitos matemáticos que vão ajudar a enten¬ 
der a análise de transientes. Uma compreensão básica de funções de singularidade 
nos ajudará a fazer sentido a resposta de circuitos de primeira ordem à aplicação 
repentina de uma fonte de tensão ou de corrente contínua independente. 

As funções de singularidade (também conhecidas como funções de comu¬ 
tação) são muito úteis na análise de circuitos, pois servem como boas aproxi¬ 
mações aos sinais de comutação que surgem em circuitos com operações de 
comutação, e também por serem úteis na descrição compacta e elegante de 
alguns fenômenos em circuitos, especialmente a resposta a um degrau de cir¬ 
cuitos RC ou RL a serem discutidos nas seções seguintes. Por definição, 


Funções de singularidade são funções que são descontínuas ou então que 
apresentam derivadas descontínuas. 


I t 

Função degrau unitário. 


As três funções de singularidade mais usadas na análise de circuitos são: 
degrau unitário, impulso unitário e rampa unitária. 


A função degrau unitário u(t) é 0 para valores negativos de t e 1 para 
valores positivos de t. 


Em termos matemáticos, 


u(t) = 


0 , 

1 , 


t < 0 
t > 0 


(7.24) 


A função degrau unitário é indefinida em t = 0, em que ela muda abruptamente 
de 0 para 1. Ela é adimensional, assim como outras funções matemáticas como 
o seno e o cosseno. A Figura 7.23 representa a função degrau unitário. Se a 
mudança abrupta ocorrer emí = < 0 (em que t 0 > 0) em vez de t = 0, a função 
degrau unitário fica 


u(t - t 0 ) 


0, t < t 0 

1, t > t 0 


(7.25) 
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o que equivale a dizer que u(t) está atrasada em t 0 segundos, conforme mostra 
a Figura 7.24 a. Para obter a Equação (7.25) da Equação (7.24), simplesmente 
substituímos cada t por / - 1 0 . Se a mudança ocorrer em t = -t 0 , a função degrau 
unitário fica 


u(t + t 0 ) = 


0 , 

1 , 


t < -t 0 
t > -?o 


(7.26) 


significando que u(t) está adiantada em t 0 segundos, conforme pode ser visto 
na Figura 1.24b. 

Usamos a função degrau para representar uma mudança abrupta na tensão 
ou corrente, como as mudanças que ocorrem em circuitos de sistemas de con¬ 
trole e computadores digitais. Por exemplo, a tensão 


v(t) = 



t < to 
t > to 


(7.27) 


pode ser expressa em termos da função degrau unitário como 

v(t) = V 0 u(t - t 0 ) 


(7.28) 


Se fizermos t 0 = 0, então v(t) é simplesmente a tensão degrau V 0 u(t). Uma fonte 
de tensão V 0 u(t) é mostrada na Figura 1.25a, e seu circuito equivalente é ilustra¬ 
do na Figura 1.25b. Fica evidente, na Figura 1.25b, que os terminais a-b são 
curto-circuitados (v = 0) para t < 0 e que v = V 0 aparece nos terminais para t > 
0. Similarmente, uma fonte de corrente 7 0 m(í) é mostrada na Figura 1.26a, en¬ 
quanto seu circuito equivalente se encontra na Figura 1.26b. Note que para t < 
0 existe um circuito aberto (z = 0), e que i = I 0 flui para t > 0. 

t = 0 

-o a 


V 0 u(t) (±) 




© 


-O b 


-O b 


ia) ( b) 

Figura 7.25 (d) Fonte de tensão Vqu{í)\ ( b) seu circuito equivalente. 


l 0 u(t) 0 


7 ° © 


-O b 


t = 0 \ 

k o-o a 




-o b 


(a) ( b ) 

Figura 7.26 (a) Fonte de corrente l 0 u(t); ( b ) seu circuito equivalente. 

A derivada da função degrau unitário u(t ) é a função impulso unitário S(t), 
que é escrita como segue 



f °’ 

t < 0 

d 



S(t) - — u(t) — < 
* 1 

Indefinido, 

t = 0 

i». 

t > 0 


(7.29) 


u(t - /„) ■ 


1 


( 

t 0 t 


(a) 


u (t + r o> n 
1 


-t 0 0 f 

(b) 

Figura 7.24 (a) A função degrau 
unitário atrasada de t 0 ; (b) a função 
degrau unitário adiantada de t 0 . 


De forma alternativa, podemos 
deduzir as Equações (7.25) 
e (7.26) da Equação (7.24), 
escrevendo u[f(t)] = 1 , f(t) > 0, 
onde fíf) pode ser f - f 0 ou f + f 
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8(0 


(oo) 


0 


t 


Figura 7.27 Função impulso 
unitário. 


A função impulso unitário, também conhecida como função delta, é mostrada 
na Figura 7.27. 


A função impulso unitário S(t) é zero em qualquer ponto, exceto em 
t = 0, onde ela é indefinida. 


Correntes e tensões de pico ocorrem em circuitos elétricos como resultados 
de operações de comutação ou fontes de impulsos. Embora a função impulso 
unitário não seja fisicamente realizável (exatamente como ocorre com as fon¬ 
tes de tensão ideais, resistores ideais etc.), esta é uma ferramenta matemática 
muito útil. 

O impulso unitário pode ser considerado um choque elétrico aplicado ou 
resultante e ser visualizado como um pulso de área unitária de curtíssima dura¬ 
ção, sendo expresso matematicamente como 



f 0+ 

ô(t) dt = 1 (7.30) 

■'o - 

onde t = 0“ representa o instante exatamente anterior a t = 0, e t = CT, o instante 
logo após t = 0. Por essa razão, é costumeiro escrever-se 1 (representando uma 
área unitária) ao lado da seta usada para simbolizar a função impulso unitário, 
como mostra a Figura 7.27. A área unitária é conhecida como a intensidade 
da função impulso, e quando essa função tiver uma intensidade diferente da 
unidade, a área do impulso será igual à sua intensidade. Por exemplo, a função 
impulso 10S(í) possui uma área igual a 10. A Figura 7.28 ilustra as funções im¬ 
pulso 5S(t + 2), 10S(t) e -4S(r - 3). 

Para ilustrar como a função impulso afeta outras funções, calculemos a 
integral 


rb 

f(t)8(t - t 0 )dt (7.31) 


onde a < t 0 < b. Já que 8(t 
em t Q . Portanto, 

í fmt- 


t 0 ) = 0, exceto em t 


íq) dt 


rb 

mw 



t 0 , o integrando é zero exceto 

- t 0 )dt 

- t 0 )dt =/(í 0 ) 


OU 


rb 

f(t)8(t - t 0 )dt =f(t 0 ) 

J a 


(7.32) 


Isso mostra que quando uma função é integrada com a função impulso, obte¬ 
mos o valor da função no ponto onde ocorre o impulso. Essa é uma propriedade 
bastante útil da função impulso conhecida como propriedade de amostragem 
ou peneiramento. O caso especial da Equação (7.31) é para t 0 = 0. Então a 
Equação (7.32) se torna 
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r0 + 

f(t)8(t)dt=f(0) (7.33) 

v 

Integrando a função degrau unitário u(i), obtemos a função rampa unitária 
r(t); escrevemos 


r(t) = 


u(\)dA. = tu{t) 


(7.34) 


ou 


r(t) 


0, t < 0 

t, t > 0 


(7.35) 


A função rampa unitária é zero para valores negativos de f e apresenta 
uma inclinação unitária para valores positivos de t. 



A Figura 7.29 mostra a função rampa unitária. Em geral, uma rampa é uma 
função que muda a uma velocidade constante. 

A função rampa unitária pode estar atrasada ou adiantada, conforme mos¬ 
trado na Figura 7.30. Para a função rampa unitária atrasada, 


r(t - í 0 ) 


0, t < t 0 

t ~ t 0 , t>t 0 


e para a função rampa unitária adiantada, 


(7.36) 


r{t + t 0 ) 


0, t < -f 0 

t + kh t > -t 0 


(7.37) 


Deve-se ter em mente que as três funções de singularidade (impulso, de¬ 
grau e rampa) estão relacionadas por diferenciação como segue 


S(f) 


du{t) 

dt 


u(t) 


dr(i) 

dt 


ou por integração como 


u(t) 


rí 

S(Á)d\, 


r(t) 


rí 

u (À) d\ 


(7.38) 


(7.39) 


Embora existam muitas outras funções de singularidade, neste momento, es¬ 
tamos interessados apenas nessas três (função impulso, degrau unitário e rampa). 


Expresse o pulso de tensão da Figura 7.31 em termos do degrau unitário. Calcule sua 
derivada e esboce-a. 

Solução: O tipo de pulso da Figura 7.31 é denominado função de porta, que pode ser 
considerada uma função degrau que ativa em dado valor de t e desativa em outro valor 
de t. A função de porta mostrada na Figura 7.31 ativa emt = 2 s e desativa emí = 5 s. Ela 


Figura 7.29 A função rampa unitária. 



Figura 7.30 A função rampa unitária: 
(a) atrasada de t 0 ; ( b ) adiantada de t 0 . 

EXEMPLO 7.6 • 


As funções de porta são usadas 
juntamente com chaves para 
permitir ou bloquear a passagem 
de outro sinal. 
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m 

10 


0 1 2 3 4 5 t 


é formada pela soma de duas funções degrau unitário, como ilustrado na Figura 7.32a. 
Da figura, fica evidente que 

v{t) = 10 u(t - 2) - 10a(f - 5) = 10[«(f - 2) - u(t - 5)] 

Derivando a expressão anterior, obtemos 

— = 10[S(f - 2) - S(t - 5)] 
dt 


Figura 7.31 Esquema para o 
Exemplo 7.6. 


que é ilustrada na Figura 7.32 b. Podemos obter a Figura 7.32 b diretamente da Figura 
7.31 observando simplesmente que há um aumento repentino de 10 V em t = 2 s levan¬ 
do a 10ô (t - 2). Em t = 5 s, há uma diminuição repentina de 10 V conduzindo a -10 
V 8(t-5). 


10w(í - 2) 


-10u(7- 5) 


10 


I» 

0 12 t 


+ 


10 


0 


J_I_I_I 

1 2 3 4 5 




-10 


(a) 


dv 



(b ) 

Figura 7.32 (a) Decomposição do pulso na Figura 7.3 1; ( b ) derivada do pulso da Figura 7.3 1 


• PROBLEMA PRÁTICO 7.6 Expresse o pulso de corrente da Figura 7.33 em termos de degrau unitário. Determine 

sua integral e esboce-a. 

Resposta: 10[«(í) - 2 u(t - 2) + u(l - 4)] A, \0[r(í) - 2r(t - 2) + r(t -4)] A-s. Ver Figura 7.34. 


Kt) < i 

10 - 

0 -> 

2 4 t 

-10 - - 

Figura 7.33 Esquema para o Problema prático 7.6. 



Figura 7.34 Integral de i(t) na Figura 7.33 


• EXEMPLO 7.7 

Expresse a função dente de serra mostrada na Figura 7.35 em termos de funções de 
singularidade. 
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Solução: Existem três maneiras de se resolver esse problema. A primeira delas é por 
meio de mera observação da função dada, enquanto os demais métodos envolvem certa 
manipulação gráfica da função. 

■ MÉTODO 1 Observando o esboço de v(t) na Figura 7.35, não fica difícil perce¬ 
ber que a função v(i) dada é uma combinação de funções de singularidade. Portanto, 
fazemos 


v(t) = Vi(t) + v 2 (t) + ■■■ (7.7.1) 

A função iq(í) é a função rampa de inclinação 5, mostrada na Figura 7.36 a; isto é, 

v,(t) = 5 r(t) (7.7.2) 



Figura 7.35 Esquema para o 
Exemplo 7.7. 




Figura 7.36 Decomposição parcial de v(t) da Figura 7.35. 



(c) 


Já que iq(í) tende ao infinito, precisamos de outra função em t = 2 s de modo a obter 
v(t). Façamos que essa função seja v 2 , que é uma função rampa de inclinação -5, como 
ilustrado na Figura 7.36 b; isto é, 


v 2 (t) = —5 r(t — 2) 


(7.7.3) 


Somando-se tq e v 2 obtemos o sinal da Figura 7.36 c. Obviamente, isso não é o mesmo 
que v(t) na Figura 7.35, porém, a diferença é simplesmente uma constante de dez uni¬ 
dades para t > 2 s. Adicionando um terceiro sinal u 3 , em que 

u 3 =-10k(í-2) (7.7.4) 

obtemos v(t), conforme ilustrado na Figura 7.37. Substituindo as Equações (7.7.2) a 
(7.7.4) na Equação (7.7.1), obtemos 

v(t) = 5r(t) - 5 r{t - 2) - 10 u(t - 2) 



(a) ( b ) (c) 

Figura 7.37 Decomposição completa de v(t) da Figura 7.35. 

■ MÉTODO 2 Uma observação mais atenta da Figura 7.35 revela que v(t) é 
uma multiplicação de duas funções: uma função rampa e uma função de porta. 

Portanto, 
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v(t) = 5t[u(t) — u(t — 2)] 

= 5tu(t) — 5 tu(t — 2) 

= 5 r(t) - 5(f - 2 + 2 )u(t - 2 ) 

= 5/ (0 - 5 (t - 2)u(t - 2) - 10 u(t - 2) 

= 5r(t) - 5 r(t - 2 ) - 10 u(í - 2 ) 
o mesmo resultado de antes. 

I MÉTODO 3 Esse método é similar ao Método 2. Notamos, na Figura 7.35, que 
v(t) é uma multiplicação de uma função rampa e de uma função degrau, conforme pode 
ser observado na Figura 7.38. Portanto, 

v(i) = 5 r(f)u(—t + 2) 

Se substituirmos u(-f) por 1 - u(t), podemos então substituir u(-t +2) 1 - u(t- 2). Fogo, 
v{f) = 5r(/)[l - u(t- 2)] 



í Figura 7.39 Esquema para o 
! Problema prático 7.7. 

• PROBLEMA PRÁTICO 7.7 


que pode ser simplificado como no Método 2 para se obter o mesmo resultado. 

u(-t + 2) A 

X _L_ 

0 2 t 

Figura 7.38 Decomposição de v(t) da Figura 7.35. 

Consulte a Figura 7.39. Expresse i(t) em tennos de funções de singularidade. 
Resposta: 2u(t) - 2r(t) + 4r(t - 2) - 2 r(t - 3) A. 



• EXEMPLO 7.8 

Dado o sinal 


{ 3, t < 0 

- 2 , 0 < t < 1 

2f - 4, t > 1 


expresse g(t) em tennos de funções degrau e de rampa. 

Solução: O sinal g(t) pode ser considerado como a soma de três funções especificadas 
dentro de três intervalos: t<0,0<t< 1 e t> 0 . 

Para t < 0, g{t) pode ser considerada como 3 multiplicado por u{-t), onde u{-i) = 1 
para t < 0 e 0 para t > 0. Dentro do intervalo de tempo 0 < t < 1, a função pode ser 
considerada como —2 multiplicado por uma função de porta \u(i) - u(t - 1)]. Para t > 1, 
a função pode ser considerada como 2t — 4 multiplicada pela função degrau unitário 
u(t -1). Portanto, 

g(f) = 3u( —í) — 2[u(t) — u(t — 1)] 4- (2 1 — 4 )u(t — 1) 

= 3u(—t) — 2u(t) + (2í — 4 + 2 )u{t — 1) 

= 3u( — t) — 2 u(t) + 2 (f — l)t<(í — 1) 

= 3u(-t) - 2u(t) + 2r(t - 1) 

Pode-se evitar o problema de empregar u(-f), substituindo por 1 - u(t). Portanto, 
g(t) = 3[1 - u(t)] - 2 u(t) + 2 r(t - 1) = 3 - 5 u(t) + 2r(t - 1) 
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De forma alternativa, podemos colocar g(t) em um gráfico e aplicar o Método 1 do 
Exemplo 7.7. 


Se 



t < 0 
0 < t < 2 
2 < t < 6 
t > 6 


expresse h(t) em termos de funções de singularidade. 

Resposta: —4u(t) + 2u(t—2) + 3r(t — 2) — I0u(t — 6) — 3r(r—6). 


Calcule as seguintes integrais envolvendo a função impulso. 

f 10 

( t 2 + 4 1 - 2)8(t - 2)dt 

'o 

[8(t — l)e~ r cos t + 8{t + 1 )e r sen?]df 

Solução: Para a primeira integral, aplicamos a propriedade de peneiramento à Equa¬ 
ção (7.32). 

rlO 

(f 2 + 4f - 2 )S(f - 2)d? = (f 2 + 4f - 2)1 , =2 = 4 + 8 - 2= 10 
J o 

De modo similar, para a segunda integral, 

[S(f — l)e _ 'cosí + 8(t + l)e _í sentjdt 
= e~'cosf |, =1 + e _f sen/| f= _j 

= e _1 cos 1 + e 1 sen (-1) = 0,1988 - 2,2873 = -2,0885 


Calcule as seguintes integrais: 

(r 3 + 5t 2 + 10)S(f + 3 )dt. 


8(t — ir) cos 3 1 dt 


Resposta: 28, -1. 


PROBLEMA PRÁTICO 7.8 • 


EXEMPLO 7.9 • 


PROBLEMA PRÁTICO 7.9 • 


7.5 


Resposta a um degrau de um 
circuito RC 


Quando a fonte CC de um circuito RC for aplicada repentinamente, a fonte de 
tensão ou de corrente pode ser modelada como uma função degrau, e a resposta 
é conhecida como resposta a um degrau. 


A resposta a um degrau de um circuito é seu comportamento quando a 
excitação for a função degrau, que pode ser uma fonte de tensão ou de 
corrente. 


Resposta a um degrau é a resposta do circuito decorrente de uma aplicação 
súbita de uma fonte de tensão ou de corrente CC. 
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R 

AMV 



+ 


C =b= v 


ib) 

Figura 7.40 Circuito RC com 
entrada de degrau de tensão. 


Consideremos o circuito RC da Figura 7.40a que pode ser substituído pelo 
circuito da figura b, onde V s é uma constante, a fonte de tensão CC. Repetindo, 
optamos pela tensão do capacitor como resposta do circuito a ser determinada. 
Supomos uma tensão inicial V 0 no capacitor, embora isso não seja necessário 
para a resposta a um degrau. Já que a tensão de um capacitor não pode mudar 
instantaneamente, 


v(0 ) = u(0 + ) = V 0 (7.40) 

onde u(0 ) é a tensão no capacitor imediatamente antes da mudança e u(0 + ) é 
sua tensão imediatamente após a mudança. Aplicando a LKC, obtemos 

dv v - V s u(t) 

C— +-= 0 

dt R 


ou 


dv 

dt 


v 

RC 



(7.41) 


onde uéa tensão no capacitor. Para t > 0, a Equação (7.41) fica 

dv v V s 

dt RC RC 


Rearranjando os termos, fica 


dv _ v - V s 
dt RC 


ou 


dv dt 

v - V s ~~ RC 


Integrando ambos os lados e introduzindo as condições iniciais, 


ln(i> 


V(t) t t 



ln(u(í) - V s ) 


ln(Vb - V s ) = + 0 


(7.42) 


(7.43) 


ou 


v — V s t 

ln-- =- 

Vo - V s RC 


Exponenciando ambos os lados 


v ~ V, 

Vo - V, 
v ~ V s 


e t/T , t = RC 
(V 0 - V s )e-' /T 


OU 


V(t) = v ç + (V 0 - V s )e t/T , 


(7.44) 


t > 0 


(7.45) 
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Portanto, 


ÍVb, t< 0 

\V S + (V 0 - V s )e~ t/T , t > 0 


(7.46) 


Isso é conhecido como resposta completa (ou resposta total) de um circuito 
RC à aplicação súbita de uma fonte de tensão CC, partindo do pressuposto de 
que o capacitor esteja inicialmente carregado. A razão para o termo “completa” 
ficará evidente mais adiante. Supondo que V s > V 0 , é mostrado na Figura 7.41 
um gráfico de u(t). 

Se considerarmos que o capacitor esteja inicialmente descarregado, faze¬ 
mos que V 0 =0 na Equação (7.46), de modo que 



Figura 7.41 Resposta de um 
circuito RC com capacitor inicialmente 
carregado. 


V(t) = 


0, t < 0 

V/l - e~ t/T ), t > 0 

que pode ser escrito de forma alternativa como 

v(t) = V/l - e- ,,T )u(i) 


(7.47) 

(7.48) 


essa é a resposta completa a um degrau do circuito RC quando o capacitor está 
inicialmente descarregado. A corrente através do capacitor é obtida da Equa¬ 
ção (7.47) usando-se i(f) = C dv/dt. Obtemos 

dv C ,, 

i(t) = C = — V^e , t = RC, t> 0 
dt t 


ou 

i(t) = ^e“ í/T w(0 (7.49) 

A Figura 7.42 mostra os gráficos da tensão v(t) no capacitor, bem como da 
corrente i(t) no capacitor. 

Em vez de realizarem-se as derivadas dadas anteriormente, há uma abor¬ 
dagem sistemática - ou melhor, um método abreviado - para determinar a 
resposta a um degrau de um circuito RC ou RL. Reexaminemos a Equação 
(7.45), que é mais genérica que a Equação (7.48). Fica evidente que v(t) possui 
duas componentes. Classicamente, existem duas maneiras de decompor isso 
em duas componentes. A primeira delas é dividi-la em “resposta natural e res¬ 
posta forçada”. Partindo inicialmente das respostas natural e forçada, podemos 
escrever a resposta total ou completa como 


Resposta completa = resposta natural + resposta forçada 

energia armazenada fonte independente 


OU 


Onde 


v = v n + Vf (7.50) 

v n = V a e- t/T 



(a) 



Figura 7.42 Resposta a um degrau 
de um circuito RC com capacitor 
inicialmente descarregado: (a) resposta 
em tensão; ( b ) resposta em corrente. 
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e 


v f = v/i - e - ,/T ) 

Estamos familiarizados com a resposta natural v n do circuito, conforme discu¬ 
tido na Seção 7.2. Vjé conhecida como resposta forçada por ser produzida pelo 
circuito quando uma “força” externa (nesse caso, uma fonte de tensão) for apli¬ 
cada. A resposta natural acaba se extinguindo juntamente com a componente 
transiente da resposta forçada, deixando apenas a componente em regime esta¬ 
cionário da resposta forçada. 

Outra maneira de se observar a resposta completa é dividi-la em duas com¬ 
ponentes: temporária e permanente, ou seja. 


Resposta completa = resposta transiente + resposta em regime estacionário 

parte temporária parte permanente 


OU 


V = v, + v ss 


(7.51) 


onde 


v t = (V 0 ~ V s )e~ t/T 


(7.52a) 


e 


Vss = y s (7.52 b) 

A resposta transiente v, é temporária, pois é a parte da resposta completa que 
decai a zero à medida que o tempo se aproxima de infinito. Portanto, 


Resposta transiente é a resposta temporária do circuito que se extinguirá 
com o tempo. 


A resposta em regime estacionário v ss é a parte da resposta completa que 
permanecerá após a resposta transiente ter se extinguido. Logo, 


Resposta em regime estacionário é o comportamento do circuito um 
longo tempo após a excitação externa ter sido aplicada. 



Isso é o mesmo que dizer que a 
resposta completa é a soma das 
respostas transiente e em regime 
estacionário. 


A primeira decomposição da resposta completa é em termos da fonte 
das respostas, enquanto a segunda decomposição é em termos de permanên¬ 
cia das respostas. Sob certas condições, as respostas natural e transiente são 
iguais. O mesmo pode ser dito em relação às respostas forçadas e em regime 
estacionário. 

Seja lá qual for o modo que a examinamos, a resposta completa na Equa¬ 
ção (7.45) pode ser escrita como 


v(t) = u(°°) + [u(0) - u(°°)]e ' /t 


(7.53) 


onde u(0) é a tensão inicial em t — 0 + e u(°°) é o valor final ou em regime esta¬ 
cionário. Portanto, encontrar a resposta a um degrau de um circuito RC requer 
três coisas: 
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1. A tensão inicial u(0) no capacitor. 

2. A tensão final i>(c°) no capacitor. 

3. A constante de tempo r. 

Obtemos o item 1 do circuito dado para t < 0 e os itens 2 e 3 do circuito para 
t > 0. Uma vez que esses itens forem determinados, obtemos a resposta usando 
a Equação (7.53). Essa técnica se aplica igualmente a circuitos RL, como vere¬ 
mos na próxima seção. 

Note que se a chave muda de posição emí=í 0 em vez de t = 0, há um 
atraso temporal na resposta de modo que a Equação (7.53) resulte em 

v(i) = u(°o) + [u(r 0 ) - u(°o)] e - ( '-' o)/T (7.54) 


Uma vez determinados x(0), x(°°) 
e t, quase todos os problemas 
de circuitos neste capítulo 
podem ser resolvidos utilizando 
a fórmula a seguir: 


x(t) = x(oo) + [x(0) - x(°°)]é> 


onde v(t 0 ) é o valor inicial em t = fj. Tenha em mente que a Equação (7.53) 
ou (7.54) se aplica apenas a respostas a degrau, isto é, quando a excitação de 
entrada for constante. 


A chave da Figura 7.43 se encontra na posição A há um bom tempo. Em t = 0, a 
chave é mudada para a posição B. Determine v(t) para t> 0 e calcule seu valor em 
t = 1 s e 4 s. 



I 30 V 


Figura 7.43 Esquema para o Exemplo 7.10. 


Solução: Para t < 0, a chave se encontra na posição A. O capacitor atua como um cir¬ 
cuito aberto em CC, porém v é a mesma tensão que aquela no resistor de 5 kfl. Logo, 
a tensão no capacitor imediatamente antes de t = 0 é obtida por divisão de tensão como 
segue 


»(cn 


5 

5 + 3 


(24) = 15 V 


Lançando mão do fato de que a tensão no capacitor não pode mudar instantaneamente, 
v(0) = u((T) = v(0 + ) = 15 V 

Para t > 0, a chave se encontra na posição B. A resistência de Thévenin para o capacitor 
é R Til = 4 kfl, e a constante de tempo é 

t = R Th C = 4 X 10 3 X 0,5 X 10~ 3 = 2 s 

Já que o capacitor atua como um circuito aberto em CC no regime estacionário, 
v(°°) = 30 V. Logo, 

v{f) = v (°°) + [u(0) - u(°°)]éC' /t 

= 30 + (15 - 30)<T' /2 = (30 - 15e~ 0,5 ') V 


EXEMPLO 7.10 • 


Em t = 1, 


u(l) = 30 - 15e~ 0,5 = 20,9 V 
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• PROBLEMA PRÁTICO 7.10 


Em t = 4, 

v(4) = 30 - 15e~ 2 = 27,97 V 

Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 7.44. Suponha que a chave esteja aberta 
há um longo período e que é fechada emí = 0. Calcule v{t) em t = 0,5. 

t = 0 



Figura 7.44 Esquema para o Problema prático 7.10. 
Resposta: (9,375 + 5,625e~ 2 ') V para qualquer t > 0, 7,63 V. 


• EXEMPLO 7.11 


Na Figura 7.45, a chave foi fechada há um longo tempo e é aberta em t — 0. Determine 

i e v durante todo o período. 



10V 


Figura 7.45 Esquema para o Exemplo 7.11. 


Solução: A corrente i no resistor pode ser descontínua em t = 0, enquanto a tensão v 
no capacitor não. Portanto, é sempre melhor determinar u e, em seguida, i a partir de v. 
Pela definição da função degrau unitário, 


30 u(t) =| 


Para t < 0, a chave está fechada e 30 u(t) = 0, de modo que a fonte de tensão 30 u(t) seja 
substituída por um curto-circuito e deva ser considerada como se contribuísse com 
nada para v. Já que a chave se encontra fechada há um longo tempo, a tensão no capa¬ 
citor atingiu o regime estacionário e o capacitor atua como um circuito aberto. Logo, o 
circuito se torna aquele mostrado na Figura 7.46a para t < 0, a partir do qual obtemos 


10 Q 


—VW\- 

I | 


> o + 

20 Q < 

íà 

A A A 


r J 


(a) 


10 D *. 



v = 10 V, ( = —— = -1 A 
10 

Já que a tensão no capacitor não pode mudar instantaneamente, 


u(0) = v(0~) = 10 V 


Para t > 0, a chave é aberta e a fonte de tensão de 10 V é desconectada do circuito. 
A fonte de tensão 30 u(t) agora se encontra em operação, de modo que o circuito fique 
como o mostrado na Figura 7.466. Após um longo período, o circuito atinge seu regime 
estacionário e o capacitor atua novamente como um circuito aberto. Obtemos 
usando divisão de tensão, como segue 


f(°°) 


20 

20 + 10 


(30) = 20 V 


A resistência de Thévenin nos terminais do capacitor é 


Figura 7.46 Solução para o 
Exemplo 7.11: (a) para t < 0; 

( b ) para t > 0 . 


R Th = 10 || 20 


10 X 20 _ 20 
30 3 * 1 
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e a constante de tempo fica 


r — /?ThC — 


20 1 
3 ’ 4 


5 

3 


s 


Portanto, 


v(f) = v(«>) + [u(0) - n(oo)]e t/r 

= 20 + (10 - 20)e~ (3/5)í = (20 - 10e~°’ 6r ) V 


Para obter i, observe, na Figura 7.466, que i é a soma das correntes que passam pelo 
capacitor e resistor de 20 íl, ou seja, 


i 


v 

20 


+ C 


dv 

dt 


= 1 - Q,5e~ 0 - 6 ' + 0,25(—0,6)(— 10)é> °’ 6r = (1 + e~ 0,6 ') A 


Perceba, na Figura 7.466, que a condição v + 10z = 30 é satisfeita, conforme esperado. 
Portanto, 


_J 10V ’ 

t < 0 

U ~\(20 - 10e~ 0,6 ') V, 

t > 0 


t < 0 

1(1 + e~ 0,6 ') A, 

t > 0 


Note que a tensão no capacitor é contínua, enquanto a corrente no resistor, não. 


A chave na Figura 7.47 é fechada emí=0. Detennine /(/) e v(t) para todo o período. PROBLEMA PRÁTICO 7.11 • 

Observe que u(-t) = 1 para t < 0 e 0 para t > 0. Da mesma fonna, u(-t) = 1 - u(í). 



Figura 7.47 Esquema para o Problema prático 7.11. 


Resposta: 


ÍO, t< 0 

' f - \-2(l + e~ 1>5f ) A, t > 0, 
í 20 V, t < 0 

\ 10(1 + e~ 1>5 ') V, t> 0 


7.6 Resposta a um degrau de um circuito RL 

Consideremos o circuito RL da Figura 7.48a, que pode ser substituído pelo 
circuito da Figura 7.486; nosso objetivo é determinar a corrente i no indutor 
como resposta do circuito. Em vez de aplicar as leis de Kirchhoff, usaremos 
uma técnica simples nas Equações (7.50) a (7.53). A resposta pode ser a 
soma da resposta transiente e a resposta em regime estacionário, 


t h 4" l ss 



R 

ANW 


V s u(f) (+) L | v(t) 


( 6 ) 


(7.55) 


Figura 7.48 Circuito RL com tensão 
de entrada em degrau. 
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É sabido que a resposta transiente sempre é uma exponencial em queda, isto é, 

i, = Ae- ,/T , t = ^ (7.56) 

K 

onde A é a constante a ser determinada. 

A resposta em regime estacionário é o valor da corrente um bom tempo de¬ 
pois de a chave da Figura 7.48a ser fechada. Sabemos que a resposta transiente 
basicamente se extingue após cinco constantes de tempo. Nesse momento, o 
indutor se torna um curto-circuito e a tensão nele é zero. Toda a tensão de 
entrada V s aparece sobre R. Consequentemente, a resposta em regime estacio¬ 
nário fica 



Figura 7.49 Resposta total do 
circuito RL com corrente inicial I 0 no 
indutor. 


V, 


R 


(7.57) 


Substituir as Equações (7.56) e (7.57) na Equação (7.55) resulta em 


i = Ae- ,/T 


Xi 

R 


(7.58) 


Agora, determinamos a constante A do valor inicial de i. Façamos que I 0 seja 
a corrente inicial pelo indutor, que pode provir de uma fonte que não seja V s . 
Uma vez que a corrente pelo indutor não pode mudar instantaneamente, 


t(0 + ) = i(0 ) = I 0 (7.59) 

Portanto, em t = 0, a Equação (7.58) resulta em 

V s 

I 0 = A + — 

0 R 

Dessa, obtemos A como segue 



Substituindo A na Equação (7.58), obtemos 

i(t) = j + (/ 0 ~ jy~ t/T (7.60) 

Essa é a resposta completa do circuito RL, que está ilustrada na Figura 7.49. A 
resposta na Equação (7.60) pode ser escrita como 


i(t) = /(oo) + [/(0) - /(°o)] e - í/T 


(7.61) 


onde i( 0) e ;(°°) são, respectivamente, os valores inicial e final de i. Portanto, 
determinar a resposta a um degrau de um circuito RL requer três coisas: 

1. A corrente inicial /(0) no indutor em t = 0. 

2. A corrente final /(oo) no indutor. 

3. A constante de tempo t. 

Obtemos o item 1 do circuito dado para t < 0 e os itens 2 e 3 do circuito para 
/ > 0. Uma vez que esses itens forem detenninados, obtemos a resposta usando 
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a Equação (7.61). Tenha em mente que essa técnica se aplica apenas para res¬ 
postas a um degrau. 

Novamente, se a mudança ocorrer em t = t 0 em vez de t = 0, a Equação 
(7.61) fornece 


M = i(«) + Wo) - i(oo)]e~^ /T 


Se I 0 = 0, então 


{ 0, t < 0 

^(1 - e~^\ t > 0 


ou 


(7.62) 


(7.63a) 


i(t) = ^(1 - e ,/r )u(t) (7.636) 

K 

Esta é a resposta a um degrau do circuito RL com corrente inicial nula no 
indutor. A tensão no indutor é obtida da Equação (7.63) usando v = L di/dt. 
Obtemos 


= L Jt = 


-í/r 



t > 0 


OU 


V(t) = v s e ,/T u(t) 


(7.64) 


A Figura 7.50 mostra as respostas a um degrau nas Equações (7.63) e (7.64). 



v(t) 


0 


C b ) 


t 


Figura 7.50 Respostas a um degrau com corrente inicial nula 
no indutor: (a) resposta da corrente; ( b ) resposta da tensão. 



Determine i(t) no circuito da Figura 7.51 para t > 0. Suponha que a chave tenha sido 
fechada há um bom tempo. 

Solução: Quando t < 0, o resistor de 3 12 está curto-circuitado e o indutor atua 
como um curto-circuito. A corrente através do indutor em t = CT (ou seja, logo antes 
de t= 0)é 

10 

'(O ) = — = 5 A 

Uma vez que a corrente no indutor não pode mudar 

i(0) = i(0 + ) = í(0 ) = 5 A 

Quando t > 0, a chave é aberta. Os resistores de 2 12 e 3 12 estão em série e, portanto, 


EXEMPLO 7.12 • 


í = 0 



Figura 7.51 Esquema para o 
Exemplo 7.12. 
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í(°°) 


10 

2 + 3 


2 A 


A resistência equivalente de Thévenin entre os terminais do indutor é 

R Th = 2 + 3 = 5 Í1 


Para a constante de tempo, 

t = — = Í = — 

R Th 5 15 


Portanto, 


i(í) = f(oo) + [*( 0 ) - i(°°)]e _I/T 

= 2 + (5 - 2)e~ 15 ' = 2 + 3e~ 15 ' A, f > 0 



1,5 H 


1- 


O 

II 

10 £2 (j 


)6A 


Verificação : Na Figura 7.51, para í > 0, a LKT tem de ser satisfeita, isto é, 


10 = 5 i + L- 


. di 
J dt 


di 


5 i + L— = [10 + 15e“ 15 '] + 
dt 


~(3)(—15)e“ 


10 


: Figura 7.52 Esquema para o 
; Problema prático 7.12. 

Isso confirma o resultado. 

• PROBLEMA PRÁTICO 7.12 

A chave na Figura 7.52 foi fechada por um longo tempo, sendo aberta em t= 0. Deter- 


mine i(t) para t > 0 . 

Resposta: (4 + 2e~ 101 ) A para qualquer t > 0. 

^EXEMPLO 7.13 




Em t = 0, a chave 1 na Figura 7.53 é fechada e a chave 2 é fechada 4 s depois. Determine 
i(t) para t > 0. Calcule i para t = 2set=5s. 



Figura 7.53 Esquema para o Exemplo 7.13. 

Solução: Precisamos considerar, separadamente, os três intervalos de tempo: t £ 0, 
0£t£4et£4. Para t < 0, as chaves S x e S 2 estão abertas de modo que i = 0. Já que 
a corrente no indutor não pode mudar instantaneamente, 

i( 0 ~) = i( 0 ) = i( 0 + ) = 0 


Para 0 £ t £ 4, S t está fechada de modo que os resistores de 4 fi e 6 fl estão em série. 
(Lembre-se, neste momento, que S 2 ainda se encontra aberta.) Logo, supondo-se por 
enquanto S l fique fechada para sempre, 


K 00 ) 


40 

4 + 6 


= 4 A, 



— 4 + 6 
5 1 


10 Í1 
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Logo, 

i(t) = f(oo) + [/(O) - í(^)] e -'/ T 

= 4 + (0 - 4)e~ 2 ' = 4(1 - e~ 2r ) A, 0 < t < 4 

Para í 2 4, S 2 está fechada; a fonte de tensão de 10 V é conectada e o circuito muda. 
Essa mudança brusca não afeta a corrente do indutor, pois sua corrente não pode mudar 
abruptamente. Portanto, a corrente inicial é 

i(4) = i(4“) = 4(1 - e~ 8 ) = 4 A 

Para encontrar i(° °), façamos que u seja a tensão no nó P da Figura 7.53. Usando a LKC, 


40 — v 10 — v v 

- + -— — 

4 2 6 


180 

v = TT V 


v 30 

/(oo) = - = — = 2,727 A 
6 11 


A resistência de Thévenin nos terminais do indutor fica 


, 4X2 22 

^ Th = 4 !| 2 + 6 = - t 6 = —- Í1 

o 3 


15 


R t 


— — s 

22 22 


™Th 3 

Portanto, 

í(í) = /(oo) + [í(4) - í(“)]c _< ' _ 4)/t , í > 4 
Precisamos de (t — 4) na exponencial em virtude do retardo de tempo. Portanto, 

15 


22 


i(t) = 2,727 + (4 - 2,727)e~ ( '~ 4)/T , 

= 2,727 + l,273e~ 1 ' 4667(r ~ 4) , t > 4 

Juntando tudo isso, 

{ 0 , t < 0 

4(1 - e 2r ), 0 < f < 4 

2,727 + l,273e _l ’ 4667(í_4) , t >4 


Em t = 2, 


Em í = 5, 


i(2) = 4(1 - e^ 4 ) = 3,93 A 


7(5) = 2,727 + l,273e~ 1,4667 = 3,02 A 


A chave 5] da Figura 7.54 é fechada em í = 0ea chave S 2 é fechada em t = 2 s. Calcule 
i(í) para qualquer t. Determine / (1) e i (3). 


Resposta: 


«XO 



3,6 - l,6e _5(<_2) , 


t < 0 
0 < t < 2 
t > 2 


f = 2 



Figura 7.54 Esquema para o 
Problema prático 7.13. 


PROBLEMA PRÁTICO 7.13 • 


i(l) = 1,9997 A, 7(3) = 3,589 A. 
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7.7 


Circuitos de primeira ordem com 
amplificador operacional 


Um circuito com AOP, contendo um elemento de armazenamento, apresentará 
um comportamento de primeira ordem, e os diferenciadores e integradores, 
vistos na Seção 6.6, são exemplos desses circuitos. Repetindo, por razões prá¬ 
ticas, raramente são usados indutores em circuitos com AOP, e, consequente¬ 
mente, aqui eles são considerados do tipo RC. 

Como de praxe, analisamos os circuitos com AOP por meio da análise 
nodal. Algumas vezes, é usado o circuito equivalente de Thévenin para re¬ 
duzir o circuito com AOP a um que possa ser facilmente manipulado. Os três 
exemplos a seguir ilustram os conceitos e foram cuidadosamente selecionados 
para abordar todos os possíveis circuitos com AOP do tipo RC, dependendo da 
localização do capacitor em relação ao AOP; ou seja, o capacitor pode estar 
no circuito de entrada, de saída ou de realimentação. O primeiro dos exemplos 
trata de um circuito com AOP sem fonte, enquanto os outros dois envolvem 
respostas a um degrau. 


• EXEMPLO 7.14 

Para o circuito com amplificador operacional da Figura 7.55a, determine v 0 para 
t > 0, dado que v(0) = 3 V. Façamos Rf= 80 kfl, R l =20 kíl e C = 5 /xF. 


80 kíl 


80 k£2 





(«) 

Figura 7.55 Esquema para o Exemplo 7.14 


(b) 


(c) 


Solução: Esse problema pode ser solucionado de duas maneiras. 

M MÉTODO 1 Considere o circuito na Figura 7.55 a. Vamos deduzir a equação di¬ 
ferencial apropriada usando a análise nodal. Se v x for a tensão no nó 1, nesse nó, a LKC 
fornece 


0 — Vi dv 

- 1 = C — 

R t dt 


(7.14.1) 


Já que os nós 2 e 3 devem estar no mesmo potencial, o potencial no nó 2 é zero. Portan- 
to, v x - 0 = v ou Vi = v e a Equação (7.14.1) se toma 


dv v 
dt + CRi 


(7.14.2) 


Isso é similar à Equação (7.4 b), de modo que a solução é obtida da mesma maneira que 
na Seção 7.2, ou seja, 

v(t) = V 0 e- ,/T , t = RiC (7.14.3) 

onde V 0 é a tensão inicial no capacitor. Porém, u(0) = 3 = V 0 e t = 20 X 10 3 X5X 1CT 6 = 
0,1. Portanto, 
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v(t) = 3e~ 10f 

A aplicação da LKC ao nó 2 resulta em 

dv 0 — v a 
dt Rf 

ou 


v 


O 


dv 
RfC — 
J dt 


(7.14.4) 


(7.14.5) 


Agora, podemos encontrar v 0 como 

v„ = -80 X 10 3 X 5 X 10~ 6 (—30e~ 10 ') = 12<T 10í V, t > 0 

I MÉTODO 2 Apliquemos o método de atalho da Equação (7.53). Precisamos de¬ 
terminar u o (0 + ), u 0 (°°) e t. Uma vez que v(0 + ) = u(0~) = 3 V, apliquemos a LKC ao nó 2 
no circuito da Figura 7.55 b para obter 

3 | 0 — u o (0 + ) 

20.000 80.000 

ou u o (0 + ) = 12 V. Já que o circuito é sem fonte, v(°°) = 0 V. Para determinar t, preci¬ 
samos da resistência equivalente R eq entre os terminais do capacitor. Se eliminarmos o 
capacitor e o substituirmos por uma fonte de corrente de 1 A, temos o circuito mostrado 
na Figura 7.55c. Aplicando a LKT ao circuito de entrada, obtemos 

20.000(1) v = 0 =4> u = 20 kV 


Então 


R ea = - = 20 kíl 

eq | 


e t = R e „C = 0,1. Portanto, 

c 4 

v a (t) = u D (°°) + [u o (0) - u D (“)]e~' /T 

= 0 + (12 - 0)c~ 10 ' = 12e~ 10r V, t > 0 


como antes. 

Para o circuito com AOP da Figura 7.56, determine v a para t > 0 se v(0) = 4 V. Suponha 
que Rf = 50 kíl, R ] = 10 kíl e C= 10 /xF. 

Resposta: -4c~ 2r V, t > 0 . 


Determine v(i) e v D (t) no circuito da Figura 7.57. 

Solução: Esse problema pode ser resolvido de duas maneiras, exatamente como no 
exemplo anterior. Entretanto, aplicaremos apenas o segundo método. E como estamos 
buscando a resposta a um degrau, podemos aplicar a Equação (7.53) e escrever 

v(t) = u(oo) + [u(0) - u(o°)]e~' /T , t > 0 (7.15.1) 

onde precisamos encontrar apenas a constante de tempo t, o valor inicial u(0) e o 
valor final ü(°°). Note que isso se aplica estritamente à tensão no capacitor em razão 
de uma entrada em degrau. Uma vez que nenhuma corrente entra nos terminais de 
entrada do AOP, os elementos no circuito de realimentação do AOP formam um cir¬ 
cuito RC, com 


t = RC = 50 X 10 3 X 1(T S = 0,05 (7.15.2) 


C 


+ v - 



Figura 7.56 Esquema para o 
Problema prático 7.14. 


PROBLEMA PRÁTICO 7.14 • 

EXEMPLO 7.15 • 


+ v - 



Figura 7.57 Esquema para o 
Exemplo 7.15. 
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100 kQ 



; 4 mV© v c 

-o 

j Figura 7.58 Esquema para o 
I Problema prático 7.15. 

• PROBLEMA PRÁTICO 7.15 


• EXEMPLO 7.16 


rAVW-i 



Figura 7.59 Esquema para o 
Exemplo 7.16. 


Para t < 0, a chave é aberta e não existe nenhuma tensão no capacitor. Portanto, v(0) = 0. 
Para t < 0, obtemos a tensão no nó 1 através do princípio da divisão de tensão como segue 

20 

Vi =-3 = 2 V (7.15.3) 

20+10 


Uma vez que não há nenhum elemento de armazenamento no circuito de entrada, v x 
permanece constante para qualquer t. No regime estacionário, o capacitor atua como 
um circuito aberto de modo que o circuito com AOP seja um amplificador não inversor. 
Portanto, 


v a (°°) 


50\ 

+ 20/ 1 = 3,5 x 2 = 7 v 


(7.15.4) 


Porém, 


Vi - v a = v 


(7.15.5) 


de modo que 


u(oo) = 2 - 7 = -5 V 


Substituindo t, u(0) e u(“) na Equação (7.15.1), temos 

v(t) = -5 + [0 - (—5)]e 20f = 5(e~ 20 ' - 1) V, t > 0 (7.15.6) 

Das Equações (7.15.3), (7.15.5) e (7.15.6), obtemos 

v a (t) = Vl (t) - v(t) = 7 - 5e“ 20r V, t > 0 (7.15.7) 


Determine v(t) e vjj) no circuito com AOP na Figura 7.58. 

Resposta: (Note que a tensão no capacitor e a tensão de saída devem ser iguais a 
zero, para t < 0, já que a entrada era zero para qualquer t < 0.) 40 (1 -e~ 10, )«(í) mV, 
40 (e~ 10 '- 1 )u(t) mV. 


Determine a resposta ao degrau v 0 (t) para t > 0 no circuito com AOP da Figura 7.59. 
Seja v t = 2 u(t) V, ^ = 20 kíl, R f = 50 kíl, R 2 = R 3 = 10 kíl e C = 2 juF. 

Solução: Observe que o capacitor no Exemplo 7.14 se encontra no circuito de entrada, 
enquanto o capacitor no Exemplo 7.15 está no circuito de realimentação. Nesse exem¬ 
plo, o capacitor se localiza na saída do amplificador operacional. Repetindo, podemos 
resolver esse problema diretamente usando a análise nodal, entretanto, usar o circuito 
equivalente de Thévenin pode simplificar o problema. 

Eliminamos temporariamente o capacitor e encontramos o equivalente de Thévenin 
em seus terminais. Para obter F Th , considere o circuito da Figura 7.60 a. Uma vez que o 
circuito é um amplificador inversor, 



Figura 7.60 Obtenção de V Th e R Th no capacitor da Figura 7.59. 
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Por divisão de tensão, 


^Th 


r 3 

R 3 + R 3 


V ab 


R 3 Rf v 

R 3 d" R 3 ^1 


Para obter i? xh , considere o circuito na Figura 7.606, em que R 0 é a resistência de saída 
do amplificador operacional. Uma vez que estamos supondo um AOP ideal, R a = 0, e 


Rjh — R 3 II R 3 — 

Substituindo os valores numéricos dados, 

R 


R?R 3 

R■> + R 3 


R 3 Rf 10 50 

V xh =--- ~Vi =-2 u{t) = 

Th R 2 + R 3 R 1 ' 20 20 


-2,5 u(t) 


Rrh — 


RiR 3 

R? + R-> 


= 5kí2 


O circuito equivalente de Thévenin é mostrado na Figura 7.61, que é similar ao da Fi¬ 
gura 7.40. Portanto, a solução é similar àquela da Equação (7.48), isto é, 

v a (t) = -2,5(1 - e- t/T )u{t) 

onde t = = 5 X 10 3 X 2 X 1CT 6 = 0,01. Logo, a resposta ao degrau para t > 0 é 

v 0 (t) = 2,5(e~ 100 ' - \)u(t) V 


Obtenha a resposta a um degrau v 0 (f) para o circuito da Figura 7.62. Seja v, = 4,5«(í) V, 
Ri = 20 kíl, R f = 40 kfl, R 2 = R 3 = 10 kíl e C = 2 /xF. 

Solução: 13,5 (1 - e^ 50t )u(t) V. 


-2,5«(0 (f) 


5 kQ 


2/xF 


Figura 7.61 Circuito equivalente 
de Thévenin do circuito da Figura 


7.59. 



Figura 7.62 Esquema para o 
Problema prático 7.16. 

PROBLEMA PRÁTICO 7.16 • 


Análise de transiente usando o PSpice 

Como discutido na Seção 7.5, a resposta transiente é a resposta temporária 
do circuito que logo desaparece. O PSpice pode ser usado para obter a res¬ 
posta transiente de um circuito com elementos de armazenamento. Antes de 
prosseguir em sua leitura, é recomendado consultar o tutorial do PSpice for 
Windows, disponível em nosso site (www.grupoa.com.br), e fazer uma revisão 
sobre análise de transiente. 

Se necessário, é realizado primeiro uma análise CC com o PSpice para 
determinação das condições iniciais, que, em seguida, são usadas na análise de 
transiente do PSpice para obter as respostas transientes. Recomenda-se, porém 
não é obrigatório, que, durante a análise CC, todos os capacitares sejam aber¬ 
tos, enquanto todos os indutores devem ser curto-circuitados. 


7.8 


Use o PSpice para determinar a resposta i(t) para t > 0 no circuito da Figura 7.63. 

Solução: Resolvendo-se esse problema manualmente, obtemos 1(0) = 0, i) 00 ) =2 A, 
7? xh = 6 , t = 3/6 = 0,5 s, de modo que 

i(t) = í(o°) + [7(0) - i(“)] e -' /T = 2(1 - e~ 2 '), t > 0 

Para usar o PSpice, primeiro desenhamos o esquema conforme ilustrado na Figura 7.64. 
A partir do tópico “análise de transiente” do tutorial que se encontra no site (www. 
grupoa.com.br), verificamos que o nome de componente para uma chave fechada é 
Sw_tclose. Não precisamos especificar a condição inicial do indutor, pois o PSpice vai 
determiná-la a partir do circuito. Selecionando Analysis/Setup/Transient, configura¬ 
mos Print Step em 25 ms e Final Step em 5 t = 2,5 s. Após salvar o arquivo do circuito, 


O PSpice usa "transiente" com 
o significado de "função do 
tempo". Consequentemente, a 
resposta transiente no PSpice 
talvez não se extinga conforme 
esperado. 


EXEMPLO 7.17 • 



Figura 7.63 Esquema para o 
Exemplo 7.17. 
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□ -I(Ll) 

Tempo 

Figura 7.65 Esquema para o 
Exemplo 7.17; a resposta do circuito 
na Figura 7.63. 


• PROBLEMA PRÁTICO 7.17 


realizamos a simulação selecionando o comando Analysis/Simulate. Na janela PSpice 
A/D, selecionamos Trace/ Add e exibimos -I(L1) como a corrente através do indutor. A 
Figura 7.65 mostra o gráfico de i(í), que coincide com aquele obtido pelo cálculo manual. 



Figura 7.64 O esquema do circuito da Figura 7.63. 

Observe que o sinal negativo em I(F1) é necessário, pois a corrente entra pelo ter¬ 
minal superior do indutor, que, por acaso, é o terminal negativo após uma rotação no 
sentido anti-horário. Uma maneira de se evitar o sinal negativo é garantir que a corrente 
entre pelo pino 1 do indutor. Para se obter esse sentido desejado de fluxo de corrente 
positivo, o símbolo do indutor inicialmente horizontal deve ser girado no sentido anti- 
-horário em 270° e colocado na posição desejada. 


Para o circuito da Figura 7.66, use o PSpice para determinar v(t) para t > 0. 

í = 0 



Figura 7.66 Esquema para o Problema prático 7.17. 


Resposta: u(í) = 8(l — e *)V,/>0. A resposta é similar na forma àquela da Figura 7.65. 


• EXEMPLO 7.18 

No circuito da Figura 7.67a, determine a resposta v{t). 



12 Q + - 10 O + v( 0 ~ 




Figura 7.67 Esquema para o Exemplo 7.18. Circuito original (a); 
circuito para t > 0 ( b ); e circuito reduzido para t > 0 (c). 
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Solução: 

1. Definição. O problema esta claramente enunciado e o circuito se encontra bem 
identificado. 

2. Apresentação. Dado o circuito mostrado na Figura 7.67a, determine a resposta 
v(t). 

3. Alternativa. Podemos solucionar esse circuito usando técnicas de análise de 
circuito, análise nodal, análise de malhas ou por meio do PSpice. Resolvamos 
esse problema empregando técnicas de análise de circuitos (desta vez, circuitos 
equivalentes de Thévenin) e depois verificamos a resposta por intennédio de dois 
métodos do PSpice. 

4. Tentativa. Para tempo < 0, a chave da esquerda está aberta e a da direita, fechada. 
Supondo que a chave da direita tenha sido fechada há um tempo suficientemente 
longo para o circuito ter atingido o regime estacionário, então, o capacitor atua 
como um circuito aberto e a corrente da fonte de 4 A flui pela associação paralela 
entre os resistores de 612 e de 3 12 (6 || 3 = 18/9 = 2), produzindo uma tensão igual 
a 2 X 4 = 8 V = —1>(0). 

Em t = 0, a chave da esquerda é fechada e a da direita é aberta produzindo o 
circuito mostrado na Figura 7.67/). 

A maneira mais fácil para completar a solução é encontrar o circuito equiva¬ 
lente de Thévenin, como visto pelo capacitor. A tensão de circuito aberto (com 
o capacitor eliminado) é igual à queda de tensão no resistor de 6 Í2 da esquerda 
ou 10 V (a queda de tensão é uniforme no resistor de 12 Í2, 20 V, e no resistor de 
6 Í2,10 V). Esta é a V Til . A resistência vista onde o capacitor era igual a 12 || 6 + 6 = 
72/18 + 6 = 10 Í2, que é i? eq . Isso produz o circuito equivalente de Thévenin 
mostrado na Figura 7.67c. Combinando as condições de contorno (v(0) = —8 Ve 
u(co) = 10 V) e t=RC= 1, obtemos 

v{i) = 10 - 18e ' V 

5. Avaliação. Existem duas maneiras de se resolver o problema por meio do PSpice. 

■ MÉTODO 1 Uma delas é realizar, em primeiro lugar, uma análise CC no PSpice 
para detenninar a tensão inicial no capacitor. O esquema do circuito relevante se en¬ 
contra na Figura 7.68 a. Os dois pseudocomponentes VIEWPOINTs são inseridos para 
medir as tensões nos nós 1 e 2. Quando se efetua a simulação do circuito, obtemos os 
valores apresentados na Figura 7.68a como V 1 = 0 V e V 2 = 8 V. Portanto, a tensão 
inicial no capacitor é l>(0) = V l - V 2 = —8 V. A análise de transientes no PSpice usa esse 
valor juntamente com o esquema da Figura 7.68 b. Assim que o circuito dessa figura 
for desenhado, inserimos a tensão inicial no capacitor como IC = -8, selecionamos 
o comando Analysis/Setup/Transient e configuramos Print Step para 0,1 s e Final 
Step para 4t = 4 s. Apos salvar o arquivo do circuito, selecionamos Analysis/Simulate 
para simular o circuito. Na janela A/D do PSpice, selecionamos Trace/Add e exibimos 
V(R2:2) — V(R3:2) ou V(C 1:1) — V(C1:2) como a tensão v(t) no capacitor. O gráfico 
de v(t) é mostrado na Figura 7.69. Isso concorda com o resultado obtido pelo calculo 
manual, v(t) = 10 - 18e~' V. 




Figura 7.68 (a) Esquema para análise CC para obter u(0); (b) esquema para análise de 

transiente usada na obtenção da resposta v(t). 
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□ V(R2:2) - V(R3:2) 

Tempo 

Figura 7.69 Resposta v(t) para o circuito da Figura 7.67. 

M MÉTODO 2 Podemos simular diretamente o circuito da Figura 7.67, já que o 
PSpice é capaz de lidar com chaves abertas e fechadas, bem como determinar automa¬ 
ticamente as condições iniciais. Usando essa abordagem, o esquema é desenhado como 
indicado na Figura 7.70. Após desenhar o circuito, selecionamos o comando Analysis/ 
Setup/Transient e configuramos Print Step para 0,1 s e Final Step para 4r = 4 s. Após 
salvar o arquivo do circuito, selecionamos Analysis/Simulate para simular o circuito. 
Na janela A/D do PSpice, selecionamos Trace/Add e exibimos V(R2:2) - V(R3:2) 
como tensão v(i) no capacitor. O gráfico de v(f) é o mesmo daquele da Figura 7.69. 



Figura 7.70 Esquema para o Exemplo 7.18. 

6. Satisfatório? Fica claro que encontramos o valor da resposta de saída v(i), confonne 
requisitado pelo enunciado do problema. Uma verificação realmente valida essa so¬ 
lução. Podemos apresentar tudo isso como uma solução completa para o problema. 


• PROBLEMA PRÁTICO 7.18 



| m 

2 H 


Figura 7.71 Esquema para o 
Problema prático 7.18. 


A chave na Figura 7.71 foi aberta há um bom tempo, porém fechada em t = 0. Se /(0) = 
10 A, determine i(i) para t > 0 manualmente e também por meio do PSpice. 

Resposta: i(t) = 6 + 4e~ 51 A. O gráfico de i(t) obtido pela análise do PSpice é mostrado 
na Figura 7.72. 



□ I(LI) 

Tempo 

Figura 7.72 Esquema para o Problema prático 7.18. 
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7.9 


Aplicações 


Entre os vários dispositivos para os quais existem aplicações para circuitos RC 
e RL, temos filtragem em fontes de alimentação CC, circuitos de suavização 
para comunicação digital, diferenciadores, integradores, circuitos de retardo e 
circuitos a relé. Algumas dessas aplicações tiram proveito das constantes de 
tempo curtas ou longas dos circuitos RC ou RL. Nesta seção, veremos quatro 
aplicações simples. As duas primeiras são circuitos RC, as duas últimas, cir¬ 
cuitos RL. 


7.9.1 Circuitos de retardo 


Um circuito RC pode ser usado para fornecer vários tipos de retardos de tempo. 
A Figura 7.73 ilustra um circuito destes, que é formado basicamente por um 
circuito RC com o capacitor conectado em paralelo com uma lâmpada de neon. 
A fonte de tensão pode fornecer tensão suficiente para acender a lâmpada. 
Quando a chave é fechada, a tensão no capacitor aumenta gradualmente em 
direção a 110 V em uma taxa determinada pela constante de tempo do circuito, 
(R x + R 2 )C. A lâmpada atuará como um circuito aberto e não emitirá luz até que 
a tensão nela exceda determinado nível, digamos 70 V, e quando esse nível for 
atingido, a lâmpada acende e o capacitor descarrega por meio dela. Em virtude 
da baixa resistência da lâmpada quando está ligada, a tensão no capacitor cai 
rapidamente e a lâmpada apaga. A lâmpada atua novamente como um circui¬ 
to aberto e o capacitor recarrega. Ajustando R 2 , podemos introduzir retardos 
longos ou curtos no circuito e fazer a lâmpada acender, recarregar e acender 
repetidamente a cada constante de tempo r = (R ] + R 2 )C, pois leva um período 
t para que a tensão no capacitor fique suficientemente alta para acendê-la ou 
suficientemente baixa para desligá-la. 



Figura 7.73 Um circuito de retardo RC. 

Os sinalizadores intennitentes encontrados comumente em canteiros de 
obras de rodovias são um exemplo da utilidade de um circuito de retardo RC 
como este. 

EXEMPLO 7.19 • 

Considere o circuito da Figura 7.73 e suponha que R l = 1,5 Mil, 0 <R 2 < 2,5 Mil. (a) 

Calcule os limites extremos da constante de tempo do circuito, (b) Quanto tempo leva 
para a lâmpada brilhar pela primeira vez após a chave ser fechada? Parta do pressuposto 
de que R 2 é o valor maior. 

Solução: (a) O valor menor para R 2 é 0 Í1 e a constante de tempo correspondente para 
o circuito é 


t = (/?i + R 2 )C = (1,5 X 10 6 + 0) X 0,1 X 10~ 6 = 0,15 s 
O maior valor para R 2 é 2,5 Míl e a constante de tempo para o circuito é 
t = (Ri+ R 2 )C = (1,5 + 2,5) X 10 6 X 0,1 X 10~ 6 = 0,4 s 

Portanto, pelo projeto de circuitos adequado, a constante de tempo pode ser ajustada 
para introduzir um retardo de tempo apropriado no circuito. 
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(b) Supondo que o capacitor esteja inicialmente descarregado, v^O) = 0, enquanto 
Vc (°°) = 110. Porém, 

v c (t) = v c M + [u c (0) - u c (°°)]e-' /T = 110[1 e~ ,/r ] 



10 kí2 s y R ' 



+ 

9V- 


= 80 /xF 


í 4k£2 







Alarme 


Figura 7.74 Esquema para o 
j Problema prático 7.19. 

• PROBLEMA PRÁTICO 7.19 


onde t = 0,4 s, confonne calculado no item (a). A lâmpada acende quando v c = 70 V. 
Se Vç(t) = 70 V em t = t 0 , então, 

7 

70 = 110[1 - e~ r ° /T ] — = 1 - 

OU 

e -' o/ T = A ^ g<<>A _ 11 

11 4 

Extraindo o logaritmo natural em ambos os lados, resulta 

t 0 = t lny = 0,4 ln 2,75 = 0,4046 s 

Uma fórmula mais genérica para determinar t 0 é 

-u(oo) 

t 0 = t ln- 

v(t 0 ) - uM 

A lâmpada acenderá repetidamente a cada t 0 segundos, se, e somente se, v(t 0 ) < v( x ). 

O circuito RC da Figura 7.74 é projetado para operar um alarme que ativa quando a cor¬ 
rente através dele exceder a 120 /jlA. Se £ R £ 6 kíl, detennine o intervalo do retardo 
de tempo que o resistor variável pode proporcionar. 

Resposta: Entre 47,23 ms e 124 ms. 



Figura 7.75 Circuito para um flash 
fornecendo carga lenta na posição 1 e 
descarga rápida na posição 2. 


7.9.2 Flash eletrônico para câmeras fotográficas 

Um flash eletrônico é um exemplo comum de um circuito RC. Essa aplicação 
explora a capacidade de o capacitor se opor a qualquer mudança abrupta na 
tensão. A Figura 7.75 mostra um circuito simplificado, que consiste, basica¬ 
mente, em uma fonte de tensão CC de alta tensão, um resistor limitador de 
corrente R j de alto valor e um capacitor C em paralelo com a lâmpada do flash 
de baixa resistência, R 2 . Quando a chave se encontra na posição 1, o capacitor 
carrega lentamente em decorrência da constante de tempo grande (r, = R\C). 
Conforme ilustrado na Figura 7.76a, a tensão no capacitor aumenta gradual¬ 
mente, de zero até V s , enquanto sua corrente diminui gradualmente de 7j = VJ 
R\ até zero. O tempo de carga é aproximadamente cinco vezes a constante de 
tempo, 


Carga = 5 R X C (7.65) 

Com a chave na posição 2, a tensão no capacitor é descarregada. A baixa resistên¬ 
cia R 2 da lâmpada do flash permite uma corrente de descarga elevada com pico I 2 
= VJR 2 em um curto espaço de tempo, conforme representado na Figura 7.16b. A 
descarga acontece em aproximadamente cinco vezes a constante de tempo, 

Cescarga = 5R 2 C (7.66) 

Portanto, o circuito RC simples da Figura 7.75 fornece um pulso de corrente 
elevada de curta duração. Um circuito como este também pode ser aplicado em 
soldagem elétrica por pontos e em válvulas de transmissão de radares. 
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Figura 7.76 (a) Tensão no capacitor mostrando carga lenta e descarga rápida; ( b ) 
corrente no capacitor mostrando corrente de carga baixa 7j = VJR { e corrente de des¬ 
carga elevada I 2 = VJR 2 . 


Um flash eletrônico tem um resistor limitador de corrente de 6 kíl e um capacitor 
eletrolítico de 2.000 /xF carregado a 240 V. Se a resistência da lâmpada for de 12 Í2, 
determine: (a) a corrente de pico na carga; (b) o tempo necessário para o capacitor se 
carregar completamente; (c) a corrente de descarga de pico; (d) a energia total armaze¬ 
nada no capacitor; e (e) a potência média dissipada pela lâmpada. 

Solução: 

(a) A corrente de pico na carga é 


(b) Da Equação (7.65), 


h = 


240 

6 X 10 3 


= 40 mA 


í carg a = 5R\C = 5 X 6 X 10 3 X 2.000 X 10 6 = 60 s = 1 minuto 

(c) A corrente de descarga de pico é 


h — 


V, 

R 2 


240 

12 


= 20 


A 


(d) A energia total armazenada no capacitor é 


W = -CV 2 S = - X 2.000 X 10~ 6 X 240 2 = 57,6 J 
2 2 

(e) A energia armazenada no capacitor é dissipada na lâmpada durante o período de 
descarga. Da Equação (7.66), 

^descarga = 5 R 2 C = 5 X 12 X 2.000 X 10~ 6 = 0,12 S 


Portanto, a potência média dissipada pela lâmpada é 


P = 


W 


1 descarga 


57,6 

0,12 


= 480 watts 


O flash de uma câmera fotográfica tem um capacitor de 2 mF carregado a 80 V. 

(a) Qual a carga no capacitor? 

(b) Qual a energia armazenada no capacitor? 

(c) Se o flash disparar em 0,8 ms, qual é a corrente média no flash? 

(d) Qual é a potência liberada para o flash? 

(e) Após uma fotografia ter sido tirada, o capacitor precisa ser recarregado por uma fonte 
que fornece um máximo de 5 mA. Quanto tempo leva para carregar o capacitor? 

Resposta; (a) 160 mC, (b) 6,4 J, (c) 200 A, (d) 8 kW, (e) 32 s. 


EXEMPLO 7.20 • 


PROBLEMA PRÁTICO 7.20 • 
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• EXEMPLO 7.21 


7.9.3 Circuitos a relé 

Uma chave controlada magneticamente é chamada relé, que é, basicamente, 
um dispositivo eletromagnético usado para abrir ou fechar uma chave que 
controla outro circuito. A Figura 7.77a mostra um circuito a relé comum. 
O circuito a relé é um circuito RL como aquele mostrado na Figura 1.11b, onde 
R e L são a resistência e a indutância da bobina. Quando a chave S, da Figura 
7.77a for fechada, o circuito a relé é energizado, fazendo que a corrente na 
bobina aumente gradualmente e produza um campo magnético. Finalmente, 
o campo magnético será suficientemente forte para atrair o contato móvel no 
outro circuito e fechar a chave S 2 . Nesse ponto, diz-se que o relé é armado. 
O intervalo de tempo t d entre o fechamento das chaves S l e S 2 é denominado 
tempo de retardo do relé. 

Os relés foram usados originalmente nos primeiros circuitos digitais e ain¬ 
da são empregados para chaveamento de circuitos de alta potência. 





Figura 7.77 Circuito a relé. 


A bobina de certo relé é acionada por uma bateria de 12 V. Se a bobina tiver uma resis¬ 
tência de 150 íl, uma indutância de 30 mH e a corrente necessária para armá-lo for de 
50 mA, calcule o tempo de retardo do relé. 

Solução: A corrente através da bobina é dada por 

m = «o») + ü(o) - í(°°)] e - ,/T 


onde 


Portanto, 


12 

1(0) = 0, i(oo) =-= 80 mA 

v 150 

L 30 X 10~ 3 
t = — =-= 0,2 ms 

R 150 


1(0 = 80[1 - e </T | mA 


Se i(tj) = 50 mA, então 


50 = 80[1 - e ,j/t ) =*• - = 1 - e tdh 


e -ulT = ± ^ e ul-r = ° 
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Extraindo o logaritmo natural de ambos os lados, obtemos 

8 8 

td = t ln— = 0,2 ln— ms = 0,1962 ms 
3 3 

Alternativamente, podemos determinar t d usando 

, 1(0) - i(oo) 

t d = t ln—-—— 


Um relé possui resistência de 200 Í2 e indutância de 500 mH. Os contatos do relê fe- PROBLEMA PRÁTICO 7.21 • 

cham quando a corrente através da bobina atinge 350 mA. Quanto tempo leva entre a 
aplicação de 110 V na bobina e o fechamento do contato? 

Resposta: 2,529 ms. 


7.9.4 Circuito para ignição de automóveis 

A capacidade de os indutores se oporem a mudanças rápidas na corrente os tor¬ 
nam úteis para geração de arcos voltaicos ou centelhas. O sistema de ignição 
de um automóvel faz uso dessa característica. 

O motor a explosão de um automóvel requer que a mistura ar-combustível 
em cada cilindro seja inflamada em intervalos apropriados. Isso pode ser con¬ 
seguido por meio de uma vela de ignição (Figura 7.78), que é formada, basi¬ 
camente, por um par de eletrodos separados por uma folga. Pela criação de 
alta tensão (milhares de volts) entre os eletrodos, forma-se uma centelha nessa 
folga, inflamando, consequentemente, o combustível. Mas, como se pode obter 
uma alta tensão dessas a partir da bateria de um carro, que fornece apenas 12 V? 
Isso é possível por meio de um indutor (a bobina de ignição) L. Uma vez que a 
tensão no indutor év= Ldi/dt, podemos tornar düdt elevado criando uma grande 
mudança na corrente em um curto espaço de tempo. Quando a chave de ignição 
da Figura 7.78 é fechada, a corrente através do indutor aumenta gradualmente 
e atinge o valor final i = VJR, onde V s = 12 V. Repetindo, o tempo necessário 
para o indutor carregar é cinco vezes a constante de tempo do circuito (r = L/R), 

L 

Qarga ^ (7.67) 

K 


V, 


R 




Vela de 
ignição 

- Folga 
entre 
eletrodos 


Figura 7.78 Circuito para um 
sistema de ignição de automóvel. 


Uma vez que no regime estacionário i é constante, di/dt = 0 e a tensão no indutor 
év = 0. Quando a chave abre repentinamente, cria-se alta tensão no indutor (em 
decorrência do campo que se estreita rapidamente) provocando uma centelha 
ou arco na folga entre os eletrodos. Essa centelha continua até que a energia 
armazenada no indutor seja dissipada na descarga da centelha. Em laboratórios, 
quando se está trabalhando com circuitos indutivos, esse mesmo efeito pode 
provocar um choque muito grave e, portanto, deve-se tomar muito cuidado. 


Um solenoide com resistência de 4 fí e indutância de 6 mH é usado em um circuito 
de ignição de automóvel semelhante àquele da Figura 7.78. Se a bateria fornece 12 V, 
determine: a corrente final através do solenoide quando a chave é fechada, a energia 
armazenada na bobina e a tensão na folga entre os eletrodos, supondo que a chave leve 
1 ps para abrir. 

Solução: Acorrente final através da bobina é 


I = 


u 

R 


12 

4 


3 A 


EXEMPLO 7.22 • 
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• PROBLEMA PRÁTICO 7.22 


A energia armazenada na bobina é 

W = -LI 2 = - X 6X 1(T 3 X 3 2 = 27 mJ 
2 2 

A tensão na folga entre eletrodos é 

M , 3 

V = L — = 6 X 1(T 3 X- t = 18 kV 

A t 1 x 1(T 6 

A bobina de ignição de um sistema de ignição de automóvel possui indutância igual a 
20 mH e resistência de 5 íl. Com uma tensão de alimentação de 12 V, calcule: o tempo 
necessário para a bobina carregar completamente, a energia armazenada na bobina e a 
tensão gerada na folga entre os eletrodos se a chave abre em 2 /xs. 

Resposta: 20 ms, 57,6 mJ e 24 kV. 


7.10 Resumo 

1. A análise neste capítulo se aplica a qualquer circuito que possa ser reduzi¬ 
do a um circuito equivalente formado por um resistor e um único elemento 
de armazenamento de energia (indutor ou capacitor). Um circuito destes 
é de primeira ordem, pois seu comportamento é descrito por uma equação 
diferencial de primeira ordem. Ao analisar circuitos RC e RL, sempre se 
deve ter em mente que o capacitor é um circuito aberto em condições de 
regime estacionário CC, enquanto o indutor é um curto-circuito em condi¬ 
ções de regime estacionário CC. 

2. A resposta natural é obtida quando não há nenhuma fonte independente. 
Ela apresenta a forma geral 

x(t ) = x(0)e _í ^ T 


onde x representa a corrente (ou tensão) através de um resistor, capacitor 
ou indutor, e x(0) é o valor inicial de x. Pelo fato de a maioria dos resis- 
tores, capacitores e indutores encontrados na prática sempre apresentar 
perdas, a resposta natural é uma resposta transiente, isto é, ela se extingue 
com o tempo. 

3. A constante de tempo réo tempo necessário para uma resposta de 
decaimento para l/e de seu valor inicial. Para circuitos RC, r = RC e para 
circuitos RL, r = L/R. 

4. Entre as funções de singularidade, temos as funções degrau unitário, ram¬ 
pa unitária e impulso unitário. A função degrau unitário u(t) é 


u(t) 



t < 0 
t > 0 


A função impulso unitário é 


Í0, t < 0 

8(t) = < Indefinido, t = 0 

[o, t > 0 


A função rampa unitária é 


r(t) 



t < 0 
t > 0 
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5. Resposta em regime estacionário é o comportamento do circuito após uma 
fonte independente ter sido aplicada por um longo período. A resposta 
transiente é a componente da resposta completa que se extingue com o 
passar do tempo. 

6. A resposta total ou completa é formada pela resposta em regime estacioná¬ 
rio e pela resposta transiente. 

7. Resposta a um degrau é a resposta do circuito a uma aplicação repentina 
de uma corrente ou fonte CC. Determinar a resposta a um degrau de um 
circuito de primeira ordem requer o valor inicial x(0 + ), o valor final x(°°) 
e a constante de tempo r. De posse desses três itens, obtemos a resposta a 
um degrau, como segue. 

x(t) = x(°°) + [x(0 + ) - x(°°)]e _í/T 
Uma forma mais genérica dessa equação é 

x{t) = x(°°) + [x(f 0 + ) - x(°°)]e (í ' o)/T 
Ou poderíamos escrevê-la como 

Valor instantâneo = Valor final + [Valor inicial — Valor final] e “ ' n> ' T 

8. O PSpice é muito útil para obtenção da resposta transiente de um circuito. 

9. Quatro aplicações práticas dos circuitos RC e RL aqui apresentadas são: 
um circuito de retardo, um flash para câmera fotográfica, um circuito a relê 
e um circuito de ignição de automóvel. 


Questões para revisão 


7.1 Um circuito RC possui 7? = 2íleC = 4F. A constante de 
tempo é: 

(a) 0,5 s (b) 2 s (c) 4 s 

(d) 8 s (e) 15 s 

7.2 A constante de tempo para um circuito RL com R = 2 fí e 
1 = 4 Hé: 

(a) 0,5 s (b) 2 s (c) 4 s 

(d) 8 s (e) 15 s 

7.3 Um capacitor em um circuito RC com if = 2íleC = 4F está 
sendo carregado. O tempo necessário para a tensão no capa¬ 
citor atingiu 63,2% de seu valor em regime estacionário é: 

(a) 2 s (b) 4 s (c) 8 s 

(d) 16 s (e) nenhuma das anteriores 

7.4 Um circuito RL tem 7? = 2íleZ = 4H.O tempo necessário 
para a corrente no indutor atingir 40% de seu valor em 
regime estacionário é: 

(a) 0,5 s (b) 1 s (c) 2 s 

(d) 4 s (e) nenhuma das anteriores 

7.5 No circuito da Figura 7.79, a tensão no capacitor imedia¬ 
tamente antes de t = 0 é: 



Figura 7.79 Esquema para as Questões para revisão 7.5 e 7.6. 


7.6 No circuito da Figura 7.79, u(°°) é: 

(a) 10 V (b) 7 V (c)6V 

(d) 4 V (e) 0 V 


7.7 


Para o circuito da Figura 7.80, a corrente no indutor ime¬ 
diatamente antes de t = 0 é: 


(a) 8 A 
(d) 2 A 


(b) 6 A 
(e) 0A 


(c) 4 A 



| i(t) 
5 H 

3 Q 


(a) 10 V 
(d) 4 V 


(b) 7 V 
(e) 0V 


(c) 6 V 


Figura 7.80 Esquema para as Questões para revisão 7.7 
e 7.8. 
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7.8 No circuito da Figura 7.80, i(°°) é: 

(a) 10A (b) 6 A (c) 4A 

(d) 2A (e) 0A 

7.9 Se v s mudar de 2 V para 4 V em t = 0, podemos expressar 
v s como: 

(a) 5(í) V (b) 2u(t) V 

(c) 2u(-t) + 4k( 0 V (d) 2 + 2u(f) V 

(e) 4 m(0 - 2 V 


7.10 O pulso na Figura 7.116a pode ser expressa em termos de 
funções de singularidade como: 

(a) 2u(t) + 2u(t- 1) V 

(b) 2u(f)-2u(t- 1) V 

(c) 2 m(0 - 4 u(t - 1) V 

(d) 2u(t) + 4u(t- 1) V 

Respostas: 7.1d, 7.2b, 7.3c, 7.4b, 7.5d, 7.6a,7.7c, 7.8e, 7.9c,d, 
7.10b. 


Problemas 


• Seção 7.2 Circuito RC sem fonte 

7.1 No circuito mostrado na Figura 7.81 

v(t) = 56e~ 200 ' V, t > 0 
í(0 = 8e^ 200 ' mA, í > 0 

(a) Determine os valores de R e C. 

(b) Calcule a constante de tempo r. 

(c) Determine o tempo necessário para a tensão cair para 
a metade de seu valor inicial em t = 0. 

í 



Figura 7.81 Esquema para o Problema 7.1. 



Figura 7.84 Esquema para o Problema 7.4. 


7.5 Usando a Figura 7.85, elabore um problema para ajudar 
eOd outros estudantes a entenderem melhor os circuitos RC 
sem fontes. 





«3 


Figura 7.85 Esquema para o Problema 7.5. 


7.2 Determine a constante de tempo para o circuito RC da Fi¬ 
gura 7.82. 


120 Q 


50 V 



: 200 mF 


Figura 7.82 Esquema para o Problema 7.2. 


7.3 Determine a constante de tempo para o circuito da Figura 
7.83. 


lOkD 20 kQ 



Figura 7.83 Esquema para o Problema 7.3. 

7.4 A chave da Figura 7.84 se encontra na posição A há um 
bom tempo. Suponha que a chave mude instantaneamente 
de A para B em t = 0. Determine v para t > 0. 


7.6 A chave na Figura 7.86 foi fechada há um bom tempo e é 
aberta em t = 0. Determine v(t) para í^0. 


t= 0 

10 kQ 



v(t) =b 40 fjF 


Figura 7.86 Esquema para o Problema 7.6. 


7.7 Supondo que a chave na Figura 7.87 se encontra na posi¬ 
ção A há um longo período e seja mudada para a posição 
B em l 0. Em seguida, em l = 1 s, a chave se move de B 
para C. Determine V(4j) para 0. 



Figura 7.87 Esquema para o Problema 7.7. 
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7.8 Para o circuito da Figura 7.88, se 

v = l(k 4í V e i — 0,2 e~ 4 'A, t> 0 

(a) Determine Re C. 

(b) Determine a constante de tempo. 

(c) Calcule a energia inicial no capacitor. 

(d) Obtenha o tempo necessário para dissipar 50% da 
energia inicial. 

i 


r = 0 



Figura 7.92 Esquema para o Problema 7.12. 



Figura 7.88 Esquema para o Problema 7.8. 


7.9 A chave da Figura 7.89 abre em r = 0. Determine ippara t> 0. 
2 kQ v *- 1 = 0 



p^Wv- 

— 




+ 


6 V© 

v ° i 

Í4kn = 






Figura 7.89 Esquema para o Problema 7.9. 


7.10 Para o circuito da Figura 7.90, determine v 0 (t) para t > 0. 
Determine o tempo necessário para a tensão no capacitor 
decair para um terço de seu valor em t = 0. 


f = 0 

-*v 9kQ 



--Wv^l 


36 V r 

D 3kQ < 

í 20 fiF = 


Figura 7.90 Esquema para o Problema 7.10. 


7.13 No circuito da Figura 7.93, 

v(t) = 80<T 1o3 'V, t > 0 
i(t) = 5<r'° 3 'mA, t>0 

(a) Determine R,Ler. 

(b) Calcule a energia dissipada na resistência para 0 < t < 
0,5 ms. 


Figura 7.93 



7.14 Calcule a constante de tempo do circuito na Figura 7.94. 
20 k£2 10 kD 



• Seção 7.3 Circuito RL sem fonte ucrw , . , t , .. 

* 7.15 Determine a constante de tempo para cada um dos circut- 

7.11 Para o circuito na Figura 7.91, determine i 0 para t = 0. tos da Figura 7.95. 


t = 0 



Figura 7.91 Esquema para o Problema 7.11. 

7.12 Usando a Figura 7.92, elabore um problema para ajudar 
evd outros estudantes a entenderem melhor os circuitos RL 
sem fonte. 


10 Q 

AWv- 

40 Q 



(a) 



Figura 7.95 Esquema para o Problema 7.15. 
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7.16 Determine a constante de tempo para cada um dos circui¬ 
tos na Figura 7.96. 



Figura 7.96 Esquema para o Problema 7.16. 


7.17 Considere o circuito da Figura 7.97. Determine v 0 (i) se 
7(0) = 6 A e v(í) = 0. 


1 Q. 



Figura 7.97 Esquema para o Problema 7.17. 


7.18 Para o circuito da Figura 7.98, determine v 0 (t) quando 
7(0) = 5 A e v(t) = 0. 

2Q 



Figura 7.98 Esquema para o Problema 7.18. 



Figura 7.100 Esquema para o Problema 7.20. 

7.21 No circuito da Figura 7.101, determine o valor de R para 
e&d o qual a energia em regime estacionário armazenada no 
indutor será 1 J. 


40 Q. R 



Figura 7.101 Esquema para o Problema 7.21. 


7.22 Determine 1(0 e v(t) para t> 0 no circuito da Figura 7.102 
se 1(0) = 10 A. 



Figura 7.102 Esquema para o Problema 7.22. 

7.23 Considere o circuito da Figura 7.103. Dado que u o (0) = 10 
V, detennine v a e v x para t > 0. 

3Q. 



Figura 7.103 Esquema para o Problema 7.23. 


7.19 No circuito da Figura 7.99, determine 1(0 para 1 > 0 se 

1 ( 0 ) = 6 A. • Seção 7.4 Funções de singularidade 



Figura 7.99 Esquema para o Problema 7.19. 

7.20 Para o circuito da Figura 7.100, 
v = 90e~ 50 ' V 
e 

1 = 30e 50í A, t > 0 

(a) Determine L e R. 

(b) Determine a constante de tempo. 

(c) Calcule a energia inicial no indutor. 

(d) Que fração da energia inicial é dissipada em 10 ms? 


7.24 Expresse os sinais a seguir em termos de funções de 
singularidade. 


(a) v{t) = 


(b) 1(0 = 


(c) x(t) = 


(d) y(t) = 


í 

1 < 0 

1-5, 

t > 0 

0, 

t < 1 

-10, 

1 < t < 3 

10, 

3 < t < 5 

0, 

t > 5 

’t - 1, 

1 < t < 2 

1, 

2 < t < 3 

4 - í, 

3 < t < 4 

0, 

Caso contrário 

2, 

t < 0 

-5, 

0 < t < 1 

0, 

t > 1 
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7.25 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e©d tenderem melhor as funções de singularidade. 

7.26 Expresse os sinais na Figura 7.104 em termos de funções 
de singularidade. 




0 b) 


v 3 (t) 



Figura 7.104 Esquema para o Problema 7.26. 

7.27 Expresse v(f) na Figura 7.105 em termos de funções degrau. 



7.28 Esboce a forma de onda representada por 

i(f) = r(t) — r(t — 1 ) — u(t — 2 ) — r(t — 2) 

+ r(t — 3) + u{t — 4) 

7.29 Esboce as seguintes funções: 

(a) x(t ) = 10 e~'u(t — 1) 

(b) y(f) = lOe^^Ví) 

(c) z(t) = cos 4 tô(t — 1) 

7.30 Calcule as integrais a seguir envolvendo as funções de 
impulso: 

(a) j 4 rô{t - 1 )dt 

(b) J" 4r cos 2it l8(t — 0,5) dt 


7.31 Calcule as integrais a seguir: 


(a) 


e~*8(t 


2 )dt 


(b) [ 58(t) + e r 8(t ) + cos 2tt tS(t)\dt 


7.32 Calcule as integrais a seguir: 


(a) 

(b) 

(c) 


u(X)d\ 

í r(t — 1 )dt 
•*0 

(í - 6 ) 2 S(t - 2 )dt 


7.33 A tensão em um indutor de 10 mH é 15ô(í - 2) mV. Deter¬ 
mine a corrente no indutor supondo que ele esteja inicial¬ 
mente descarregado. 

7.34 Calcule as seguintes derivadas: 

(a - 1 )u(t + 1 )] 
dt 

(Jo)~rlr(t ~ 6 )u(t - 2 )] 
dt 

d 

(c) — [sen 4 tu(t — 3)] 
dt 


7.35 Determine a solução para as equações diferenciais a 
seguir: 

dv 

(a) — + 2v = 0, u( 0) = -1 V 

dt 

di 

(b) 2 — - 3 i = 0 , i(0) = 2 

dt 

7.36 Determine u nas seguintes equações diferenciais, sujeita à 
condição inicial infonnada. 

(a) dv/dt + v = u{f), u( 0 ) = 0 

(b) 2 dv/dt — v = 3«(?), u( 0 ) = —6 

7.37 Um circuito é descrito por 


4 


dv 

dt 


+ v = 10 


(a) Qual é a constante de tempo do circuito? 

(b) Qual é o u(°°), valor final de vl 

(c) Se u(0) = 2, determine v(t) para t > 0. 

7.38 Um circuito é descrito por 

di 

-E 3i = 2 u(t) 

dt 


Determine i(t) para t > 0, dado que i( 0) = 0. 


• Seção 7.5 Resposta a um degrau de um 
circuito RC 

7.39 Calcule a tensão no capacitor para t < 0 e t > 0 para cada 
um dos circuitos da Figura 7.106. 
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4Q 



(a) 


f = 0 



12 V 



Figura 7.106 Esquema para o Problema 7.39. 


7.40 Determine a tensão no capacitor para t < 0 e t > 0 para 
cada um dos circuitos da Figura 7.107. 

3 Q 2 Q 



(a) 


í = 0 



Figura 7.107 Esquema para o Problema 7.40. 


7.41 Usando a Figura 7.108, elabore um problema para ajudar 
evd outros estudantes a entenderem melhor a resposta de um 
circuito RC. 

t = 0 



Figura 7.108 Esquema para o Problema 7.41. 

7.42 (a) Se a chave na Figura 7.109 tiver sido aberta há um 
bom tempo e for fechada em t = 0, determine v a (t). 
(b) Suponha que a chave se encontre fechada há um lon¬ 
go período e seja aberta em t = 0. Determine v a (t). 


7.43 Considere o circuito da Figura 7.110. Determine i(t) para 
t< 0 e í > 0. 

t = 0 



Figura 7.110 Esquema para o Problema 7.43. 

7.44 A chave na Figura 7.111 se encontra na posição a há um 
bom tempo. Em t = 0, ela é mudada para a posição b. Cal¬ 
cule z'(í) para todo t > 0. 



Figura 7.111 Esquema para o Problema 7.44. 


7.45 Determine v a no circuito da Figura 7.112 quando v s = 
30 u(t) V. Suponha que v o (0) = 5 V. 


20 kQ 10 kD 

-MAA--WvV 


+ 



Figura 7.112 Esquema para o Problema 7.45. 

7.46 Para o circuito na Figura 7.113, z/í) = 5 w(í). Determine 
v(t). 


2Q 



Figura 7.113 Esquema para o Problema 7.46. 
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7.47 Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 7.114 se 
v(0) = 0. 




0,1 F 


3«(í - 1) A Q 

D ^ 

> 2Q 

> 8Q (j 


3 u(t) A 


Figura 7.114 Esquema para o Problema 7.47. 

7.48 Determine v(f) e i(i) no circuito da Figura 7.115. 

20 D 




—WA— 

u(-t) A 

10 £2 < 

0,1 F = 


Figura 7.115 Esquema para o Problema 7.48. 

7.49 Se a fornia de onda na Figura 7.116a for aplicada ao circuito 
na Figura 7.1166, determine v(t). Suponha que u(0) = 0. 

h (A) 

2 


1 

(a) 


4£2 


t( s) 

6Q, 

-AVA- 

+ 

0,5 F i u 


( 6 ) 

Figura 7.116 Esquema para o Problema 7.49 e para a Ques¬ 
tão para revisão 7.10. 

: 7.50 No circuito da Figura 7.117, determine i x para t > 0. Seja 
Ri=R 2 = 1 kíl, R 3 = 2 kíl e C= 0,25 mF. 

/ = 0 




—WA— 

jh 


30 mA 

) = 

> «1 = 

- c < 


Figura 7.117 Esquema para o Problema 7.50. 

• Seção 7.6 Resposta a um degrau de um 
circuito RL 

7.51 Em vez de aplicar a técnica reduzida usada na Seção 7.6, 
use a LKT para obter a Equação (7.60). 


7.52 Usando a Figura 7.118, elabore um problema para ajudar 
eCd outros estudantes a entenderem melhor a resposta a um 
degrau de um circuito RL. 


*i 

—vwv- 


© 


f = 0 


HL 


Figura 7.118 Esquema para o Problema 7.52. 

7.53 Determine a corrente i(t) no indutor para t < 0 e t > 0 para 
cada um dos circuitos da Figura 7.119. 


25 V 



Figura 7.119 Esquema para o Problema 7.53. 

7.54 Obtenha a corrente no indutor para t < 0 e t > 0 em cada 
um dos circuitos da Figura 7.120. 




Figura 7.120 Esquema para o Problema 7.54. 

7.55 Determine u(í)parai <0 e í>0 no circuito da Figura 7.121. 

0,5 H 



O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 


Figura 7.121 Esquema para o Problema 7.55. 
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7.56 Para o circuito mostrado na Figura 7.122, determine v(t) 
para t > 0. 


5 O 



*7.57 Determine ij(í) e i 2 (f) para t > 0 no circuito da Figura 
7.123. 



Figura 7.123 Esquema para o Problema 7.57. 


7.58 Refaça o Problema 7.17 se i( 0) = 10 A e v(t) = 20 u(t) V. 

7.59 Determine a resposta ao degrau v D (t) para v s = 18tí(r) no 
circuito da Figura 7.124. 


6 £2 



Figura 7.124 Esquema para o Problema 7.59. 


7.60 Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 7.125 se a 
corrente inicial no indutor for zero. 


7.62 Para o circuito da Figura 7.127, calcule i(t) se i( 0) = 0. 


u(t- 1)V 



u(t) V 


Figura 7.127 Esquema para o Problema 7.62. 


7.63 Obtenha v(t) e i(t) no circuito da Figura 7.128. 



Figura 7.128 Esquema para o Problema 7.63. 

7.64 Determine i L (t) e a energia total dissipada pelo circuito a 
seguir de 1 = 0 a í = °° s. O valor de v in (t) é igual a [40- 
40 k(0] V. 


40 Q i L (f) 



Figura 7.129 Esquema para o Problema 7.64. 


7.65 Se o pulso de entrada na Figura 7.130a for aplicado ao 
circuito da Figura 7.1306, determine a resposta i(t). 


2 H 




Figura 7.130 Esquema para o Problema 7.65. 


4 u(t) A Q ^ 


5 Q. 


20 Q, 


+ 

v 


Figura 7.125 Esquema para o Problema 7.60. 


7.61 No circuito da Figura 7.126, i s varia de 5 A para 10 A em 
t = 0; isto é, 4 = 5 u(-t) + 10 u(t). Determine v e i. 

+ 

) v 



• Seção 7.7 Circuitos de primeira ordem com 
amplificador operacional 

7.66 Usando a Figura 7.131, elabore um problema para ajudar 
eQd outros estudantes a entenderem melhor os circuitos de pri¬ 
meira ordem com AOP. 


«2 



Figura 7.126 Esquema para o Problema 7.61. 


Figura 7.131 Esquema para o Problema 7.66. 
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7.67 Se u(0) = 5 V, determine v 0 (i) para t > 0 no circuito com 
AOP da Figura 7.132. Seja R = 10 kíl e C= 1 /xF. 


7.71 Para o circuito com amplificador operacional da Figura 
7.136, suponha v a = 0 e v s = 3 V. Determine v(t) para t > 0. 


R 



Figura 7.132 Esquema para o Problema 7.67. 

7.68 Obtenha v a para t > 0 no circuito da Figura 7.133. 


f = 0 



Figura 7.133 Esquema para o Problema 7.68. 


10 k£2 



Figura 7.136 Esquema para o Problema 7.71. 

7.72 Determine i a no circuito com AOP da Figura 7.137. Parta 
do pressuposto de que o(0) = —2 V, R = 10 kíl e C= 10 /xF. 



Figura 7.137 Esquema para o Problema 7.72. 

7.73 Para o circuito com amplificador operacional da Figura 
7.138, seja R 1 = 10 kíl, R f = 20 kíl, C = 20 /xF e u( 0) = 
1 V. Determine v n . 


7.69 Para o circuito com AOP da Figura 7.134, determine v D (t) 
para t > 0. 


25 mF 



Figura 7.134 Esquema para o Problema 7.69. 

7.70 Determine v a para t > 0 quando u s = 20 mV no circuito 
com AOP da Figura 7.135. 

f = 0 




Figura 7.138 Esquema para o Problema 7.73. 


7.74 Determine v 0 (t) para t > 0 no circuito da Figura 7.139. 
Seja 4 = 10 u(t) fjLA e suponha que o capacitor esteja ini¬ 
cialmente descarregado. 



7.75 No circuito da Figura 7.140, determine v a e i a , dado que 
v s = Au{t) V e u(0) = 1 V. 



Figura 7.135 Esquema para o Problema 7.70. 


Figura 7.140 Esquema para o Problema 7.75. 
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• Seção 7.8 Análise de transiente usando o 
J§ PSpice 

7.76 Repita o Problema 7.49 usando o PSpice ou MultiSim. 

7.77 A chave na Figura 7.141 abre em t = 0. Use o PSpice ou 
MultiSim para detenninar v(t) para t > 0. 



Figura 7.141 Esquema para o Problema 7.77. 


7.78 A chave da Figura 7.142 passa da posição a para a posição 
b em t = 0. Use o PSpice ou MultiSim para detenninar i(t) 
para t > 0. 



Figura 7.142 Esquema para o Problema 7.78. 


7.79 No circuito da Figura 7.143, a chave já se encontra na po¬ 
sição a há um bom tempo, porém muda de repente para a 
posição b em t = 0. Determine i 0 (i). 



Figura 7.143 Esquema para o Problema 7.79. 


7.80 No circuito da Figura 7.144, supondo que a chave já se 
encontre na posição a por um longo período, determine: 


• Seção 7.9 Aplicações 

7.82 No projeto de um circuito de comutação de sinais foi 
constatado que um capacitor de 100 pF era necessário 
para uma constante de tempo de 3 ms. Qual é o valor do 
resistor necessário para o circuito? 

7.83 Um circuito RC é fomiado por uma associação em série 
e$d entre uma fonte de 120 V, uma chave, um resistor de 34 

MÍ2 e um capacitor de 15 /tF. O circuito é usado para es¬ 
timar a velocidade de um cavalo correndo em uma pista 
de 4 km. A chave fecha quando o cavalo cruza a linha 
de chegada. Supondo que o capacitor carregue até 85,6 V, 
calcule a velocidade do cavalo. 

7.84 A resistência de uma bobina de 160 mH é igual a 8 12. De¬ 
termine o tempo necessário para a corrente chegar a 60% 
de seu valor final quando a tensão é aplicada à bobina. 

7.85 Na Figura 7.145 é mostrado um circuito oscilador de re- 
eQd laxação simples. A lâmpada de neon acende quando sua 

tensão atinge 75 V e apaga quando sua tensão cai para 30 
V. Sua resistência é 120 12 quando acesa e infinitamente 
elevada quando apagada. 

(a) Por quanto tempo a lâmpada se encontra ligada cada 
vez que o capacitor descarrega? 

(b) Qual é o intervalo de tempo entre acendimentos da 
lâmpada? 

4 MH 


120 V 


Figura 7.145 Esquema para o Problema 7.85. 


~ ~ 6 p í' = = (J Lâmpada 


de neon 


7.86 A Figura 7.146 mostra um circuito para estabelecer o perío- 
e€ld do em que é aplicada tensão aos eletrodos de uma máquina 
de soldar. O tempo é contabilizado em termos de quanto 
tempo leva para o capacitor se carregar de 0 a 8 V. Qual é o 
intervalo de tempo que o resistor variável permite ajustar? 


100 kD to 1 MD 


12 V 


T ;yF T 


Máquina 
de soldar 


-Jf- 

J Eletrodo 


Figura 7.146 Esquema para o Problema 7.86. 


(a) zj( 0 ), z 2 ( 0 ), e u o ( 0 ) 

(b) m 

(c) ij(oo), z 2 (°o), e u D (°°) 



Figura 7.144 Esquema para o Problema 7.80. 


7.81 Repita o Problema 7.65 usando o PSpice ou MultiSim. 


7.87 Um gerador CC de 120 V energiza um motor cuja bobina 
eQd possui indutância de 50 H e resistência de 100 Í2. Um re¬ 
sistor de descarga de campo de 400 Í2 é ligado em paralelo 
com o motor para evitar dano a esse último, conforme in¬ 
dicado na Figura 7.147. O sistema se encontra em regime 
estacionário. Determine a corrente através do resistor de 
descarga 100 ms após o disjuntor ser acionado. 


Disjuntor 



Figura 7.147 Esquema para o Problema 7.87. 
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Problemas abrangentes 


7.88 O circuito na Figura 7.148a pode ser projetado como um 
eOd integrador ou diferenciador aproximado, dependendo se a 
saída for em cima do resistor ou do capacitor, bem como 
da constante de tempo t = RC do circuito e da largura T do 
pulso de entrada na Figura 7.1486. O circuito se comporta 
como um diferenciador se t « 7, digamos r < 0 ,IT, ou 
um integrador se r T, digamos r > 107 1 . 

(a) Qual é a largura mínima do pulso que possibilitará 
uma saída de diferenciador no capacitor? 

(b) Se a saída tiver de ser uma fornia integrada da entrada, 
qual será o valor máximo que a largura de pulso pode ter? 



Figura 7.148 Esquema para o Problema 7.88. 


T 


t 


7.89 Um circuito RL pode ser usado como diferenciador se a 
e v d saída for tomada em relação ao indutor e r <sC T (assim, 

r < 0,17), onde T é largura do pulso de entrada. Se R for 
fixo em 200 kíl, determine o valor máximo de L necessá¬ 
rio para diferenciar um pulso com T = 10 /rs. 

7.90 Uma ponta de prova de atenuação empregada em oscilos- 
ed cópios foi projetada para reduzir a magnitude da tensão de 

entrada u, por um fator 10. Conforme ilustrado na Figura 
7.149, o osciloscópio possui resistência interna R s e ca- 
pacitância C s , enquanto a ponta de prova tem resistência 
interna R p . Se R p for fixa em 6 MÍ2, detennine R s e C s para 
o circuito ter uma constante de tempo igual a 15 /rs. 


Ponta de prova Osciloscópio 
o- VWv ---i-o 



Figura 7.149 Esquema para o Problema 7.90. 


7.91 O circuito da Figura 7.150 é usado por um estudante de 
eCld biologia para estudar o “chute de uma rã”. Ele notou que 
a rã dava um leve “chute” quando a chave era fechada, 
porém chutava violentamente por 5 s quando a chave era 
aberta. Faça um modelo da rã em termos de resistor e cal¬ 
cule sua resistência. Parta do pressuposto de que uma cor¬ 
rente de 10 mA é suficiente para a rã chutar violentamente. 


Chave 



Figura 7.150 Esquema para o Problema 7.91. 

7.92 Para movimentar um ponto na tela de um tubo de raios 
catódicos, é necessário um aumento linear na tensão nas 
placas de deflexão, conforme mostrado na Figura 7.151. 
Dado que a capacitância das placas é de 4 nF, esboce o 
fluxo de corrente através das placas. 



(fora de escala ) 

Figura 7.151 Esquema para o Problema 7.92. 



























CIRCUITOS DE SEGUNDA ORDEM 



Todos os que podem cursar um mestrado em engenharia devem fazê-lo a fim de estender o sucesso de sua 
carreira! Se você quer trabalhar com pesquisa, o estado da arte em engenharia, lecionar em uma univer¬ 
sidade ou iniciar seu próprio negócio, você realmente precisa cursar um doutorado! 

Charles K. Alexander 


Progresso profissional 

Se deseja aumentar as oportunidades em sua carreira, 
é necessário ter domínio nas áreas da engenharia, e, 
para isso, é bom especializar-se, estudar, fazer uma 
pós-graduação ou um mestrado logo após se formar. 

Cada título conquistado em engenharia repre¬ 
senta habilidades que o estudante adquire. No ba¬ 
charelado, aprende-se a linguagem da engenharia e 
os fundamentos de engenharia e projeto. No mestra¬ 
do, é possível realizar projetos de engenharia avan¬ 
çados e transmitir seu trabalho de forma eficaz, tanto 
oralmente como pela escrita. Já o título de Ph.D. re¬ 
presenta o entendimento amplo dos fundamentos da 
engenharia elétrica e tem como objetivo ultrapassar 
os limites da capacidade profissional e transmitir seu 
trabalho para outras pessoas. 

Caso não tenha a mínima ideia de qual carreira 
prosseguir após a formatura, um programa de pós- 


-graduação ampliará sua investigação para outras 
alternativas na carreira. E como esse diploma lhe 
dará apenas os fundamentos da engenharia, um 
mestrado, complementado por cursos na área de 
administração de empresas, trará mais benefícios 
aos estudantes que obterem um Masters of Busi¬ 
ness Administration {MBA). A melhor época para 
fazer um MBA é após já ter atuado alguns anos na 
área e decidido que sua carreira deve trilhar e ser 
aperfeiçoada no sentido dos negócios. 

Os engenheiros devem estudar constantemen¬ 
te, tanto formal como informalmente, tirando pro¬ 
veito de todas as formas de educação. Talvez não 
haja melhor maneira de incrementar sua carreira 
que fazer parte de uma associação profissional 
como o IEEE e tornar-se um afiliado ativo. 
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8.1 Introdução 

No capítulo anterior, consideramos circuitos com um único elemento de arma¬ 
zenamento (um capacitor ou um indutor) e que são considerados de primeira 
ordem, pois as equações diferenciais que os descrevem são de primeira ordem. 
Já neste capítulo, levamos em conta circuitos contendo dois elementos de ar¬ 
mazenamento, que são conhecidos como circuitos de segunda ordem, porque 
suas respostas são descritas como equações diferenciais contendo derivadas 
segundas. 

Exemplos comuns de circuitos de segunda ordem são os RLC, onde estão 
presentes os três tipos de elementos passivos, como mostram Figuras 8.1a e b. 
Outros exemplos são circuitos RL e RC, como os indicados nas Figuras 8.1c e 
d. Fica evidente a partir da Figura 8.1 que um circuito de segunda ordem pode 
ter dois elementos de armazenamento de tipo distinto ou do mesmo tipo (desde 
que estes não possam ser representados por um único elemento equivalente). 
Um circuito com amplificadores operacionais com dois elementos de arma¬ 
zenamento também pode ser um circuito de segunda ordem. Assim como nos 
circuitos de primeira ordem, o de segunda ordem pode conter vários resistores 
e fontes dependentes e independentes. 


Um circuito de segunda ordem é caracterizado por uma equação diferen¬ 
cial de segunda ordem. Ele é formado por resistores e o equivalente de dois 
elementos de armazenamento. 


Nossa análise de circuitos de segunda ordem será similar àquela usada para os de 
primeira ordem. Em primeiro lugar, consideraremos circuitos que são excitados 
pelas condições iniciais de elementos de armazenamento. Embora esses circuitos 
possam conter fontes dependentes, eles são sem fontes independentes e darão 
respostas naturais como é de esperar. Posteriormente, consideraremos circuitos 
que são excitados por fontes independentes, que fornecerão tanto resposta tran¬ 
siente quanto de estado estável. Neste capítulo, observaremos apenas fontes CC 
independentes. O caso de fontes senoidais e exponenciais será postergado para 
os capítulos mais adiante. 

Para começar, veremos como obter as condições iniciais para as variáveis 
de circuitos e suas derivadas, já que isso é crucial para a análise de circuitos 
de segunda ordem. Em seguida, analisaremos circuitos RLC em série e em 
paralelo como os apresentados na Figura 8.1 para os dois casos de excitação: 
pelas condições iniciais dos elementos de armazenamento de energia e pelas 
entradas em forma de degrau. Posteriormente, examinaremos outros tipos de 
circuitos de segunda ordem, inclusive com amplificadores operacionais. Con¬ 
sideraremos a análise de circuitos de segunda ordem no PSpice. Finalmente, 
veremos o sistema de ignição para automóveis e circuitos de suavização como 
aplicações características dos circuitos tratados neste capítulo. Outras aplica¬ 
ções como circuitos ressonantes e filtros serão vistas no Capítulo 14. 


Determinação dos valores 
inicial e final 

Talvez o principal problema que os estudantes enfrentarão ao lidar com cir¬ 
cuitos de segunda ordem seja o de encontrar as condições iniciais e finais em 
variáveis de circuitos. Os estudantes normalmente se sentem à vontade na de¬ 
terminação dos valores inicial e final de v e i, porém, muitas vezes sentem 


8.2 


R L 



(d) 


Figura 8.1 Exemplos típicos de 
circuitos de segunda ordem: (a) circuito 
RLC em série; ( b ) circuito RLC em 
paralelo; ( c ) circuito RL; (d) circuito RC. 
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dificuldade em encontrar os valores iniciais de suas derivadas: dv/dt e dildt. 
Por essa razão, esta seção é dedicada explicitamente para as sutilezas na ob¬ 
tenção de u(0), i(0), dv(0)/dt, di(0)/dt, i (°°) e u(°°). Amenos que especificado o 
contrário, v representará, neste capítulo, a tensão no capacitor, enquanto i será 
a corrente no indutor. 

Existem dois pontos fundamentais para se ter em mente na detenninação 
das condições iniciais. 

Primeiro, como sempre ocorre na análise de circuitos, devemos tratar com 
cuidado a polaridade da tensão v{t) no capacitor e o sentido da corrente i(í) 
através do indutor. Tenha em mente que v e i são definidas estritamente de 
acordo com a regra de sinais (passivo) (ver Figuras 6.3 e 6.23). Devem-se ob¬ 
servar cuidadosamente como estas são definidas e aplicá-las de acordo. 

Em segundo lugar, lembre-se de que a tensão no capacitor é sempre con¬ 
tínua de modo que 


u(0 + ) = u(0 ) (8.1a) 

e a corrente no indutor é sempre contínua de modo que 

i( 0 + ) = i(0 ) ( 8 . 16 ) 

onde t = 0“ representa o instante imediatamente anterior ao evento de comuta¬ 
ção e t = 0 + é o instante imediatamente após o evento de comutação, supondo 
que esse evento ocorra emf=0. 

Portanto, ao determinar as condições iniciais, nos concentramos primeiro 
naquelas variáveis que não podem mudar abruptamente, a tensão no capacitor 
e a corrente no indutor, aplicando-se a Equação (8.1). Os exemplos a seguir 
ilustram esses conceitos. 


• EXEMPLO 8.1 


4Í2 

—vwv 

12V(+) 



Figura 8.2 Esquema para o 
Exemplo 8.1. 


A chave na Figura 8.2 foi fechada há um bom tempo. Ela é aberta em t = 0. Detemiine: 
(a) /(O ), u(0 + ); (b) di(0 + )/dt, dv(0 + )/dt; (c) i (°°), 

Solução: (a) Se a chave se encontra fechada há um bom tempo antes de t = 0, significa 
que o circuito atingiu seu estado estável em CC em t = 0. Neste estado, o indutor se 
comporta como um curto-circuito, enquanto o capacitor atua como um circuito aberto, 
de modo que temos o circuito indicado na Figura 8.3a em t = 0“. Portanto, 

i(0 ) = = 2 A, v(0 ) = 27(0 ) = 4 V 

Como a corrente no indutor e a tensão no capacitor não podem mudar abruptamente, 


z(0 + ) = j(0“) = 2 A, u(0 + ) = v(0~) = 4 V 


4 Q 


4Ü 


0,25 H 


4 Q 


12V 


—WA- ; —o-o- 

- 0 

—WA—-— r ooP— 




+ V L ~ 



L+ 


+ X 

0 2Q < 

>v 12VQ 

h 0,1 F = 

- V 12 V (± 


-0 




O 


o 


-o 

+ 


V 


(a) ( b ) (c) 

Figura 8.3 Circuito equivalente àquele da Figura 8.2 para: (a) t = CT; ( b) t = 0 + ; (c) t —► oo. 
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(b) Em t = 0 + , a chave se encontra aberta; o circuito equivalente é aquele mostrado na 
Figura 8.36. A mesma corrente flui pelo indutor e capacitor. Logo, 

ic(0 + ) = i(0 + ) = 2 A 


Uma vez que C dv/dt = i c , dv/dt = i c /C e 


rfo(0 + ) 

dí 


»c( 0 + ) 
C 


2 

0,1 


= 20 V/s 


De forma similar, já que L di/dt = v L , di/dt = vJL. Agora, obtemos v L aplicando a LKT 
ao laço da Figura 8.36. O resultado é 

-12 + 4i(0 + ) + u L (0 + ) + u(0 + ) = 0 


OU 

v L (0 + ) =12- 8- 4 = 0 


Portanto, 


di{ 0 + ) 
dt 


vd 0 + ) 

L 


0 

0,25 


= 0 A/s 


(c) Para t > 0, o circuito passa por um transiente. Porém, à medida que t —* », o circuito 
atinge seu estado estável novamente. O indutor se comporta como um curto-circuito e 
o capacitor como um circuito aberto, de modo que o circuito da Figura 8.36 se toma 
aquele mostrado na Figura 8.3c, a partir do qual temos 

í(° o) = 0 A, v(°°) = 12 V 


A chave na Figura 8.4 foi aberta há um bom tempo, entretanto, foi fechada em t = 0. 
Determine: (a) i( 0 + ), u(0 + ); (b) di(0 + )/dt, dv(Q )!dt\ (c) z'(°°), 



Figura 8.4 Esquema para o Problema prático 8.1. 


Resposta: (a) 2 A, 4 V; (b) 50 A/s, 0 V/s, (c) 12 A, 24 V. 


No circuito da Figura 8.5, calcule: (a) z' £ (0 + ), i>^(0 + ); (b) di L (Q + )/dt, dv^O^/dt, 

dv R (0 + )/dt; (c) 4(°°), Uc(oo), v R (c°). 


4 Q 



PROBLEMA PRÁTICO 8.1 • 


EXEMPLO 8.2 • 
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Solução: (a) Para t < 0, 3 u(t) = 0. Em t= 0 - , uma vez que o circuito atingiu o estado es¬ 
tável, o indutor pode ser substituído por um curto-circuito, enquanto o capacitor é subs¬ 
tituído por um circuito aberto, como mostrado na Figura 8.6a. Dessa figura, obtemos 

//.(0 ) = 0, u«(0~) = 0, v c (0 ) = —20 V (8.2.1) 

Embora as derivadas desses valores em t = (T não sejam necessárias, fica evidente que 
todas elas são zero, já que o circuito atingiu o estado estável e nada se altera. 


4£2 



Figura 8.6 O circuito da Figura 8.5 para: (a)t = 0 ; (6) t = 0 + . 


Para t > 0, 3 u(t) = 3, de modo que o circuito agora equivale àquele da Figura 8.66. Uma 
vez que a corrente no indutor e a tensão no capacitor não podem mudar abruptamente, 

ó.(0 + ) = *z.(0 ) = 0, M0 + ) = Uc(0 ) = -20 V (8.2.2) 

Ainda que a tensão no resistor de 4 Í1 não seja necessária, a usaremos para aplicar a 
LKT e a LKC; chamemos essa tensão v a . Aplicando a LKC ao nó a da Figura 8.66, 
temos 


3 ^(Q + ) | tqo + ) 

2 4 

A aplicação da LKT à malha central da Figura 8.66 leva a 


(8.2.3) 


-u R (0 + ) + u„(0 + ) + v c ( 0 + ) + 20 = 0 
Uma vez que Uc(0 + ) =-20 V da Equação (8.2.2), a Equação (8.2.4) implica 

f*(0 + ) = v o (0 + ) 

Das Equações (8.2.3) e (8.2.5), obtemos 

^(0 + ) = u„(0 + ) = 4 V 


(b) Já que L dijdt = v L , 


di L (0 + ) = u Zj (0 + ) 
dt L 


(8.2.4) 


(8.2.5) 


( 8 . 2 . 6 ) 


Porém, aplicando a LKT à malha da direita na Figura 8.66, temos 
üz.(0 + ) = l>c(0 + ) + 20 = 0 


Logo, 


di!,{()') 


dt 


(8.2.7) 
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De modo similar, desde que Cdv<jdt = i c , então dvjdt = ÍqIC. Aplicamos a LKC ao nó 
b na Figura 8.6 b para obter i c \ 


v a (o + ) 


= « c ( 0 + ) + i L ( 0+) 


Uma vez que l> o (0 + ) = 4 e z £ (0 + ) = 0, z^O 4 ) = 4/4 = 1 A. Então 

dv c (0 + ) z c (0 + ) 1 

—-—- = —-= = 2 V/s 

dt C 0,5 

Para obter dv R (()')/dt, aplicamos a LKC ao nó a e obtemos 


v R v 0 
3 = — + — 
2 4 


Extraindo a derivada de cada termo e fazendo t = 0 + , nos leva a 

<fo*(0 + ) r/u„(0 + ) 

í/r í/r 

Aplicamos, também, a LKT no ramo médio na Figura 8.6Z> e obtemos 
— v R + Vç + 20 + v a = 0 

Novamente, tomando a derivada de cada termo e fazendo t = 0 + , temos 


( 8 . 2 . 8 ) 


(8.2.9) 


( 8 . 2 . 10 ) 


dv R ( 0 + ) | dv c ( 0 + ) | dv„( 0 + ) 
í/r dt dt 

Substituindo por dv^O^/dt = 2, resulta em 

dv R { 0 + ) = 9 + dv o (0 + ) ( 8 . 2 . 11 ) 

í/r í/r 

Das Equações (8.2.10) e (8.2.11), obtemos 

dv R {0 ) 2 

---= - V/s 

dt 3 

Podemos determinar di R (0 + )/dt, embora isso não seja exigido. Já que v R = 5 i R , 

di R (0 + ) 1 dv R (0 + ) 1 2 2 

-——- = - = — A/s 

í/r 5 í/r 5 3 15 

(c) A medida que r —> o circuito atinge seu estado estável. Temos o circuito equiva¬ 
lente na Figura 8.6a, exceto que a fonte de corrente de 3 A agora está em operação. Pelo 
princípio da divisão de corrente, 


; (oo) = - 3 A = 1 A 

L ’ 2 + 4 

v rM = A X 2 = 4 V, u c (“) = -20 V 


( 8 . 2 . 12 ) 


Para o circuito da Figura 8.7, determine: (a) z',(0 + ), vA 0 + ); u»(0 + ); (b) di,(0 + )/dt, 
dv^oydt, dv R (0 + )/dt; (c) i L (»), vj*). 


PROBLEMA PRÁTICO 8.2 • 
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Figura 8.7 Esquema para o Problema prático 8.2. 

Resposta: (a) -6 A, 0, 0; (b) 0, 20 V/s; 0; (c) -2 A, 20 V, 20 V. 



Figura 8.8 Circuito RLC em série 
sem fonte. 


8.3 Circuito RLC em série sem fonte 

Saber a resposta natural do circuito RLC em série é um conhecimento ne¬ 
cessário para estudos futuros nas áreas de projeto de filtros e de redes de 
comunicação. 

Consideremos o circuito RLC em série mostrado na Figura 8.8. O circuito 
é excitado pela energia inicialmente armazenada no capacitor e indutor, repre¬ 
sentada pela tensão inicial V 0 no capacitor e pela corrente inicial I 0 no indutor. 
Portanto, em t = 0, 


y(0) = è 

m = i 0 



Vo 


Aplicando a LKT no circuito da Figura 8.8, 


di 

Ri + L — 
dt 



i(j)dT = 0 


(8.2 a) 


(8.2 b) 


(8.3) 


Para eliminar a integral, diferenciamos em relação a íe reorganizamos os ter¬ 
mos, obtendo 


d 2 i R di i 

—-z H-—I- 

dt 2 L dt LC 


(8.4) 


Esta é uma equação diferencial de segunda ordem e é o motivo para os cir¬ 
cuitos RLC neste capítulo serem chamados circuitos de segunda ordem. Nosso 
objetivo é resolver a Equação (8.4). E para resolvermos uma equação diferen¬ 
cial de segunda ordem como esta, é necessário termos duas condições iniciais: 
o valor inicial de i e sua primeira derivada ou os valores iniciais de alguma i 
er.O valor inicial de i é dado na Equação (8.2b). Obtemos o valor inicial da 
derivada de i a partir das Equações (8.2a) e (8.3); isto é, 

di( 0) 

Ri( 0) + L — -V- + v 0 = 0 
dt 


ou 


dm 

dt 


L 


(Rio + Vo) 


(8.5) 


Com as duas condições iniciais nas Equações (8.2b) e (8.5), agora pode¬ 
mos resolver a Equação (8.4). Nossa experiência no capítulo anterior sobre 
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circuitos de primeira ordem nos sugere que a solução é na forma exponencial. 
Portanto, façamos 


i = Ae st (8.6) 

onde A e s são constantes a serem determinadas. Substituindo a Equação (8.6) 
na Equação (8.4) e realizando as diferenciações necessárias, obtemos 

As z e st + —se st + —e st = 0 

L LC 

OU 

a 4 2 + ! s + 4 =° < s - 7 > 

Já que i = Ae st é a solução pressuposta de que estamos tentando encontrar, 
apenas a expressão entre parênteses pode ser zero: 

s 2 + —s + — = 0 (8.8) 

L LC 


Esta equação quadrática é conhecida como equação característica da Equação 
diferencial (8.4), uma vez que as raízes da equação ditam as características 
básicas de i. As duas raízes da Equação (8.8) são 



R If R Y T 
S ~~ ~ 2 L~ \\2LJ ~ LC 


Uma forma mais condensada de expressar as raízes é 


(8.9a) 


(8.96) 


Consulte o Apêndice C.1 para obter 
a fórmula para encontrar as raízes 
de uma equação quadrática. 



( 8 . 10 ) 


onde 


R 

1 

2V 

w O /— 

Vlc 


( 8 . 11 ) 


As raízes Sj e s 2 são chamadas frequências naturais, medidas em nepers 
por segundo (Np/s), pois estão associadas à resposta natural do circuito; oj„ é 
conhecida como frequência ressonante ou estritamente como a frequência na¬ 
tural não amortecida expressa em radianos por segundo (rad/s); e a é a fre¬ 
quência de neper ou fator de amortecimento expresso em nepers por segundo. 
Em termos de a e w 0 , a Equação (8.8) pode ser escrita como segue 

s 2 + 2 as + coq = 0 (8.8a) 

As variáveis se cj 0 são valores importantes que discutiremos ao longo do texto. 

Os dois valores de s na Equação (8.10) indicam que há duas soluções pos¬ 
síveis para i, cada uma das quais na forma da solução pressuposta na Equação 
(8.6); isto é, 


Neper (Np) é uma unidade 
adimensional cujo nome foi dado 
em homenagem a John Napier 
(1 550-1617), matemático escocês. 



A razão a/a> 0 é conhecida como 
fator de amortecimento, Ç. 
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ij = /V' v , i 2 = A 2 é 2 ‘ (8.12) 

Uma vez que a Equação (8.4) é uma equação linear, qualquer combinação das 
duas soluções distintas q e i 2 também é uma solução para a Equação (8.4). E 
uma solução completa ou total dessa equação exigiria, portanto, uma combi¬ 
nação linear de q e i 2 . Consequentemente, a resposta natural do circuito RLC 
em série é 


A resposta apresenta 
amortecimento supercrítico quando 
as raízes da equação característica 
do circuito são desiguais e reais; 
apresenta amortecimento crítico 
quando as raízes são iguais e 
reais; e, finalmente, apresenta 
subamortecimento quando as 
raízes são complexas. 


i(í) = A x e s ' 1 + A 2 e S2 ' (8.13) 

onde as constantes A x e A 2 são determinadas a partir dos valores iniciais /(O) e 
di(0)/dt nas Equações (8.2Z>) e (8.5). 

Da Equação (8.10), podemos inferir que existem três tipos de soluções: 

1. Se a > cü 0 , temos o caso de amortecimento supercrítico. 

2. Se a = (úq, temos o caso de amortecimento crítico. 

3. Se a < (úq, temos o caso de subamortecimento. 

Veremos, separadamente, cada um desses casos. 

Caso de amortecimento supercrítico (a > io 0 ) 

Das Equações (8.9) e (8.10), a > w 0 implica 0 4 L/R 2 . Quando isso acontece, 
ambas as raízes s x e s 2 são negativas e reais. A resposta é 


i(f) — A x e Slt + A 2 e S2t 


(8.14) 


que decai e se aproxima de zero à medida que t aumenta. A Figura 8.9a ilustra 
uma resposta característica para o caso de amortecimento supercrítico. 


Caso de amortecimento crítico (a = io 0 ) 

Quando a = u> 0 C = 4L/R 2 e 

R 

Si = s 2 = —a =- 

1 2 2 L 

Para esse caso, a Equação (8.13) conduz a 


(8.15) 


i(t) = A 1 e~ at + A 2 e~ at = A 3 e~ at 


onde A 3 =A,+A 2 . Isso não pode ser a solução, pois as duas condições iniciais 
não podem ser satisfeitas com a constante única A 3 . O que poderia estar errado 
então? Nossa hipótese de uma solução exponencial é incorreta para o caso 
especial de amortecimento crítico. Voltemos à Equação (8.4). Quando a = w 0 
= R/2L, a Equação (8.4) fica 


dH 

dt 2 


di ^ 

2a -F a 2 i = 0 

dt 


ou 


d 

dt 



di 

+ a[-F ai 

\dt 


= 0 


(8.16) 


Se fizemos 








Capítulo 8 • Circuitos de segunda ordem 285 • 


então a Equação (8.16) resulta em 


df 

dt 


+ af= 0 


que é a equação diferencial de primeira ordem com solução f=A x e °“, onde A , 
é uma constante. A Equação (8.17) fica então 

-1- ai = A 1 e at 

dt 


ou 

e at — + e a, ai = 
dt 1 

Isso pode ser escrito como 


dt 


(e at i) = A, 


(8.18) 


(8.19) 


Integrando ambos os lados da equação 

e at i = Ají + A 2 

ou 


i — ( A\t + A 2 )e at 


( 8 . 20 ) 


onde A 2 é outra constante. Logo, a resposta natural de um circuito com amor¬ 
tecimento crítico é a soma de dois termos: exponencial negativa e exponencial 
negativa multiplicada por um termo linear, ou 


m = (A 2 + A x i)e- at 


( 8 . 21 ) 


Uma resposta característica de um circuito com amortecimento crítico é mos¬ 
trada na Figura 8.9Z>. Na realidade, essa figura é um esboço de i(t) = te que 
atinge um valor máximo igual a e _1 /a a t = l/a, uma constante de tempo, e 
então decresce até chegar a zero. 

Caso de subamortecimento (a < io 0 ) 

Para a < oj 0 , C = < 4 L/R 2 . As raízes podem ser escritas como 

íi = - a 2 ) = -a + jto d (8.22a) 

s 2 = -ot - V-(a)o “ a 2 ) = -a - jco d (8.22 b) 

onde j = V- 1 e w d = a>o — a 2 , que é chamada frequência de amor¬ 
tecimento. Tanto w 0 como oj d são frequências naturais, porque ajudam a deter¬ 
minar a resposta natural; enquanto oj 0 é muitas vezes denominada frequência 
natural não amortecida, a> d é chamada frequência natural amortecida. A res¬ 
posta natural é 


i(t) = A 1 e~ (a ^‘° d)t + A 2 e~ (a +JWj)1 
= e at (A,e JÚ, ‘ l ‘ + A 2 e 


í(t) 



o t 


(a) 

i(t)A 



(c) 


Figura 8.9 (à) Resposta de 
amortecimento supercritico; 

(b) resposta de amortecimento critico; 

(c) resposta de subamortecimento. 


(8.23) 
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Usando as identidades de Euler 

e je = cosO + j sen 0, e~' a = cosd — j sen 6 (8.24) 

obtemos 

i(t) = e _ “'[A 1 (cos w d t + j sen (o d t) + A 2 (cosco d t - jsenco d t)] 

ÍQ 

= e _ “ , [(A 1 + A 2 ) cos co d t + j'(Aj — A 2 ) sen<w rf f] 

Substituindo as constantes (A l + A 2 ) e j(A l - A 2 ) pelas constantes B x e B 2 , po¬ 
demos escrever 


i(t) = e at (B i cos u> d t + B 2 sena> d t) 


(8.26) 


R — 0 produz uma resposta 
perfeitamente senoidal. Essa 
resposta não pode ser concretizada 
na prática com teCem virtude 
das perdas inerentes nesses 
elementos. (Ver Figuras 6.8 e 6.26.) 
Um dispositivo eletrônico chamado 
oscilador é capaz de produzir uma 
resposta perfeitamente senoidal. 


Os Exemplos 8.5 e 8.7 demonstram 
o efeito da variação de R. 


A resposta de um circuito 
de segunda ordem com dois 
elementos de armazenamento 
do mesmo tipo, como ocorre nas 


Figuras 8.1c e d, não pode ser 
oscilatória. 



Com a presença das funções seno e cosseno, fica claro que a resposta natural 
para esse caso é amortecida exponencialmente e oscilatória por natureza. A 
resposta tem uma constante de tempo igual a Ha e um período T = 2Tr/a> d . 
A Figura 8.9c representa uma resposta característica de um circuito subamor- 
tecido. [A Figura 8.9 pressupõe para cada caso que /(O) = 0.] 

Assim que a corrente i(t) no indutor for determinada para o circuito RLC 
em série, como mostrado anteriormente, outros valores para o circuito, como 
a tensão individual nos elementos, poderão ser facilmente determinadas. Por 
exemplo, a tensão no resistor é v R = Ri e a tensão no indutor é v L = Ldi/dt. A 
corrente i(t) no indutor é selecionada na variável-chave a ser determinada pri¬ 
meiro de modo a tirar proveito da Equação (8.1fl). 

Concluímos esta seção enfatizando as seguintes propriedades interessan¬ 
tes e peculiares de um circuito RLC : 

1. O comportamento de um circuito destes pode ser compreendido pelo con¬ 
ceito de amortecimento, que é a perda gradual da energia inicial armaze¬ 
nada, como fica evidenciado pelo decréscimo contínuo na amplitude da 
resposta. O efeito de amortecimento se deve à presença da resistência R. O 
fator de amortecimento a determina a taxa na qual a resposta é amortecida. 
Sc R = 0, então a = 0, e temos um circuito LC com 1 / VLC como frequên¬ 
cia natural não amortecida. Uma vez que, nesse caso, a < u> 0 , a resposta 
não é apenas não amortecida como também oscilatória. Diz-se que o cir¬ 
cuito está sem perdas, pois o elemento amortecedor ou dissipador (7?) não 
está presente. Ajustando-se o valor de R, a resposta pode ser não amorteci¬ 
da, com amortecimento supercrítico, com amortecimento crítico ou então 
subamortecida. 

2. A resposta oscilatória é possível em razão da presença de dois tipos de 
elementos de armazenamento. Ter tanto L como C possibilita que o fluxo 
de energia fique indo e vindo entre os dois elementos. A oscilação amorte¬ 
cida, exibida pela resposta subamortecida, é conhecida como oscilação 
circular. Ela provém da capacidade dos elementos de armazenamento L e 
C transferirem energia que vai e vem entre eles. 

3. Observe, a partir da Figura 8.9, que as formas de onda das respostas dife¬ 
rem. Em geral, é difícil dizer pelas formas de onda a diferença entre as 
respostas com amortecimento supercrítico e as respostas com amorteci¬ 
mento crítico. O caso com amortecimento crítico é a fronteira entre os 
casos de subamortecimento e de amortecimento supercrítico e ela cai de 
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forma mais rápida. Com as mesmas condições iniciais, o caso de amorte¬ 
cimento supercrítico tem o tempo de acomodação mais longo, pois ele 
leva o maior tempo para dissipar a energia inicialmente armazenada. Se 
desejarmos uma resposta que se aproxime do valor final mais rapidamente 
sem oscilação ou com oscilação circular, o circuito com amortecimento 
crítico é o mais indicado. 


Na Figura 8.8, i? = 40íl, L = 4HcC = 1/4 F. Calcule as raízes características do cir¬ 
cuito. A resposta natural é com amortecimento supercrítico, com subamortecimento ou 
com amortecimento crítico? 

Solução: Primeiro, calculamos 

R 40 11 

a = — =-= 5, ü) n = —; — = — . = 1 

2 L 2(4) VZC VÃX\ 

As raízes são 

í 1>2 = —ot ± \/a 2 — (o o = —5 ± V25 — 1 


ou 


Si = -0,101, s 2 = -9,899 

Uma vez que a > <u 0 , concluímos que a resposta é com amortecimento supercrítico, que 
também fica evidente do fato de as raízes serem reais e negativas. 


Se i? = 10 íl, L=5HcC=2 mF na Figura 8.8, determine a, (o 0 , e s 2 . Qual é o tipo 
de resposta natural que o circuito apresentará? 


O significado disso, na maioria dos 
circuitos encontrados na prática, 
é que buscamos um circuito com 
amortecimento supercrítico que 
seja o mais próximo de um circuito 
com amortecimento crítico. 


EXEMPLO 8.3 • 


PROBLEMA PRÁTICO 8.3 • 


Resposta: 1, 10,-1 ± j 9,95, subamortecida. 

EXEMPLO 8.4 • 

Determine i(t) no circuito da Figura 8.10. Suponha que o circuito tenha atingido o es¬ 
tado estável em t = 0~. \ 

Solução: Para t < 0, a chave está fechada. O capacitor se comporta como um circuito 
aberto enquanto o indutor atua como um curto-circuito. O circuito equivalente é mos¬ 
trado na Figura 8.1 la. Portanto, em t = 0, 

i(0) = —— = 1 A, v(0) = 6/(0) = 6 V 
4 + 6 

onde /(0) é a corrente inicial através do indutor e u(0) é a tensão inicial no capacitor. 

Para t > 0, a chave é aberta e a fonte de tensão é desconectada. O circuito equivalente é 
ilustrado na Figura 8.116, que é um circuito RLC em série sem fonte. Note que os resistores 


i 



(a) (b) 

Figura 8.10 Esquema para o 

Exemplo 8.4. Figura 8.11 Circuito da Figura 8.10: (a) para t< 0; ( b ) para t> 0. 
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de 3 Lí e 6 íl, que estão ligados em série na Figura 8.10 quando a chave é aberta, foram 
associados para dar R = 9 íl na Figura 8.116. As raízes são calculadas como segue: 

R 


■ ç i, 2 

ou 

ri,2= -9 ± y'4,359 


9 1 1 

2© ~ 9 ’ "° “ Vlc “ 

-cr ± Va 2 - co 5 = -9 ± V81 - 100 


= 10 


Portanto, a resposta é subamortecida (cr < tu); isto é, 

i(t) = e~ 9t (A 1 cos 4,359? + A 2 sen 4,359?) 
Agora, obtemos A l e A 2 usando as condições iniciais. Em ? = 0, 

i(0) = 1 = Ai 

Da Equação (8.5), 


1 

= ——[/?/(0) + u(0)] = —2[9(1) - 6] = -6 A/s 


(8.4.1) 


(8.4.2) 


(8.4.3) 



; Figura 8.12 Esquema para o 
j Problema prático 8.4. 

• PROBLEMA PRÁTICO 8.4 


Note que é usado v(0) = V 0 = -6 V, porque a polaridade de v na Figura 8.116 é oposta 
em relação àquela da Figura 8.8. Extraindo a derivada de ?(?) na Equação (8.4.1), 

— = —9c~ 9, (Ai cos 4,359? + Ao sen 4,359?) 
dt 

+ e~ 9 '(4,359)(—Ai sen 4,359?+ A 2 cos 4,359?) 

Impondo a condição na Equação (8.4.3) em ?= 0, temos 

-6 = — 9(A, + 0) + 4,359(—0 + A 2 ) 

Porém, A l = 1 a partir da Equação (8.4.2). Portanto, 

-6 = -9 + 4,359Ao =+ A 2 = 0,6882 

Substituindo os valores de A l e A-, na Equação (8.4.1) nos leva à solução completa 
como segue 

i(t) = e~ 9 \ cos 4,359? + 0,6882 sen 4,359?) A 

O circuito da Figura 8.12 atingiu o estado estável em t = 0~. Se o interruptor muda para 
a posição 6 em ? = 0, calcule ?(?) para ? > 0. 

Resposta: í>- 2 ' 5, (10cos 1,6583? - 15,076 senl,6583?) A. 


V 



8.4 Circuito RLC em paralelo sem fonte 

Circuitos RLC em paralelo têm diversas aplicações, como em projetos de fil¬ 
tros e redes de comunicação. 

Consideremos o circuito RLC em paralelo mostrado na Figura 8.13. Supo¬ 
nha que a corrente inicial / 0 no indutor e a tensão inicial V 0 no capacitor sejam 


m — Á) ~ 


L 


r ° 

v{t)dt 

J cc 


(8.27 a) 


i>(0) = V 0 


Figura 8.13 Circuito RLC em 
paralelo sem fonte. 


(8.276) 
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Uma vez que os três elementos estão em paralelo, eles possuem a mesma ten¬ 
são v neles. De acordo com a regra de sinais (passivo), a corrente está entrando 
em cada elemento, isto é, a corrente através de cada elemento está deixando o 
nó superior. Portanto, aplicando a LKC ao nó superior fornece 


v 1 

- + - 

R L 


rt 


— oo 


dv 

v(T)dr + c— = 0 
dt 


Extraindo a derivada em relação ate dividindo por C resulta em 
d 2 v 1 dv 1 

- 7T H-1- V = 0 

dt 2 RC dt LC 


(8.28) 


(8.29) 


Obtemos a equação característica substituindo a primeira derivada por sea se¬ 
gunda por s 2 . Seguindo o mesmo raciocínio usado ao estabelecer das Equações 
(8.4) a (8.8), a equação característica é obtida como 


RC 


LC 


= 0 


(8.30) 


As raízes da equação característica são 

, 12 =—l ± /AlY_j_ 

2 RC V \2RCJ LC 


ou 


onde 



a 


1 

IRC' 


1 

Wo — 7= 

Vlc 


(8.31) 


(8.32) 


Os nomes desses termos permanecem os mesmo que, anteriormente, já que 
desempenham o mesmo papel na solução. Repetindo, há três soluções pos¬ 
síveis, dependendo se a > <u 0 , a = oj 0 ou a < co (l . Consideremos tais casos 
separadamente. 


Caso de amortecimento supercrítico (a > to 0 ) 

A partir da Equação (8.32), a > u> 0 , quando L >4 RrC. As raízes da equação 
característica são reais e negativas. A resposta é 


v(f) — A l e Slt + A 2 e Slt 


(8.33) 


Caso de amortecimento crítico (a = io 0 ) 

Para a = oj 0 , L = 4R : C. As raízes da equação característica são reais e iguais de 
modo que a resposta seja 


v(t) = (A! + A 2 t)e-“‘ 


(8.34) 
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Caso de subamortecimento (a < oo 0 ) 

Quando a < w 0 , L < 4R 2 C. Nesse caso, as raízes são complexas e podem ser 
expressas como segue 

* 1,2 = -<x±j<» d (8.35) 

onde 

M d = Vws - cr (8.36) 

A resposta é 


v(i) = e at (Ai cos co d t + A 2 sen&> d í) 


(8.37) 


• EXEMPLO 8.5 


As constantes A x e A 2 em cada caso podem ser determinadas a partir das 
condições iniciais. Precisamos de u(0) e dv(0)/dt. O primeiro termo é conhe¬ 
cido da Equação (8.276). Encontramos o segundo termo combinando as Equa¬ 
ções (8.27) e (8.28), como 


V 0 

— + I 0 
R 0 


C 


dv( 0) 
dt 


= 0 


ou 

dv(0) = (Vo + RIp) 

dt RC (8.38) 

As formas de onda da tensão são similares àquelas mostradas na Figura 8.9 e 
dependerão se o circuito apresenta amortecimento supercrítico, subamorteci¬ 
mento ou amortecimento crítico. 

Após determinar a tensão v(t) no capacitor para o circuito RLC em paralelo, 
conforme ilustrado anteriormente, podemos obter prontamente outros valores 
para o circuito, como as correntes em cada elemento. Por exemplo, a corrente no 
resistor é i R = v/R e a tensão no capacitor é v c = C dv/dt. Escolhemos a tensão 
v(t) no capacitor como variável-chave a ser determinada em primeiro lugar de 
modo a tirar proveito da Equação (8.1a). Note que encontramos inicialmente a 
corrente i(t) no indutor para o circuito RLC em série, enquanto encontramos pri¬ 
meiro a tensão v(t) no capacitor para o caso do circuito RLC em paralelo. 


No circuito paralelo da Figura 8.13, determine v(f) para t > 0, supondo que u(0) = 5 V, 
i( 0) = 0, f = 1 He C = 10 nrF. Considere os seguintes casos: R = 1,923 íl, R = 5 fí e 
R = 6,25 a. 

Solução: 

■ CASO 1 Sei? = 1,923 a. 


a 


1 _ 1 

~ 2 RC ~ 2 X 1,923 X 10 X 10 -3 
1 1 

w ° Vlc Vl X 10 X 10~ 3 


= 26 

10 


Uma vez que nesse caso a > w 0 , a resposta é com amortecimento supercrítico. As raízes 
da equação característica são 

íi_2= —a ± VV — coq = ~2, —50 
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e a resposta correspondente é 


v(t) = A^ -2 ' + A 2 e~ 50 ' 

Agora, aplicamos as condições iniciais para obter A x eA 7 , 

v(0) = 5 = Aí + A 2 

dv( 0) _ i>(0) + Ri( 0) _ 5 + 0 

dt ~ RC 

Derivando a Equação (8.5.1), 

dv 
dt 

Em t = 0, 


1,923 X 10 X 10“ 3 

-2A ie ~ 2 ' - 50A 2 e~ 50 ' 


(8.5.1) 


(8.5.2) 


-260 = -2Ai - 50A 2 (8.5.3) 

Apartirdas Equações (8.5.2) e (8.5.3), obtemosAj = 0,2083 eA 2 = 5,208. Substituindo 
A x e A 2 na Equação (8.5.1) resulta em 

v(t) = —0,2083e~ 2 ' + 5,208e~ 50 ' (8.5.4) 

M CASO 2 Quando R = 5 íl, 

1 1 

a = - = -õ = 10 

2 RC 2 X 5 X 10 X 10~ 3 


enquanto to 0 = 10 permanece a mesma. Já que a = co 0 = 10, a resposta corresponde ao 
amortecimento crítico. Logo, Í! = s 2 =-10 e 


v(t) = (A : + A 2 t)e 10f (8.5.5) 

Para obter A l eA, aplicamos as condições iniciais 

v(0) = 5 = Aj (8.5.6) 

dv( 0) u(0) + Ri(0) 5 + 0 

=-—-— =-, = -100 

dt RC 5 X 10 X 10 -3 


Derivando a Equação (8.5.5), 

dv , n , 

— = (—10Ai - 10A 2 f + A 2 )e~ 10 


Em t = 0, 


-100 = -10Ai + A 2 (8.5.7) 

A partir das Equações (8.5.6) e (8.5.7), A j = 5 e A 2 = -50. Portanto, 

v(t) = (5 - 50t)e Wt V (8.5.8) 

M CASO 3 Quando R = 6,25 íl, 

1 1 

a = -=-v = 8 

2 RC 2 X 6,25 X 10 X 10~ 3 

enquanto cú 0 = 10 permanece a mesma. Uma vez que nesse caso a < to 0 , a resposta 
corresponde ao subamortecimento. As raízes da equação característica são 

s 1>2 = —a ± Va 2 - a)o = “8 ± j6 
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• PROBLEMA PRÁTICO 8.5 


• EXEMPLO 8.6 


Portanto, 


v(t) = (A! cos 6 1 + A 2 sen 6 t)e 8 ' 
Agora, obtemos A] e A 2 , como 


u(0) = 5 = A, 

dv( 0) _ u(0) + Ri( 0) _ 5 + 0 

clt ~ RC 6,25 X 10 X 10~ 3 


(8.5.9) 


(8.5.10) 


Derivando a Equação (8.5.9), 

— = (—8A t cos 6 1 — 8A 2 sen 6í — 6 A í sen 6 1 + 6A 2 cos 6f)e 8r 
dt 


Em t = 0, 


-80 = -8Aj + 6A 2 (8.5.11) 

Das Equações (8.5.10) e (8.5.11), A 1 = 5 e A 2 = — 6,667. Logo, 

u(t) = (5 cos 6 1 - 6,667 sen 6f)e~ 8r (8.5.12) 

Note que, aumentando o valor de R, o nível de amortecimento diminui e as respostas 
são diferentes. A Figura 8.14 apresenta os três casos. 



Figura 8.14 Esquema para o Exemplo 8.5: respostas para os três níveis 
de amortecimento. 

Na Figura 8.13, seja R = 2 íl, L = 0,4 H, C = 25 mF, u(0) = 0, e i(0) = 50 mA. Determine 
v(t) para t > 0. 

Resposta: -2 te~ 10 ' u(t) V. 


Determine v(t) para t > 0 no circuito RLC da Figura 8.15. 


40 V 



Figura 8.15 Esquema para o Exemplo 8.6. 
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Solução: Quando t < 0, a chave está aberta; o indutor se comporta como um curto- 
-circuito, enquanto o capacitor se comporta como um circuito aberto. A tensão inicial 
no capacitor é a mesma que a tensão no resistor de 50 íl, ou seja, 

u(0) = ———(40) = - X 40 = 25 V (8.6.1) 

30 + 50 8 


A corrente inicial através do indutor é 


m = - 


40 

30 + 50 


-0,5 A 


O sentido de i é o indicado na Figura 8.15 para se adequar ao sentido de I 0 na Figura 
8.13, que está de acordo com a convenção que a corrente flui no terminal positivo de 
um indutor (ver Figura 6.23). Precisamos expressar isso em termos de dv/dt, uma vez 
que estamos procurando v. 

dv{ 0) v(0) + Ri( 0) 25 - 50 X 0,5 

; — . — ,, — 0 (8.6.2) 

dt RC 50 X 20 X 1(T 6 

Quando t > 0, a chave está fechada. A fonte de tensão ao longo do resistor de 30 Í1 é 
separada do restante do circuito. O circuito RLC em paralelo atua independentemente 
da fonte de tensão, conforme ilustrado na Figura 8.16. Em seguida, detenninamos que 
as raízes da equação característica são 


a = -=-, = PUO 

2 RC 2 X 50 X 20 X 10~ s 

1 1 

oíq — /- 354 

WLC V0.4 X 20 X 10~ 6 

í 12 =—a — Var — &>o 

= -500 ± V250.000 - 124.997,6 = -500 ± 354 


ou 


í! = -854, í 2 = —146 
30 Q 0,4 H 



Figura 8.16 O circuito na Figura 8.15, quando t > 0. 

O circuito RLC em paralelo do lado direito atua 
independentemente do circuito do lado esquerdo da junção. 

Já que a > oi 0 , temos a resposta com amortecimento supercrítico 

v(t) = A 1( T 854 ' + A 2 <T 146 ' (8.6.3) 

Em t = 0, impomos a condição na Equação (8.6.1), 

u(0) = 25 = Ai + A 2 =*• A 2 = 25 — A 1 (8.6.4) 

Extraindo a derivada de v(t) na Equação (8.6.3), 

— = —854A 1 e~ 854 ' - 146A 2 e _14S ' 
dt 


Impondo a condição na Equação (8.6.2), 
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• PROBLEMA PRÁTICO 8.6 



Figura 8.18 Tensão em degrau 
aplicada a um circuito RLC em série. 


dv( 0) 

— 1 = 0 = -854A : - 146A 2 


ou 

0 = 854Aj + 146A 2 (8.6.5) 

Resolvendo as Equações (8.6.4) e (8.6.5) gera 

A! = -5,156, A 2 = 30,16 
Portanto, a solução completa na Equação (8.6.3) fica 

v(t) = —5,156e“ 854 ' + 30,16e _14Sf V 


Consulte o circuito da Figura 8.17. Determine v(t) para t > 0. 



Figura 8.17 Esquema para o Problema prático 8.6. 
Resposta: 150(e~ 10í - e~ 2,5í ) V. 


Resposta a um degrau de um circuito 
RLC em série 

Como vimos no capítulo anterior, a resposta a um degrau é obtida por uma 
aplicação repentina de uma fonte CC. Consideremos o circuito RLC em série, 
mostrado na Figura 8.18. Aplicando a LKT no circuito para t > 0, 

L ch - + Ri + v = (/ (8.39) 

dt 

Porém, 


8.5 


dv 

i = C FT 
dt 


Substituindo i na Equação (8.39) e reorganizando os tennos, 

d 2 v R dv v V s 
dt 2 + L dt + LC~ LC 


(8.40) 


que tem a mesma forma da Equação (8.4). Mais especificamente, os coeficien¬ 
tes são os mesmos (e isso é importante na determinação dos parâmetros da 
frequência), no entanto, a variável é diferente. [Da mesma forma, ver Equação 
(8.47).] Logo, a equação característica para o circuito RLC em série não é afe¬ 
tada pela presença da fonte CC. 

A solução para a Equação (8.40) possui duas componentes: resposta tran¬ 
siente v,(t) e resposta de estado estável v ss (t); ou seja, 


v(t) = v t (f) + v ss (t) 


(8.41) 
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A resposta transiente v,(f) é a componente da resposta total que se extingue 
com o tempo. A forma da resposta transiente é a mesma da solução obtida 
na Seção 8.3 para o circuito sem fonte, dado pelas Equações (8.14), (8.21) e 
(8.26). Consequentemente, a resposta transiente v,(t) para os casos de amorte¬ 
cimento supercrítico, subamortecimento e amortecimento crítico são: 

v,(f) = A x e Slt + A 2 e Sl ‘ (Amortecimento supercrítico) (8.42a) 

v,(t) = (A] + A 2 t)e~ at (Amortecimento crítico) (8.426) 

v,(r) = (A \ cos oj,/t + A 2 sen o) d t)e~ at (Subamortecimento) (8.42c) 

A reposta de estado estável é o valor final de v(f). No circuito da Figura 8.18, 
o valor final da tensão no capacitor é o mesmo da fonte de tensão v s . Logo, 

vjt) = v(oo) = V s (8.43) 

Consequentemente, as soluções completas para os casos de amortecimento su¬ 
percrítico, subamortecimento e amortecimento crítico são: 

(8.44a) 
(8.446) 
(8.44c) 


u(t) = V s + A |í /V| ' + A 2 e' 2 ' (Amortecimento supercrítico) 
v(t) = V y + (4 1 + A 2 í)e~“ f (Amortecimento crítico) 
v(t) = V s + (A | cos u> d t + A 2 senoj d t)e~ ar (Subamortecimento) 


Os valores das constantes A l e A 2 são obtidos das condições iniciais: u(0) e 
dv(())/dl. Tenha em mente que v e i são, respectivamente, a tensão no capacitor 
e a corrente através do indutor. Portanto, a Equação (8.44) se aplica apenas 
para determinar v. Porém, assim que a tensão v c = v no capacitor for conheci¬ 
da, podemos determinar i = C dv/dt, que é a mesma corrente através do capa¬ 
citor, indutor e resistor. Logo, a tensão no resistor év R = iR, enquanto a tensão 
no indutor év L = L di/dt. 

De forma alternativa, a resposta completa para qualquer variável x(t) pode 
ser encontrada diretamente, pois ela possui a forma geral 


x(t) = x ss (t) + x,(t) 


(8.45) 


onde x ss = x(°°) é o valor final e x t (t) é a resposta transiente. Esse valor final é 
determinado como na Seção 8.2. E a resposta transiente possui a mesma forma 
da Equação (8.42), e as constantes associadas são determinadas a partir da 
Equação (8.44) tomando como base os valores de x(0) e dx((Y)/dt. 


Para o circuito da Figura 8.19, encontre v(t) e i(t) para t > 0. Considere os seguintes 
casos: R = 5 íl, i? = 4ílef?=líl. 

Solução: 

M CASO 1 Quando R = 5 Í1 . Para t < 0, a chave se encontra fechada há um longo 
período. O capacitor se comporta como um circuito aberto, enquanto o indutor atua 
como um curto-circuito. A corrente inicial através do indutor é 


m 


24 

5 + 1 


4 A 


EXEMPLO 8.7 • 


1 H 


24 V 



—^ 1—1 

- ► 


i 

+ 

í) 0,25 F =i 

r ü í 




Figura 8.19 Esquema para o 
Exemplo 8.7. 
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e a tensão inicial no capacitor é igual à tensão no resistor de 1 íl; ou seja, 

v(0) = 11(0) = 4 V 

Para t > 0, a chave está aberta, de modo que temos o resistor de 1 íl desconectado. O 
que resta é o circuito RLC em série com a fonte de tensão. As raízes características são 
detenninadas como segue: 

R 5 11 

^ O/ -) w 1 2, ~b "0 / - - — 

2L 2x1 VLC VI X 0,25 

Í12 = — ^Ct 2 — CO o = “1, —4 

Uma vez que a > co 0 , temos a resposta natural com amortecimento supercrítico. A res¬ 
posta total é, portanto, 


v(t) - v ss + (A ' + A 2 e 4 ') 

onde v ss é a resposta de estado estável. Ela é o valor final da tensão no capacitor. Na 
Figura 8.19, v,= 24 V. Assim, 

v{t) = 24 + (Aie~ r + A 2 e~ 4 ') (8.7.1) 

Agora, precisamos determinar A j e A 2 usando as condições iniciais. 

l>(0) = 4 = 24 + Ai + A 2 


ou 


-20 = A, + A 2 


(8.7.2) 


A corrente no indutor não pode mudar abruptamente e é a mesma corrente através do 
capacitor em t = 0 + , pois o indutor e o capacitor estão agora em série. Logo, 


1(0) = C 


dv( 0) 
dt 


= 4 


dv{ 0) 4 4 

dt C 0,25 


Antes de usarmos essa condição, precisamos extrair a derivada de v na Equação (8.7.1). 


dv 

dt 


-A^' - 4A 2 e~ 4 ‘ 


(8.7.3) 


Em t = 0, 


dv{ 0) 
dt 


= 16= -Ai - 4A 2 


(8.7.4) 


A partir das Equações (8.7.2) e (8.7.4), ^4 j = -64/3 eA 2 = 4/3. Substituindo A t e A 2 na 
Equação (8.7.1), obtemos 


v(t) = 24 + |(- 16e - ' + e~ 4r ) V (8.7.5) 

Já que o indutor e o capacitor estão em série para t > 0, a corrente no indutor é a 
mesma que no capacitor. Logo, 


m = C 


dv 

dt 
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Multiplicando a Equação (8.7.3) por C = 0,25, e substituindo os valores de A x e A 2 , 
temos 


Kt) = |(4e-' - e- 4 ') A (8.7.6) 

Note que i( 0) = 4 A, como esperado. 

M CASO 2 Quando R = 4 íl. Repetindo, a corrente inicial através do indutor é 

24 

' (0) = 4TT = 4 ’ 8A 


e a tensão inicial no capacitor é 


Para as raízes características, 


u(0) = 1/(0) = 4,8 V 


R 4 

a = — = -= 2 

2 L 2X1 


enquanto co 0 = 2 permanece a mesma. Nesse caso, S] = s 2 = -ct = -2 e temos a resposta 
natural com amortecimento crítico. A resposta total é, portanto, 


v(t) = v ss + (A 1 + A 2 t)e 

e, como antes, v ss = 24 V, 

v(t) = 24 + (A { + A 2 t)e~ 2 ' 

Para determinar A l eA 2 , usamos as condições iniciais. Escrevemos 


u(0) = 4.8 = 24 + A, Ai = -19,2 

Uma vez que /(O) = C dv(0)/dt = 4,8 ou 

dv{ 0) 4,8 


(8.7.7) 


(8.7.8) 


= 19,2 


A partir da Equação (8.7.7), 

dv 

dt 


dt C 


( — 2Ai — 2tA 2 + A 2 )e 


Em í = 0, 


dv{ 0) 
dt 


= 19,2 = —2A t + A 2 


(8.7.9) 


(8.7.10) 


A partir das Equações (8.7.8) e (8.7.10), A] = -19,2 e A 2 = -19,2. Portanto, a Equação 
(8.7.7) fica 

v(t) = 24 - 19,2(1 + t)e~ 2 ' V (8.7.11) 

A corrente no indutor é a mesma que aquela no capacitor; ou seja, 

dv 

m = c— 

dt 

Multiplicando a Equação (8.7.9) por C = 0,25 e substituindo os valores de A x e A 2 , 
obtemos 


i(t) = (4,8 + 9,6 t)e~ 2 ’ A 


(8.7.12) 
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Note que /(O) = 4,8 A, como esperado. 

B CASO 3 Quando R = 1 fl. A corrente inicial no indutor é 


/(O) 


24 

1 + 1 


12 A 


e a tensão inicial no capacitor é a mesma que aquela no resistor de 1 íl, 


v(0) = 1/(0) = 12 V 


a 


R_ 
2 L 


1 

2 X 1 


= 0,5 


Já que a = 0,5 < (o 0 = 2, temos a resposta subamortecida 

íi >2 = —ot ± Ver 2 — coo = —0,5 ± y'1,936 
A resposta total é, portanto, 


v(t) = 24 + (A! cos 1,936/ + A 2 sen l,936/)e“ 0>5f 
Agora, determinamos A x eA 2 . Escrevemos 

v(0) = 12 = 24 + Aj => Aj = -12 
Uma vez que /(O) = C dv/dt =12, 


Porém, 


dv(0) 12 

—V = — = 48 

dt C 


— = e _0 ' 5, (-l,936A, sen 1,936/ + 1.936A-, cos 1,936/) 
dt 

- 0,5e“°’ 5 '(Ai cos 1,936/ + A 2 sen 1,936/) 


(8.7.13) 


(8.7.14) 


(8.7.15) 


(8.7.16) 


Em / = 0, 


dv( 0) 
dt 


= 48 = (-0 + 1,936A 2 ) - 0,5(A, + 0) 


Substituindo A [ = -12 resulta em A 2 = 21,694 e a Equação (8.7.13), temos 
v(t ) = 24 + (21,694 sen 1,936/- 12 cos l,936/)e~ 0,5 ' V 
A corrente no indutor é 

dv 


(8.7.17) 


m = c 


dt 


Multiplicando a Equação (8.7.16) por C = 0,25 e substituindo os valores de A x e A 2 
resulta em 


/(/) = (3,1 sen 1,936/ + 12 cos l,936/)e °' 5 'A (8.7.18) 

Note que /(0) = 12 A, como esperado. 

A Figura 8.20 representa graficamente as respostas para os três casos. A partir dessa 
figura, podemos observar que a resposta com amortecimento crítico se aproxima mais 
rapidamente da entrada em degrau de 24 V. 
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Já na posição a há muito tempo, a chave na Figura 8.21 é mudada para a posição b em 
t = 0. Determine v(t) e v R (t) para t > 0. 



1 Q 

a 


-WA- 


18 V Q 

\) 20,1 

Ph 

40 

A A A A 



Figura 8.21 Esquema para o Problema prático 8.7. 

Resposta: 15 - (1,7321 sen 3,464í 1 + 3 cos 3,464í)e~ 2t V, 3,464e~ 2t sen 3,464íV. 


PROBLEMA PRÁTICO 8.7 • 


8.6 


Resposta a um degrau de um circuito 
RLC em paralelo 


Consideremos o circuito RLC em paralelo, mostrado na Figura 8.22. Quere¬ 
mos determinar i por causa da aplicação súbita de uma corrente CC. Aplicando 
a LKC ao nó superior para t > 0, 


Porém, 


v 

R 


+ i + C 


dv 

dt 


= I S 



(8.46) 



Figura 8.22 Circuito RLC em 
paralelo com corrente aplicada. 


Substituindo v na Equação (8.46) e dividindo por LC, temos 

d 2 i 1 di i I s 

dt 2 RC dt LC ~ LC 


(8.47) 


que tem a mesma equação característica da Equação (8.29). 

A solução completa para a Equação (8.47) consiste na resposta transiente 
i,(t) e da resposta de estado estável i ss ; ou seja, 
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i{i) = i,(t) + i ss (t ) 


(8.48) 


A resposta transiente é a mesma que tínhamos na Seção 8.4. A resposta de 
estado estável é o valor final de i. No circuito da Figura 8.22, o valor final da 
corrente através do indutor é o mesmo que a corrente da fonte I s . Portanto, 


i{t) = I s + Aie? 1 * + A 2 e' 2 ' (Amortecimento supercrítico) 

i(t) = /,. + (A | + A 2 f)e (Amortecimento crítico) 
i(f) = I s + (Aj cos w d t + A 2 sena) d t)e~°“ (Subamortecimento) 


(8.49) 


• EXEMPLO 8.8 


As constantes A t eA 2 em cada caso podem ser determinadas a partir das condições 
iniciais para i e di/dt. Repetindo, devemos ter em mente que a Equação (8.49) 
aplica-se apenas para se encontrar a corrente i no indutor. Mas, como a corrente no 
indutor i, = i já é conhecida, podemos encontrar v—L di/dt, que é a mesma tensão 
no indutor, capacitar e resistor. Logo, a corrente através do resistor é i R = v/R, 
enquanto a corrente no capacitar é i c — C dv/dt. De forma alternativa, a resposta 
completa para qualquer variável x(t) pode ser encontrada diretamente, usando-se 

x(t) = x, s {t) + x,(t) (8.50) 

onde x ss e x t são, respectivamente, seu valor final e resposta transiente. 


No circuito da Figura 8.23, determine i(t) e i R (t) para t > 0. 



Figura 8.23 Esquema para o Exemplo 8.8. 

Solução: Para t < 0, a chave se encontra aberta e o circuito se divide em dois subcir- 
cuitos independentes. A corrente de 4 A flui através do indutor, de modo que 

i(0) = 4 A 


Uma vez que 30 u(-t) = 30 quando t< 0 e 0 quando t > 0, a fonte de tensão está ope¬ 
rando para t< 0.0 capacitor atua como um circuito aberto e a tensão nele é a mesma 
que a tensão no resistor de 20 íl conectado em paralelo a ele. Pela divisão de tensão, a 
tensão inicial no capacitor é 


f(0) = 


20 

20 + 20 


(30) = 15 V 


Para t > 0, a chave está fechada e temos um circuito RLC em paralelo com uma fonte 
de corrente. A fonte de tensão é zero, significando que ela se comporta como um curto- 
-circuito. Os dois resistores de 20 Í2 agora estão em paralelo. Eles são associados para 
darí? = 20 || 20 = 10 íl. As raízes características são determinadas como segue: 


1 


1 


IRC 2 X 10 X 8 X 10~ 3 

1 1 


ú) 0 — 


= 6,25 
= 2,5 


VLC V20 X 8 X 10~ 3 
± Va 2 - (oi = -6,25 ± V39,0625 - 6,25 
= -6,25 ± 5,7282 


íi,2 = - a . 
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í! = -11,978, s 2 = -0,5218 

Uma vez que a > w 0 , temos o caso de amortecimento supercrítico. Logo, 

i(t) = I s + A,e 11 ’ 978 ' + A 2 e~ 0,5218 ' (8.8.1) 

onde I s = 4 é o valor final de z(t). Agora, usamos as condições iniciais para determinar 
A j e A-,. Em t — 0, 


í(0) = 4 = 4 + Aj + A 2 
Extraindo a derivada de i(i) na Equação (8.8.1), 
di 


A 2 — A i 


( 8 . 8 . 2 ) 


dt 


= -11,978A 1É > 


-ll,978r 


- 0,5218A 2 e 


-0,5218í 


de modo que emí = 0, 


Porém, 


di(0) 

dt 


= -11,978A! - 0,5218A : 


(8.8.3) 


.dm 

dt 


o(0) = 15 


di( 0) 
dt 


15 

L 


15 

20 


0,75 


Substituindo isso na Equação (8.8.3) e incorporando a Equação (8.8.2), obtemos 
0,75 = (11,978 - 0,5218)A 2 A 2 = 0,0655 


Portanto, A! = -0,0655 eA 2 = 0,0655. Inserindo A t e A 2 na Equação (8.8.1) nos fornece 
a solução completa como segue 

i(t) = 4 + 0,0655(e~°’ 5218r - e~ n ' 978 ') A 

A partir de i(t), obtemos v(i) = L di/dt e 

i R (t) = — = — — = 0,785e -11,978 ' - 0,0342É>~ a5218f A 
20 20 dt 


Determine i(t) e v(t) para t > 0 no circuito da Figura 8.24. 
Resposta: 10(1 — cos(0,25í)) A, 50 sen(0,25í)V. 


Circuitos de segunda ordem gerais 

Agora que já dominamos os circuitos RLC em série e em paralelo, estamos 
preparados para aplicar os conceitos a qualquer circuito de segunda ordem 
com uma ou mais fontes independentes com valores constantes. Embora esses 
circuitos de segunda ordem sejam os de maior interesse, outros circuitos de 
segunda ordem, inclusive aqueles com amplificadores operacionais, também 
são úteis. Dado um circuito de segunda ordem, determinamos sua resposta a 
um degrau x(t) (que pode ser tensão ou corrente), conforme as quatro etapas 
descritas a seguir: 

1. Primeiro, determinamos as condições iniciais x(0) e dx(0)/dt e o valor final 
x(°°), como discutido na Seção 8.2. 

2. Desativamos as fontes independentes e encontramos a forma da resposta 
transiente x,(t) aplicando a LKC e LKT. Assim que for obtida uma equação 


8.7 


10»(/)A 



20 H 


Figura 8.24 Esquema para o 
Problema prático 8.8. 


PROBLEMA PRÁTICO 8.8 • 


Um circuito pode parecer, a 
princípio, complicado. Porém, 
uma vez que as fontes tenham 
sido desativadas em uma tentativa 
de encontrar a forma da resposta 
transiente, ele pode ser reduzido 
a um circuito de primeira 
ordem, quando os elementos 
de armazenamento podem ser 
associados ou reduzidos a um 
circuito RLC em série/paralelo. 

Se for redutível a um circuito 
de primeira ordem, a solução 
é a mesma do Capítulo 7. Se 
ele for redutível a um circuito 
RLC em série ou em paralelo, 
aplicamos as técnicas já mostradas 
anteriormente. 
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diferencial de segunda ordem, determinamos suas raízes características. 
Dependendo se a resposta for com amortecimento supercrítico, com amor¬ 
tecimento crítico ou com subamortecimento, obtemos x r (t) com duas cons¬ 
tantes desconhecidas, como fizemos anteriormente. 

3. Obtemos a resposta de estado estável como segue 

*„(*)=*(«) (8.51) 

onde jc(oo) é o valor final de x, obtido na etapa 1. 

4. A resposta total agora é encontrada como a soma das respostas transiente 
e de estado estável 


Os problemas deste capítulo 
também podem ser resolvidos 
usando transformadas de Laplace, 


que serão vistas nos Capítulos 
15 e 16. 



x(t) = x t (t) + x ss (t) (8.52) 

Finalmente, estabelecer as constantes associadas com a resposta transiente 
impondo as condições iniciais x(0) e dx(())/clt, determinadas no item 1. 

Podemos aplicar esse procedimento geral para encontrar a resposta a um 
degrau de um circuito de segunda ordem, inclusive aqueles com amplificado¬ 
res operacionais. Os exemplos a seguir ilustram essas quatro etapas. 


• EXEMPLO 8.9 


4£2 ' 1 H 



Figura 8.25 Esquema para o 
Exemplo 8.9. 


4 Q. 1 2 t 

—WA-o-o-o 

+ 

12vQ v 

-o 


( a) 


4 Q. 1 H 

-Wdr-^VST^ 

12 V© 




|‘c 
=0,5 F 


Determine a resposta completa v e, em seguida, i para t> 0 no circuito da Figura 8.25. 

Solução: Em primeiro lugar, deteminamos os valores inicial e final. Em t = 0“, o 
circuito se encontra no estado estável. A chave está aberta; o circuito equivalente é 
mostrado na Figura 8.26a. Fica evidente da figura que 

u(0“) = 12 V, i(0 ) = 0 

Em t = 0 + , a chave está fechada; o circuito equivalente é aquele da Figura 8.26 b. Pela 
continuidade da tensão no capacitor e da corrente no indutor, sabemos que 

u(0 + ) = u((T) = 12 V, i(0 + ) = í(0“) = 0 (8.9.1) 

Para obter dv(0 + )/dt, usamos C dvldt = i c ou dvldt = iJC. Aplicando a LKC ao nó a da 
Figura 8.26 b, 


Portanto, 


0 = í c (0 + ) + 


f(0 ) = i c ( 0 + ) + 

12 


u(0 + ) 


ic(0 + ) = -6 A 


dv{ 0 + ) _ -6 
dt ~ 0,5 


-12 V/s 


(8.9.2) 


Os valores finais são obtidos quando o indutor é substituído por um curto-circuito e o 
capacitor por um circuito aberto na Figura 8.26 b, resultando em 


i(°°) 


12 

4 + 2 


2 A, 


u(oo) = 2/(00) = 4 V 


(8.9.3) 


(b) 

Figura 8.26 Esquema para o 
Exemplo 8.9. Circuito equivalente ao 
circuito da Figura 8.25 para: 

(a) t<0;(b)t> 0. 


Em seguida, obtemos a fonna da resposta transiente para t > 0. Desligando a fonte 
de tensão de 12 V, temos o circuito da Figura 8.27. Aplicando a LKC ao nó a da Figura 
8.27, resulta em 


v 

i = - + 
2 


1 dv 

2 dt 


i 


(8.9.4) 
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Aplicando a LKT à malha da esquerda, temos 


4í + 1— + v = 0 (8.9.5) 

dt 

Já que, no momento, estamos interessados em v, substituímos i da Equação (8.9.4) na 
Equação (8.9.5). Obtemos então 


ou 


dv 1 dv 1 d 2 v 

2v + 2—— b — —-—b —— 9 

dt 2 dt 2 dt 2 


v = 0 


dt 


dv 

+ 5- b 6v = 0 

dt 


A partir desta, obtemos a equação característica como indicada a seguir 

s 2 + 5s + 6 — 0 

com raízes s = -2 e s = —3. Portanto, a resposta natural é 

v n (t) = Ae~ 2 ' + Be 31 (8.9.6) 

onde A e B são constantes desconhecidas a serem determinadas posteriormente. A res¬ 
posta de estado estável é 


A resposta completa é 


v ss (0 = v(c°) = 4 


(8.9.7) 


v(t) = v, + v ss = 4 + Ae~ 2 ' + Be~ 3 ' (8.9.8) 

Agora, determinamos A e B usando os valores iniciais. Da Equação (8.9.1), v(0) = 12. 
Substituindo isso na Equação (8.9.8) em l = 0, obtemos 


12 = 4 + A + B 


Extraindo a derivada de v na Equação (8.9.8), 


A + B 


(8.9.9) 


(8.9.10) 


Substituindo a Equação (8.9.2) na Equação (8.9.10) em t = 0, teremos 

—12 = —2A — 3B =b 2A + 3B = 12 (8.9.11) 

A partir das Equações (8.9.9) e (8.9.11), obtemos 

A = 12, B = -4 


de modo que a Equação (8.9.8) fica 

v{t) = 4 + 12e“ 2 ' - 4e“ 3r V, í>0 (8.9.12) 


A partir de u, podemos obter outros valores de interesse referindo-se à Figura 8.26 b. 
Para obter i, por exemplo, 


i = — + —— = 2 + 6e~ 2 ' - 2e~ 3 ' - I2e~ 2t + 6e~ 3 ' 
2 2 dt 

= 2- 6e 2í + 4e~ 3 ' A, t > 0 


(8.9.13) 


Note que 1(0) = 0 de acordo com a Equação (8.9.1). 


Determine v e i para t> 0 no circuito da Figura 8.28. (Ver comentários sobre fontes de 
corrente no Problema prático 7.5.) 

Resposta: 12(1 - e~ 5 ') V, 3(1 - e~ 5t ) A. 



=F 


Figura 8.27 Obtenção da forma 
da resposta transiente para o 
Exemplo 8.9. 



Figura 8.28 Esquema para o 
Problema prático 8.9. 


PROBLEMA PRÁTICO 8.9 • 
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EXEMPLO 8.10 


3 £2 


7 h(í)V(+) 


—VWv— mTo(P— 



i v ° 

fT) 



I H 


Figura 8.29 Esquema para o 
Exemplo 8.10. 


Descubra v 0 (i) para t > 0 no circuito da Figura 8.29. 

Solução: Este é um exemplo de um circuito de segunda ordem com dois indutores. 
Primeiro, obtemos as correntes de malha /, e i 2 , que, por acaso, são as correntes através 
dos indutores. Precisamos obter os valores inicial e final dessas correntes. 

Para t < 0, lu(t) = 0, de modo que i ,(0 _ ) = 0 = i 2 ( 0 _ ). Para t > 0, lu(t) = 7, sendo que 
o circuito equivalente é aquele mostrado na Figura 8.30a. Por causa da continuidade da 
corrente no indutor, 

;'i(0 + ) = i,(0 ) = 0, i 2 (0 + ) = í 2 (0-) = 0 (8.10.1) 

fz. 2 (0 + ) = u o (0 + ) = l[(q(0 + ) - i 2 (0 + )] = 0 (8.10.2) 

Aplicando a LKT ao laço da esquerda na Figura 8.30a em t= 0 + , 

7 = 3/i(0 + ) + u tl (0 + ) + u D (0 + ) 


3 Q l i = 7 h 



3 Q 



(a) (b ) 

Figura 8.30 Circuito equivalente àquele da Figura 8.29 para: (a) t > 0; (b) t —» °°. 


ou 


yz.,(0 + ) = 7 V 


Uma vez qu e L x di x !dt = v L , 


dh{ 0 + ) _ Vl, _ 7 
dt L 1 j 


14 V/s 


De modo similar, já que L 2 di-,ldt = v Lo , 


dh( 0 + ) = ^ 

dt L 2 


(8.10.3) 


(8.10.4) 


Em / —»t», o circuito atinge o estado estável e os indutores podem ser substituídos por 
curto-circuitos, conforme mostrado na Figura 8. 30b. A partir dessa figura, 


3 n 7 h 


-VWv-MmP- 


V V V V 

Cl 

0 

V V vv 

3 

-cMU— 




7 

h(°°) = ú(°°) = - A 


(8.10.5) 


Em seguida, obtemos a forma das respostas transientes eliminando a fonte de tensão, 
como exposto na Figura 8.31. Aplicando a LKT às malhas nos conduz a 


4«i - i 2 + 


1 di\ 

2 dt 


= 0 


( 8 . 10 . 6 ) 


h + 


1 di 2 
5 dt 


tj = 0 


Figura 8.31 Obtenção da forma 
da resposta transiente para o 
Exemplo 8.10. 


e 


(8.10.7) 
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A partir da Equação (8.10.6), 


i 2 = 4 i 1 + 


1 dii 

2 dt 


( 8 . 10 . 8 ) 


Substituindo a Equação (8.10.8) na Equação (8.10.7) resulta em 


4 i i + — 


1 di 1 4 di 1 1 d 2 i l 


2 dt 5 dt 10 dt 1 


— i 1 = 0 


d 2 i\ 


di\ 


2 + 13-b 30; | — 0 

dt 2 dt 


Desta, obtemos a equação característica como 

s 2 + 135 + 30 = 0 

que possui raízes s = -3 e s = -10. Logo, a forma da resposta transiente é 

i ln = Ae~ 3 ' + Be~ 10 ' 

onde A e B são constantes. A resposta de estado estável é 


hss = ó(°°) = - A 


(8.10.9) 


( 8 . 10 . 10 ) 


Apartir das Equações (8.10.9) e (8.10.10), obtemos a resposta completa a seguir 


ó(f) = - + Ae~ 3 ' + Be- i0 ' 


( 8 . 10 . 11 ) 


Finalmente, obtemos^ e B dos valores iniciais. Das Equações (8.10.1) e (8.10.11), 


0 = —A + B 
3 


( 8 . 10 . 12 ) 


Extraindo a derivada da Equação (8.10.11), fazendo t = 0 na derivada e fazendo respei¬ 
tar a Equação (8.10.3), obtemos 


14 = -3A - 10fi (8.10.13) 

Apartir das Equações (8.10.12) e (8.10.13), A =-4/3 e B = -1. Portanto, 

/,(;) = - - —e~ 3 ' - e~ 10r (8.10.14) 

3 3 

Agora, obtemos i 2 a partir de q. Aplicando a LKT ao laço da esquerda na Figura 8.30a, 
resulta em 


7 = 4í’i - i 2 + 


1 di l 

2 dt 


i 2 — —7 + 4;\ + 


1 dii 

2 dt 


Substituindo i x na Equação (8.10.14), dá 
28 16 


i 2 (t) = -7 + — - — e~ 3 ' - 4e 10t + 2e -3 ' + 5e -10 ' 
3 3 

7 10 - 3 1 i -10, 

= - e + e 


(8.10.15) 


3 3 

A partir da Figura 8.29, 


V 0 (t) = 1 [;'!(/) - i 2 (t)] 


(8.10.16) 
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Figura 8.32 Esquema para o 
Problema prático 8.10. 


O uso de amplificadores 
operacionais em circuitos de 
segunda ordem evita o emprego 
de indutores que são indesejáveis 
em certas aplicações. 



Substituindo as Equações (8.10.14) e (8.10.15) na Equação (8.10.16), conduz a 

v a (t) = 2(e~ 3 ' - e~ 10 ') (8.10.17) 

Note que u o (0) = 0, confonne esperado da Equação (8.10.2). 

Para t > 0, obtenha v a (t) no circuito da Figura 8.32. ( Sugestão: Determine primeiro 
iq e v 2 .) 

Resposta: 8(e~ r - e~ 6 ') V, t > 0. 


Circuitos de segunda ordem contendo 
amplificadores operacionais 

Um circuito com amplificadores operacionais com dois elementos de armaze¬ 
namento, que não podem ser associados em um único elemento equivalente, 
é um de segunda ordem. Como os indutores são volumosos e pesados, são 
raramente usados na prática em circuitos com amplificadores operacionais. Por 
essa razão, consideraremos apenas circuitos de segunda ordem RC para os 
circuitos contendo amplificadores operacionais, pois tais circuitos têm vasta 
aplicação em dispositivos como filtros e osciladores. 

A análise de um circuito de segunda ordem contendo amplificadores 
operacionais segue os mesmos quatro passos apresentados e demonstrados 
anteriormente. 


8.8 


• EXEMPLO 8.11 

No circuito com amplificadores operacionais da Figura 8.33, encontre v 0 (t) para t > 0 
quando v s = 10 u(t) mV. Seja =10 kíl, Cj = 20 /uF e C 2 = 100 /rF. 


C 2 



Figura 8.33 Esquema para o Exemplo 8.11. 

Solução: Embora possamos seguir as mesmas quatro etapas dadas anteriormente para 
resolver o problema atual, iremos resolvê-lo de uma forma um pouco diferente. Em 
virtude da configuração de seguidor de tensão, a tensão em Cj é v a . Aplicando a LKC 
ao nó 1, 


Vs ~ v\ _ dv 2 V\ ~ v, 
Ri 2 dt + R 2 


No nó 2, a LKC nos fornece 


Vi ~ v „ _ ^ dv 0 

— C i 

R 2 dt 


Porém, 


v 2 = Vi - v B 


( 8 . 11 . 1 ) 


( 8 . 11 . 2 ) 


(8.11.3) 
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Agora tentamos eliminar iq e v 2 nas Equações (8.11.1) a (8.11.3). Substituindo as Equa¬ 
ções (8.11.2) e (8.11.3) na Equação (8.11.1) conduz a 


v,~Vi ^ dvi ^ dv a ^ dv„ 

— C9 Co \ Ks 1 

Ri dt dt dt 


A partir da Equação (8.11.2), 


Vi = v 0 + R 2 Cí 


dVo 

dt 


(8.11.4) 


(8.11.5) 


Substituindo a Equação (8.11.5) na Equação (8.11.4), obtemos 
v, v n R 2 Cí dv„ dv n d 2 v n 

— = — + — + c 2 — + R 2 CiC 2 —^ - c 

Ri Ri Ri dt dt dt 2 


dv n 


dv n 


2-H Ci- 

dt dt 


d v 0 
dt 2 


1 


+ 


1 \ dv„ 


v s 


RíC 2 R 2 C 2 ) dt R | /\. õ | C , R í\'( ]( 2 


Com os valores dados de R h R 2 , Q e C 2 , a Equação (8.11.6) fica 


d 2 v„ dv„ 

—r + 2—^ + 5u 0 = 5v s 
dt 2 dt 


( 8 . 11 . 6 ) 


(8.11.7) 


Para obter a forma da resposta transiente, configure v s = 0 na Equação (8.11.7), que é o 
mesmo que desligar a fonte. A equação característica é 

s 2 + 2s + 5 = 0 


que possui raízes complexas S] 2 = -1 ± j 2. Portanto, a forma da resposta transiente é 

v ot = e~'(A cos 2 1 + B sen 2 1) (8.11.8) 

onde A e B são constantes desconhecidas a serem determinadas. 

A medida que t —* °°, o circuito atinge a condição de estado estável e os capacitores 
podem ser substituídos por circuitos abertos. Já que nenhuma corrente flui por Q e C 2 
sob as condições de estado estável e nenhuma corrente pode entrar pelos terminais de 
entrada do AOP ideal, a corrente não flui através de R x e R 2 . 

Consequentemente, 

1> D (°°) = tA(”) = v s 
A resposta de estado estável é então 


v„ss = v 0 (°°) = v s = 10 mV, t > 0 (8.11.9) 

A resposta completa é 

v 0 (t ) = v or + v oss = 10 + e \A cos 2 1 + B sen 2 1 ) mV (8.11.10) 

Para determinar A e B, precisamos das condições iniciais. Para t < 0, v s = 0, de modo 
que 


u 0 «n = ü2«n = 0 

Para t > 0, a fonte está operacional. Entretanto, por causa da continuidade de tensão 
do capacitor 


u D (0 + ) = u 2 (0 + ) = 0 


( 8 . 11 . 11 ) 
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A partir da Equação (8.11.3), 

i>i(0 + ) = v 2 (0 + ) + u D (0 + ) = 0 


e, portanto, a partir da Equação (8.11.2), 

dv 0 ( 0 + ) = Vi - v 0 

dt ~ /? 2 Ci 


( 8 . 11 . 12 ) 


Agora, impomos a Equação (8.11.11) na resposta completa na Equação (8.11.10) em 
í = 0 , para 

0 = 10 + A => A = —10 (8.11.13) 

Derivando a Equação (8.11.10), 



I Figura 8.34 Esquema para o 
I Problema prático 8.11. 

• PROBLEMA PRÁTICO 8.11 


—- = e '{—A cos 2 1 — B sen 2t — 2A sen 2 1 + 2B cos 2 t) 
dt 

Fazendo t = 0 e incorporando a Equação (8.11.12), obtemos 

0 = —A + 2B (8.11.14) 

A partir das Equações (8.11.13) e (8.11.14), A = -10 e B = -5. Portanto, a resposta ao 
degrau fica 


v a (i) = 10 — e '(10 cos 2t + 5 sen 2 1) mV, t > 0 

No circuito com amplificador operacional exibido na Figura 8.34, v s = 10u(t) V, deter¬ 
mine v 0 (f) para t > 0. Suponha i?, = R 2 = 10 kíl, C 1 = 20 /xF e C 2 = 100 /xF. 

Resposta: (10 - 12, 5e~‘ + 2,5e~ 5 ') V, t > 0. 


• EXEMPLO 8.12 

| V S A 

12 - 


0 2 t (s) 


(a) 

60 Q 3 H 



Figura 8.35 Esquema para o 
Exemplo 8.12. 


8.9 Análise de circuitos RLC 
usando o PSpice 

Os circuitos RLC podem ser analisados com grande facilidade por meio do 
PSpice, da mesma forma que os circuitos RC ou RL do Capítulo 7. Os dois 
exemplos, a seguir, ilustram isso. O leitor pode rever a seção sobre análise de 
transiente no tutorial do PSpice for Windows, disponível no nosso site (www. 
grupoa.com.br). 


A tensão de entrada na Figura 8.35a é aplicada ao circuito da Figura 8.35A Use o PSpice 
para representar graficamente v(t) para 0 < t < 4 s. 

Solução: 

1. Definição. Assim como acontece com a maioria dos problemas nos livros didáti¬ 
cos, o presente problema está claramente definido. 

2. Apresentação. A entrada é igual a uma única onda quadrada de amplitude de 12 
V com um período igual a 2 s. E solicitado que plotemos a saída usando o PSpice. 

3. Alternativa. Já que é exigido o emprego do PSpice, essa é a única opção para 
uma solução. Entretanto, podemos verificá-la usando a técnica ilustrada na Seção 
8.5 (uma resposta a um degrau para um circuito RLC em série). 

4. Tentativa. O circuito dado é desenhado usando o Schematics como na Figura 
8.36. O pulso é especificado utilizando a fonte de tensão VPWL, mas, também, 
poderíamos usar VPULSE. Usando a função linear por trechos, configuramos os 
atributos de VPWL, como TI = 0, VI = 0, T2 = 0,001, V2 = 12 e assim por dian¬ 
te, conforme ilustrado na Figura 8.36. São inseridos dois marcadores de tensão 
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para plotar as tensões de entrada e de saída. Assim que o circuito for desenha¬ 
do e os atributos forem configurados, selecionamos Analysis/Setup/Transient 
para abrir a caixa de diálogo Transient Analysis. Na qualidade de circuito RLC 
em paralelo, as raízes da equação característica são -1 e -9. Portanto, podemos 
configurar Final Time em 4 s (quatro vezes a magnitude da menor raiz). Quando 
o arquivo do esquema é salvo, selecionamos Analysis/Simulate e obtemos os 
gráficos para as tensões de entrada e de saída na janela A/D do PSpice, confonne 
mostrado na Figura 8.37. 


T1 = 0 

T2=0.0001 
T3=2 

T4=2.0001 



Figura 8.36 Esquema para o circuito da Figura 8.35/). 



□ V (LI: 2 ) O V (RI: 1) 

Tempo 

Figura 8.37 Esquema para o Exemplo 8.12: 
entrada e saída. 


Agora, procedemos à verificação usando a técnica descrita na Seção 8.5. Pode¬ 
mos começar constatando que o equivalente de Thévenin para a associação resis- 
tor-fonte é F rh = 12/2 (a tensão no circuito aberto divide-se igualmente entre os 
dois resistores) = 6 V. A resistência equivalente é 30 Í2 (60 || 60). Portanto, agora 
podemos tentar encontrar a resposta usando /? = 30 Í2, L = 3HeC = (1/27) F. 

Primeiro, precisamos calcular a e &> 0 : 


a = R/(2L) = 30/6 = 5 e 



= 3 


Uma vez que 5 é maior que 3, temos o caso de amortecimento supercrítico 


s l, 2 


-5 


V5 2 - 9 = -1, -9, 


m = c 


dvji) 

dt 


u(0) = 0 , 
u(oo) = 6 V, 


i(0) = 0 


em que 

v(t) = A t e ' + A 2 e 91 + 6 
u(0) = 0 = Ai + A 2 4" 6 
/(0) = 0 = C(-Ai- 9A 2 ) 


que conduz a A l = - 9A 2 . Substituindo esse valor na expressão anterior, obtemos 
0 = 9 A-, -A 2 + 6, ou A 2 = 0,75 e A x =-6,75. 

v(t) = (—6,75e~‘ + 0,75e -9í + 6)«(/) V para qualquer 0 < t < 2 s. 

At t = 1 s, t»(l) = —6,75e~‘ + 0,75íT 9 = -2,483 + 0,0001 
+ 6 = -3,552 V. At t =2s, u(2) =-6,75e~ 2 + 0+ 6 = 5,086 V. 


Note que, a partir de 2 < t < 4 s, F Th = 0, o que implica que u(°°) = 0. Conse¬ 
quentemente, v(i) = C4 3 e~ ( '~ 2) + A 4 e -9(í_2) )w(/ - 2) V. Com t = 2 s,A 3 + A 4 = 5,086 

(-A 3 e-<'- 2 > - 9A 4 e-*'- 2 >) 

i(t) = 


27 
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e 


• PROBLEMA PRÁTICO 8.12 


i(2) 


(6,75e~ 2 - 6,75e~ 18 ) 
27 


33,83 mA 


Portanto, -y4 3 - 9A 4 = 0,9135. 

Combinando as duas equações, obtemos -^4 3 - 9(5,086 - A 3 ) = 0,9135, que 
conduz a A } = 5,835 e A 4 = -0,749. 


v(t) = (5,835e _<<_2) - 0,749e “ 9<, “ 2) ) u(t - 2) V 

Em t = 3 s, v(3) = (2,147 - 0) = 2,147 V. Em t = 4 s, u(4) = 0,7897 V. 

5. Avaliação. Uma verificação entre os valores calculados anteriormente e o gráfico 
mostrado na Figura 8.37 demonstra uma boa concordância dentro do nível de 
precisão esperado. 

6. Satisfatório? Sim, temos um entendimento, e os resultados podem ser apresenta¬ 
dos como uma solução para o problema. 


Determine i(t) usando o PSpice para 0<t<4ssea tensão do pulso na Figura 8.35a for 
aplicada no circuito da Figura 8.38. 

Resposta: Ver Figura 8.39. 




Figura 8.38 Esquema para o 
Problema prático 8.12. 


Tempo 

Figura 8.39 Gráfico de i(t) para o Problema 
prático 8.12. 


• EXEMPLO 8.13 

Para o circuito da Figura 8.40, use o PSpice para obter i(i) no intervalo 0 < t < 3 s. 


a 



Figura 8.40 Esquema para o Exemplo 8.13. 

Solução: 

Quando a chave se encontra na posição a, o resistor de 6 Í1 é redundante, e o esquema para 
esse caso é mostrado na Figura 8.41a. Para garantir que a corrente i(t) entre no pino 1, o 
indutor é girado três vezes antes de ser colocado no circuito; veja que o mesmo se aplica 
para o capacitor. Inserimos os pseudocomponentes VIEWPOINT e IPROBE para determi¬ 
nar a tensão inicial no capacitor e a corrente inicial no indutor. Realizamos uma análise CC 
no PSpice selecionando Analysis/Simulate. Como mostrado na Figura 8.41a, obtemos a 
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tensão inicial no capacitor como 0 V e a corrente inicial no indutor 1(0) como 4 A a partir da 
análise CC. Esses valores iniciais serão usados na análise de transiente. 


0.0000 4.000E+00 




Figura 8.41 Esquema para o Exemplo 8.13: (a) para análise CC; ( b ) para análise de transiente. 


Quando a chave é mudada para a posição b, o circuito se toma um circuito RLC 
em paralelo sem fonte com o esquema indicado na Figura 8.416. Estabelecemos a 
condição inicial IC = 0 para o capacitor e IC = 4 A para o indutor. Um marcador de 
corrente é inserido no pino 1 do indutor. Selecionamos Analisys/Setup/Transient 
para abrir a caixa de diálogo Transient Analysis e configuramos Final Time em 3 s. 
Após salvar o esquema, selecionamos Analysis/Transient. A Figura 8.42 mostra o 
gráfico de i{t), que concorda com i(f) = 4,8e~' - 0,8A 6 ' A, que é a solução obtida pelos 
cálculos manuais. 



□ I(Ll) I 

Tempo | 

Figura 8.42 Gráfico de i(t) para o Exemplo 8.13. 

Consulte o circuito da Figura 8.21 (ver Problema prático 8.7). Use o PSpice para obter PROBLEMA PRÁTICO 8.13 • 

u(t) para 0 < t < 2. 

Resposta: Ver a Figura 8.43. 



□ V(C1 : 1) 

Tempo 


Figura 8.43 Gráfico de v(f) para o Problema prático 8.13. 
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8.10 


t Dualidade 


O conceito de dualidade é uma medida que poupa tempo e esforço na reso¬ 
lução de problemas de circuitos. Considere a similaridade entre a Equação 
(8.4) e a Equação (8.29), e note que são a mesma, exceto pelo fato de que te¬ 
mos de intercambiar os seguintes valores: 1) tensão e corrente; 2) resistência 
e condutância; 3) capacitância e indutância. Portanto, algumas vezes, ocor¬ 
re na análise de circuitos que dois circuitos diferentes possuem as mesmas 
equações e soluções, salvo pelo fato de que os papéis de certos elementos 
complementares são trocados. Essa intercambilidade é conhecida como o 
princípio da dualidade. 


O princípio da dualidade estabelece um paralelismo entre pares de equa¬ 
ções características e teoremas de circuitos elétricos. 


Os pares duais são mostrados na Tabela 8.1. Veja que a potência não aparece 
nela por não ter nenhum dual. A razão para isso é o princípio da linearidade; já 
que a potência não é linear, a dualidade não é aplicável. Notamos também na 
Tabela 8.1 que o princípio da dualidade se estende a teoremas, configurações 
e elementos de circuitos. 

Diz-se que dois circuitos que são descritos por equações da mesma forma, 
porém nos quais as variáveis são intercambiadas, são duais entre si. 


Diz-se que dois circuitos são duais entre si se forem descritos pelas mes¬ 
mas equações características com valores duais intercambiados. 


Tabela 8.1 • Pares duais. 

Resistência ( R ) 

Condutância (G) 

Indutância ( L ) 

Capacitância (C) 

Tensão (u) 

Corrente (i) 

Fonte de tensão 

Fonte de corrente 

Nó 

Malha 

Caminho em 
série 

Caminho em 
paralelo 

Circuito aberto 

Curto-circuito 

LKT 

LKC 

Thévenin 

Norton 


A utilidade do princípio da dualidade é evidente. Uma vez conhecida a 
solução para um circuito, automaticamente temos a solução para o circuito 
dual. É óbvio que os das Figuras 8.8 e 8.13 são duais. Consequentemente, o 
resultado na Equação (8.32) é o dual daquele na Equação (8.11). Devemos 
saber que o princípio da dualidade se limita a circuitos planares e que circuitos 
não planares não possuem duais, uma vez que não podem ser descritos por um 
sistema de equações de malhas. 

Para determinar o dual de um determinado circuito, não precisamos es¬ 
crever as equações de nós ou malhas, e sim usar uma técnica gráfica. Dado 
um circuito planar, construímos o circuito dual efetuando as três etapas a 
seguir: 

1. Insira um nó no centro de cada malha do circuito dado. Insira o nó de refe¬ 
rência (o terra) do circuito dual fora do circuito dado. 

2. Desenhe retas entre os nós tal que cada uma cruze um elemento. Substitua 
esse elemento por seu dual (ver Tabela 8.1). 

3. Para determinar a polaridade das fontes de tensão e o sentido das fontes 
de corrente, siga a seguinte regra: uma fonte de tensão que produz uma 
corrente de malha positiva (sentido horário) possui como seu dual uma 
fonte de corrente cujo sentido de referência é do terra para o nó que não 
é de não referência. 

Em caso de dúvida, pode-se verificar o circuito dual escrevendo as equações de 
malhas ou de nós. As equações de malhas (ou nodais) do circuito original são 
semelhantes às equações nodais (ou de malhas) do circuito dual. O princípio 
da dualidade é ilustrado por meio dos dois exemplos a seguir. 
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Construa o dual do circuito na Figura 8.44. 

Solução: Como mostrado na Figura 8.45a, localizamos primeiro os nós 1 e 2 nas duas 
malhas e também o nó-terra para o circuito dual. Desenhamos uma linha entre um nó e 
outro cruzando um elemento. Substituímos a linha que conecta os nós pelos duais dos 
elementos que ele cruza. Por exemplo, uma linha entre os nós 1 e 2 cruza um indutor de 
2 H e, depois, inserimos um capacitor de 2 F (dual de um indutor) sobre a linha. Uma 
linha entre os nós 1 e 0 cruzando a fonte de tensão de 6 V conterá uma fonte de corrente 
de 6 A. Ao desenhar linhas cruzando todos os elementos, construímos o circuito dual 
do circuito dado, conforme indicado na Figura 8.45a. O circuito dual é redesenhado na 
Figura 8.456 para fins de clareza. 


EXEMPLO 8.14 • 



Figura 8.44 Esquema para o 
Exemplo 8.14. 




10 mH 


Desenhe o circuito dual daquele exibido na Figura 8.46. 
Resposta: Ver Figura 8.47. 


PROBLEMA PRATICO 8.14 



Figura 8.46 Esquema para o 

Problema prático 8.14. Figura 8.47 Dual do circuito da 


Figura 8.46. 


EXEMPLO 8.15 • 

Obtenha o dual do circuito na Figura 8.48. 


3 A 


Figura 8.48 Esquema para o Exemplo 8.15. 

Solução: O circuito dual é construído no circuito original como indicado na Figura 
8.49a. Primeiro, localizamos os nós 1 a 3 e o nó de referência 0. Unindo os nós 1 e 2, 
cruzamos o capacitor de 2 F, que é substituído por um indutor de 2 H. Unindo os nós 2 e 
3, cruzamos o resistor de 20 Í2, que é substituído por um resistor de íl. Continuamos 
com isso até que todos os elementos sejam cruzados. O resultado é aquele da Figura 
8.49a. O circuito dual é redesenhado na Figura 8.496. 
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Figura 8.49 Esquema para o Exemplo 8.15: (a) construção do circuito dual da Figura 8.48; ( b ) circuito 
dual redesenhado. 


Para verificar a polaridade da fonte de tensão e o sentido da fonte de corrente, podería¬ 
mos aplicar as correntes de malha i u i 2 e i 3 (todas no sentido horário) no circuito ori¬ 
ginal da Figura 8.48. A fonte de tensão de 10 V produz a corrente de malha /, positiva, 
de modo que seu dual é uma fonte de corrente de 10 A indo de 0 a 1. Da mesma forma, 
i 3 = — 3 A na Figura 8.48 tem como seu dual v 3 = -3 V na Figura 8.496. 

• PROBLEMA PRÁTICO 8.15 Para o circuito da Figura 8.50, obtenha o circuito dual. 

Resposta: Ver Figura 8.51. 


5 ü. 



Figura 8.50 Esquema para o 
Problema prático 8.15. 


3 Q 



8.11 


Aplicações 


Entre as aplicações práticas para os circuitos RLC, temos circuitos de comu¬ 
nicação e de controle como circuitos com oscilação circular, circuitos de pico, 
circuitos ressonantes, circuitos de suavização e filtros. A maioria desses cir¬ 
cuitos não pode ser estudada até que tratemos de fontes CA. Por enquanto, 
limitaremo-nos a duas aplicações simples: circuitos de ignição de automóveis 
e de suavização. 


8.11.1 Sistema de ignição de automóveis 

Na Seção 7.9.4, consideramos o sistema de ignição de automóvel como de car¬ 
ga, sendo que este era apenas parte do sistema. Agora, veremos outra parte: o 
sistema de geração de tensão. O sistema é modelado pelo circuito mostrado na 
Figura 8.52. A fonte de tensão de 12 V se deve à bateria e ao alternador. O re- 
sistor de 4 Í1 representa a resistência da fiação. A bobina de ignição tem como 
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modelo um indutor de 8 mH. E o capacitor de 1 /jlF (conhecido como conden¬ 
sador pelos mecânicos de automóvel) está em paralelo com a chave (denomi¬ 
nada distribuidor ou ignição eletrônica). No exemplo a seguir, determinamos 
como o circuito RLC da Figura 8.52 é usado na geração de alta tensão. 



Figura 8.52 Circuito para uma ignição de automóvel. 


Supondo que a chave na Figura 8.52 esteja fechada antes de t = 0 , determine a tensão 
v L no indutor para t > 0. 

Solução: Se a chave estiver fechada antes de t — 0 _ e o circuito estiver no estado 
estável, então 


<(0 ) = — = 3 A, Uc(0 ) = 0 

Em t = 0 + , a chave está aberta. As condições de continuidade exigem que 


i{ 0 + ) = 3 A, u c (0 + ) = 0 (8.16.1) 

Obtemos di(0 + )/dt de v L (0 + ). Aplicando a LKT à malha em t = 0 + , conduz a 

-12 + 4z(0 + ) + u L (0 + ) + u c (0 + ) = 0 
-12 + 4X3 + v L (0 + ) + 0 = 0 =+ u t (0 + ) = 0 

Portanto, 


A(0 + ) u L (0 + ) 

dt L 


(8.16.2) 


À medida que t —» o°, o sistema atinge o estado estável, de modo que o capacitor atue 
como um circuito aberto. Então 


EXEMPLO 8.16 • 


l(oo) = o 


(8.16.3) 


Se aplicarmos a LKT à malha para t > 0, obtemos 


12 — Ri + L— + — | i (lí u c (0) 


Derivando cada termo leva a 


d 2 i R di i 

dt 2 L dt LC 


(8.16.4) 


Obtemos a forma da resposta transiente seguindo o procedimento na Seção 8.3. Substi¬ 
tuindo R = 4 íl, L = 8 mH e C = 1 /rF, temos 


R 

= — = 250, 
2 L 


OJQ = 


Vlc 


= 1,118 X 10 4 


a 
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• PROBLEMA PRÁTICO 8.16 


Uma vez que a < co 0 , a resposta é subamortecida. A frequência natural amortecida é 

co d = Vo >1 - a = o) 0 = 1,118 X 10 4 

A forma da resposta transiente é 

i',(0 = <?~“(A cos a> d t + B sen co d t) (8.16.5) 

onde A e B são constantes. A resposta de estado estável é 

4,(0 = í(°°) = 0 (8.16.6) 

de modo que a resposta completa seja 

i(0 = 4(0 + 4,(0 = e- 250 '(A cos ll.lSOr + B sen 11.1800 (8.16.7) 

Agora, determinamos A e B 

i( 0) = 3 = A + 0 => A = 3 

Extraindo a derivada da Equação (8.16.7), 

— = — 250e~ 25O '(A cos 11.180? + B sen 11.180?) 
dt 

+ e~ 250 '(—11.180A sen 11.180?+ 11.1805 cos 11.180?) 

Fazendo ? = 0 e incorporando a Equação (8.16.2), 

0 = -250A + 11.1805 =+ 5 = 0,0671 

Portanto, 

?(?) = é+ 250 '(3 cos 11.180? + 0,0671 sen 11.180?) (8.16.8) 

A tensão no indutor é então 

v L (f) = L%= —268e~ 250 ' sen 11.180? (8.16.9) 

dt 

Esta tem um valor máximo quando o seno é unitário, em 11.180? 0 = tt/2 ou ? 0 = 140,5 /rs. 
Em t = ? 0 , a tensão no indutor atinge seu pico, que é 

v L (t 0 ) = ~268e~ 250r ° = -259 V (8.16.10) 

Embora isso seja bem menos que o intervalo de tensão 6.000 a 10.000 V necessária para 
gerar uma faísca na vela de ignição em um automóvel popular, um dispositivo conhe¬ 
cido como transformador (que será discutido no Capítulo 13) é usado para aumentar a 
tensão no indutor para o nível necessário. 

Na Figura 8.52, determine a tensão v c no capacitor para ? > 0. 

Resposta: 12 - 12e~ 250 'cos 11.180? + 267,7e~ 250r sen 11.180?V. 


8.11.2 Circuitos suavizador 

Em um sistema de comunicação digital comum, o sinal a ser transmitido é, 
primeiro, amostrado. Amostragem refere-se ao procedimento de selecionar 
amostras de um sinal para processamento, em contraposição ao processa¬ 
mento do sinal inteiro. Cada amostra é convertida em um número binário 
representado por uma série de pulsos. Os pulsos são transmitidos por uma 
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linha de transmissão como um cabo coaxial, um par trançado ou uma fibra 
óptica. No lado receptor, o sinal é aplicado a um conversor digital-analógico 
(D/A) cuja saída é uma função tipo “escada”, isto é, constante em cada in¬ 
tervalo de tempo. De modo a recuperar o sinal analógico transmitido, a saída 
é suavizada deixando-o passar por um circuito “suavizador”, conforme ilus¬ 
trado na Figura 8.53, e um circuito RLC pode ser usado como esse circuito. 


p(t) 

D/A 

v s (t) 

Circuito 

v 0 (t) 



suavizador 



Figura 8.53 Série de pulsos é 
aplicada no conversor D/A (digital- 
-analógico) cuja saída é aplicada ao 
circuito de suavização. 


EXEMPLO 8.17 


A saída de um conversor D/A é mostrada na Figura 8.54a. Se o circuito RLC na Figura 
8.54 b é usado como circuito de suavizador, determine a tensão de saída v 0 {i). 






(b) 

Figura 8.54 Esquema para o Exemplo 8.17: (a) saída de um conversor 
D/A; ( b ) um circuito suavizador RLC. 

Solução: Considere o PSpice para uma melhor resolução. O esquema é apresen¬ 
tado na Figura 8.55a, e o pulso representado na Figura 8.54a é especificado usando 
a função linear por trechos. Os atributos de VI são configurados como TI = 0, VI =0, 
T2 = 0,001, V2 = 4, T3 = 1, V3 = 4 e assim por diante. Para estar apto a colocar 
as tensões de entrada na forma de gráfico, inserimos dois marcadores de tensão 
conforme ilustrado. Selecionamos Analysis/Setup/Transient para abrir a caixa de 
diálogo Transient Analysis e configuramos Final Time igual a 6 s. Assim que o es¬ 
quema for salvo, selecionamos Analysis/Simulate para executar e obter os gráficos 
ilustrados na Figura 8.556. 


T1 = 0 
T2 = 0 . 

T 3 = l 

T4=1.001 

T5=2 

T6=2.001 
T7 = 3 

T8=3.001 


.001 




Tempo 

(d) (b) 

Figura 8.55 Esquema para o Exemplo 8.17: (a) esquema (6); tensões de entrada e saída. 


PROBLEMA PRÁTICO 8.17 • 


Refaça o Exemplo 8.17 se a saída do conversor D/A for aquele mostrado na Figura 8.56. 
Resposta: Ver Figura 8.57. 
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Tempo 



Figura 8.56 Esquema para Figura 8.57 Resultado do Problema 

o Problema prático 8.17. prático 8.17. 


8.12 


Resumo 


1. A determinação dos valores iniciais x(0) e dx(0)/dt e o valor final ,r(°°) é 
crucial para análise de circuitos de segunda ordem. 

2. O circuito RLC é de segunda ordem, pois é descrito por uma equação 
diferencial de segunda ordem. Sua equação característica é s 1 + 2 as + u>l 
= 0, onde a é o fator de amortecimento c oj (i é a frequência natural não 
amortizada. Para um circuito série, a = R/2L, para um circuito paralelo 
a = 1/2 RC e para ambos os casos w 0 = 1/0 VZC. 

3. Se não houver nenhuma fonte independente no circuito após a comutação 
(ou mudança brusca), consideramos o circuito como sem fonte. A solução 
completa é a resposta natural. 

4. A resposta natural de um circuito RLC é com amortecimento supercrítico, 
com subamortecimento ou com amortecimento crítico, dependendo das raí¬ 
zes da equação característica. A resposta é com amortecimento crítico quan¬ 
do as raízes forem iguais (sj = s 2 ou oj„), com amortecimento supercrítico 
quando as raízes forem reais e diferentes (v, A s 2 ou oj 0 ) ou então subamor- 
tecida quando as raízes forem conjugadas complexas (sj = s* ou a < oj 0 ). 

5. Se fontes independentes estiverem presentes no circuito após a comuta¬ 
ção, a resposta completa é a soma da resposta transiente e a resposta de 
estado estável. 

6. O PSpice é usado para analisar circuitos RLC da mesma forma que para os 
circuitos RC ou RL. 

7. Dois circuitos são duais se as equações de malha que descrevem um cir¬ 
cuito forem do mesmo formato que as equações nodais que descrevem o 
outro. A análise de um circuito conduz à análise do seu circuito dual. 

8. O circuito para ignição de automóveis e o circuito suavizador são aplica¬ 
ções comuns do assunto visto neste capítulo. 
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Questões para revisão 


8.1 Para o circuito da Figura 8.58, a tensão no capacitor em 
t = 0~ (logo antes da chave ser fechada) é: 

(a) 0 V (b) 4 V 

(c) 8 V (d) 12 V 



Figura 8.58 Esquema para as Questões para revisão 8.1 e 8.2. 

8.2 Para o circuito da Figura 8.58, a corrente inicial no indutor 
(em t = 0) é: 

(a) 0 A (b) 2 A (c)6A (d) 12 A 

8.3 Quando uma entrada em degrau é aplicada a um circuito 
de segunda ordem, os valores finais das variáveis de cir¬ 
cuito são encontrados: 

(a) substituindo os capacitores por circuitos fechados e os 
indutores por circuitos abertos. 

(b) substituindo os capacitores por circuitos abertos e os 
indutores por circuitos fechados. 

(c) nenhuma das alternativas anteriores. 

8.4 Se as raízes da equação característica de um circuito RLC 
forem -2 e -3, a resposta é: 

(a) (A cos 2 1 + B sen 2 i)e 3t 

(b) (A + 2 Bt)e~ 3 ' 

(c) Ae~ 2 ' + Bte~ 3 ' 

(d) Ae~ 2 ' + Be~ 3t 

onde A e B são constantes. 

8.5 Em um circuito RLC, fazer R = 0 produzirá: 

(a) resposta com amortecimento supercrítico 

(b) resposta com amortecimento crítico 

(c) resposta com subamortecimento 

(d) resposta com não amortecimento 

(e) nenhuma das alternativas anteriores 

8.6 Um circuito RLC em paralelo possui L = 2HeC= 0,25 F. 
O valor de R que produzirá um fator de amortecimento 
unitário é: 

(a) 0,5 fl (b) 1 Í1 (c) 2Í1 (d)4ft 

8.7 Consulte o circuito RLC na Figura 8.59. Que tipo de res¬ 
posta ela produzirá? 

(a) com amortecimento supercrítico 

(b) com subamortecimento 

(c) com amortecimento crítico 

(d) nenhuma das alternativas anteriores 


1 ü 

-VWV 


1 H 

-nmp- 




Figura 8.59 Esquema para a Questão para revisão 8.7. 


8.8 Considere o circuito RLC em paralelo da Figura 8.60. Que 
tipo de resposta ele produzirá? 

(a) com amortecimento supercrítico 

(b) com subamortecimento 

(c) com amortecimento crítico 

(d) nenhuma das alternativas anteriores 



Figura 8.60 Esquema para a Questão para revisão 8.8. 


8.9 Associe os circuitos da Figura 8.61 aos itens a seguir: 

(i) circuito de primeira ordem 

(ii) circuito de segunda ordem em série 

(iii) circuito de segunda ordem em paralelo 

(iv) nenhuma das alternativas anteriores 



Figura 8.61 Esquema para a Questão para revisão 8.9. 


8.10 Em um circuito elétrico, o dual da resistência é: 
(a) condutância (b) indutância 

(c) capacitância (d) circuito aberto 

(e) curto-circuito 


Respostas: 8.1a, 8.2c, 8.3b, 8.4d, 8.5d, 8.6c, 8.7b, 8.8b, 8.9(i)-c, 
(ii)-b, e, (iii)-a, (iv)-d, f, 8.10a. 
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Problemas 


• Seção 8.2 Determinação dos valores 
inicial e final 

8.1 Para o circuito da Figura 8.62, determine: 

(a) i( 0 + ) e u(0 + ), 

(b) di(0 + )/dt e dv(0 + )/dt, 

(c) í'(°°) e 


3 Q 0,25 H 

—vwv-nnnp- 


4 u(-t) V 





4 u(t) A 


Figura 8.65 Esquema para o Problema 8.4. 



Figura 8.62 Esquema para o Problema 8.1. 

8.2 Considere a Figura 8.63 e elabore um problema para aju- 
eUd dar outros estudantes a entenderem melhor como determi¬ 
nar os valores inicial e final. 


‘r R 2 



Figura 8.63 Esquema para o Problema 8.2. 

8.3 Consulte o circuito mostrado na Figura 8.64. Calcule: 

(a) i L { 0 + ), v c (0 + ), e u«(0 + ), 

(b) di L (0 + )/dt, dv c (0 + )/dt, e dv R (0 + )/dt, 

(c) i L ( oo), u c (co), e v r M. 


40 Q. 



Figura 8.64 Esquema para o Problema 8.3. 

8.4 No circuito da Figura 8.65, determine: 

(a) u(0 + ) e í(0 + ), 

(b) dv(0 + )/dt e di(0 + )/dt, 

(c) v(°°) e i(°o). 


8.5 Referindo-se ao circuito da Figura 8.66, determine: 

(a) i(0 + ) e u(0 + ), 

(b) di(0 + )/dt e dv(0 + )/dt, 

(c) i(°°) e u(°°). 



Figura 8.66 Esquema para o Problema 8.5. 

8.6 No circuito da Figura 8.67, detennine: 

(a) u«(0 + ) e u L (0 + ), 

(b) dv R (0 + )/dt e dv L (0 + )/dt, 

(c) v R (oo ) e v L (°°). 




L 


Figura 8.67 Esquema para o Problema 8.6. 


• Seção 8.3 Circuito RLC em série sem fonte 

8.7 Um circuito RLC em série possui R = 20 kíl, L = 0,2 mH 
e C = 5 /xF. Que tipo de amortecimento é apresentado 
pelo circuito? 

8.8 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e d tenderem melhor como funcionam os circuitos RLC sem 

fonte. 


8.9 


A corrente em um circuito RLC é descrita por 


J 2 ! 

dt 2 


+ 10 - 


di 

dt 


+ 


25 i = 0 


Se 1(0) = 10 A e di(0)/dt = 0 determine i(t) para t > 0. 

8.10 A equação diferencial que descreve a tensão em um circui¬ 
to RLC é 


d 2 v 
dt 2 


dv 

+ 5—- 

dt 


+ 4v = 0 


Dado que u(0) = 0, dv(0)/dt = 10 V/s, obtenha v(i). 
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8.11 A resposta natural de um circuito RLC é descrita pela 
equação diferencial 


d 2 v 

dt 2 


dv 

2 ——h v — 0 
dt 


para a qual as condições iniciais são u(0) = 10 V, dv( 0)/ 
dt = 0. Calcule v(t). 

8.12 Se 1? = 50 íl, Z = 1,5 H, qual valor de C tornará um circui¬ 
to RLC em série: 



(a) com amortecimento supercrítico 

(b) com amortecimento crítico 

(c) com subamortecimento 

8.13 Para o circuito da Figura 8.68, calcule o valor de R ne¬ 
cessário para se obter uma resposta com amortecimento 
crítico. 


60 £2 



8.14 A chave na Figura 8.69 muda da posição A para a B em 
t = 0 (observe atentamente que a chave deve se conectar 
ao ponto B antes de ela desfazer a conexão em A , um in¬ 
terruptor). Fazendo v(0) = 0, detennine v(t) para t > 0. 


80 V 


30 Q. 
■AAW 



4 H 

■ / T5T l 



Figura 8.69 Esquema para o Problema 8.14. 


8.15 As respostas de um circuito RLC em série são 

v c (t) = 30 - 10e~ 20 ' + 30e 10f V 
i,(t) = 40e~ 20 ' - 60e~ lo 'mA 

onde v c e i L são, respectivamente, a tensão no capacitor e 
a corrente no indutor. Detennine os valores R,LeC. 

8.16 Determine i(f) para t > 0 no circuito da Figura 8.70. 

í = 0 



Figura 8.70 Esquema para o Problema 8.16. 

8.17 No circuito da Figura 8.71, a chave se move instantanea¬ 
mente da posição A para B em t = 0. Determine v(f) para 
qualquer t S 0. 


8.18 Determine a tensão no capacitor em função do tempo para 
t > 0 para o circuito da Figura 8.72. Suponha a existência 
de condições de estado estável em t = 0 _ . 


5 D 
VM- 'A - 


/ = 0 


100 V 


(9 



Figura 8.72 Esquema para o Problema 8.18. 


1 F 


8.19 Obtenha v(i) para t > 0 no circuito da Figura 8.73. 


120 V 


Figura 8.73 Esquema para o Problema 8.19. 


+ 


V - 

~ 

= 1 F 

1 - 

í = 0 

jj 4 H 


8.20 A chave do circuito da Figura 8.74 já se encontra fechada 
há um longo tempo, porém é aberta em t = 0. Determine 
i(t) para t > 0. 


i(f) \ H 



Figura 8.74 Esquema para o Problema 8.20. 


* 8.21 Calcule v{i) para t > 0 no circuito da Figura 8.75. 
M 15 Q 



* O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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• Seção 8.4 Circuito RLC em paralelo 
sem fonte 

8.22 Supondo que R — 2 kíl, desenhe um circuito RLC que te¬ 
nha a equação característica seguinte 


8.23 Para o circuito da Figura 8.76, que valor de C é necessário 
para tornar a resposta subamortecida com fator de amorte¬ 
cimento unitário (a = 1)? 


10 Q 


20 mH 



Figura 8.76 Esquema para o Problema 8.23. 

8.24 A chave da Figura 8.77 muda da posição A para a posição 
B em t = 0 (observe atentamente que a chave tem de se 
conectar ao ponto B antes de ela desfazer a conexão em A, 
um interruptor). Determine i(t) para t> 0. 


4 A 


CD 




= 0 


»'W 


20 Q =^10mFS10Q 3 0,25 H 


Figura 8.77 Esquema para o Problema 8.24. 

8.25 Usando a Figura 8.78, elabore um problema para ajudar 
eOd outros estudantes a entenderem melhor os circuitos RLC 
sem fontes. 



Figura 8.78 Esquema para o Problema 8.25. 


• Seção 8.5 Resposta a um degrau de um 
circuito RLC em série 

8.26 A resposta a um degrau de um circuito RLC é descrita por 

d 2 i di 

7, + 2— F 5 i = 10 
dr dt 

Dado que i( 0) = 2 e di(0)/dt = 4, detennine i{t). 

8.27 Uma tensão de ramo em um circuito RLC é descrita por 

d 2 v dv 

—T + 4— + 8u = 24 
dt 2 dt 

Se as condições iniciais forem u(0) = 0 = dv(0)/dt, deter¬ 
mine v(t). 


8.28 Um circuito RLC em série é descrito por 

L 

L- 


dr 


di i 

R— + - = 10 
dt C 


Determine a resposta quando L = 0,5 H, R = 4 íl e C = 0,2 

F. Considere i( 0) = 1 e di(0)/dt = 0. 

8.29 Resolva as equações diferenciais a seguir sujeitas às con¬ 
dições iniciais especificadas 

(a) d 2 v/dt 2 + 4v = 12, v(0) = 0, dv(0)/dt = 2 

(b) d 2 i/dt 2 + 5 di/dt + 4 i = 8,7(0) = -1, 
di(0)/dt = 0 

(c) d 2 v/dt 2 + 2 dv/dt + v = 3, v(0) = 5, 
dv(0)/dt = 1 

(d) d 2 i/dt 2 + 2 di/dt + 5 i = 10,7(0) = 4, 
di(0)/dt = -2 

8.30 As respostas a um degrau de um circuito RLC em série são 

v c = 40 - 10é>~ 2 000 '— 10e~ 4 000 'V, t > 0 


k(f) = 3e~ 


6e 


'mA, 


t > 0 


(a) Determine C. 

(b) Determine que tipo de amortecimento é apresentado 
pelo circuito. 

8.31 Considere o circuito da Figura 8.79. Determine v L (0 + ) e 

M vdO + ). 


40 Q 


10 D 


-1-VM- 

—WVv— 


+ 

f) 0,5 H 2 v L 1 F = 

= v c (í 

f 

1 


50 V 


Figura 8.79 Esquema para o Problema 8.31. 

8.32 Para o circuito da Figura 8.80, determine v(t) para t > 0. 
M 2u(-t) A 



2Ü 


Figura 8.80 Esquema para o Problema 8.32. 

8.33 Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 8.81. 

M 


3 A 


_ <^lX _ ÀS, _ 

10 Q < 

+ 

v - 

- 4F 5 Q < 

1 G 


Q 4 u(t)i 


Figura 8.81 Esquema para o Problema 8.33. 
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8.34 Calcule i(t) para t > 0 no circuito da Figura 8.82. 


8.39 Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 8.87. 


+ v - 



Figura 8.82 Esquema para o Problema 8.34. 

8.35 Considere a Figura 8.83 e elabore um problema para aju- 
eOd dar outros estudantes a entenderem melhor a resposta a 
um degrau de circuitos RLC em série. 


+ 

v 


Figura 8.83 Esquema para o Problema 8.35. 



30 Q °’ 5 F 0,25 H 

—vwv——II-nmp— 


60u(í) V 


+ v 

20 Q 


í ) 30«(r) V 


Figura 8.87 Esquema para o Problema 8.39. 


8.40 A chave no circuito da Figura 8.88 é deslocada da posição 
M a para a posição b em t = 0. Determine i{t) para t > 0. 


0,02 F 14Q 



8.36 Obtenha v(t) e i(t) para t > 0 no circuito da Figura 8.84. Figura 8.88 Esquema para o Problema 8.40. 



Figura 8.84 Esquema para o Problema 8.36. 


* 8.37 Para o circuito da Figura 8.85, determine i(t) para t > 0. 



Figura 8.85 Esquema para o Problema 8.37. 

8.38 Consulte o circuito da Figura 8.86. Calcule i(t) para t > 0. 

2(1 -m(í))A 



Figura 8.86 Esquema para o Problema 8.38. 


*8.41 Para o circuito da Figura 8.89, determine i(f) para t > 0. 

5fi 



*8.42 Dado o circuito da Figura 8.90, determine v(t) para t > 0. 


2 A 



8.43 A chave da Figura 8.91 é aberta em t = 0 após o circuito ter 
atingido o estado estável. Determine R e C de modo que 
a = 8 Np/s e u> d = 30 rad/s. 



Figura 8.91 Esquema para o Problema 8.43. 
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8.44 Um circuito RLC em série possui os seguintes parâmetros: 
R = 1 kíl, Z=lHeC=10nF. Que tipo de amortecimento 
é apresentado pelo circuito? 


• Seção 8.6 Resposta a um degrau de um 
circuito RLC em paralelo 

8.45 No circuito da Figura 8.92, determine v(t) e i(t) para t > 0. 
Suponha v(0) = 0 V e i( 0) = 1 A. 




+ 


4»(?)A Q 

2 q : 

> v = 

= 0,5 F 1 


Figura 8.92 Esquema para o Problema 8.45. 

8.46 Usando a Figura 8.93, elabore um problema para ajudar 
eCd outros estudantes a entenderem melhor a resposta a um 
degrau de um circuito RLC em paralelo. 


«'(?) l 



Figura 8.93 Esquema para o Problema 8.46. 

8.47 Determine a tensão de saída v 0 (t) no circuito da Figura 
8.94. 



Figura 8.94 Esquema para o Problema 8.47. 

8.48 Dado o circuito da Figura 8.95, determine i(t) e v(i) para 
t> 0. 



8.49 Determine i(f) para t > 0 no circuito da Figura 8.96. 



| i(t) 




A 


Figura 8.96 Esquema para o Problema 8.49. 


8.50 Para o circuito da Figura 8.97, determine i(t) para t > 0. 


j i(f) 

4 H 


Figura 8.97 Esquema para o Problema 8.50. 


10 £2 
-LhNV- 


30vQ 6k(í)A Q 10 mF = = 


40 Q 


8.51 Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 8.98. 



Figura 8.98 Esquema para o Problema 8.51. 

8.52 A resposta a um degrau de um circuito RLC em paralelo é 
v = 10 + 20e“ 300, (cos 400? - 2 sen 400 f) V, t > 0 
quando o indutor é de 50 mH. Determine R e C. 


• Seção 8.7 Circuitos de segunda 
ordem gerais 

8.53 Após estar aberta por um dia, a chave do circuito da Figura 
8.99 é fechada em t = 0. Determine a equação diferencial 
descrevendo ?(?), t > 0. 

r = 0 



Figura 8.99 Esquema para o Problema 8.53. 

8.54 Considere a Figura 8.100 e elabore um problema para aju- 
eUd dar outros estudantes a entenderem melhor os circuitos de 
segunda ordem gerais. 


A / = 0 



Figura 8.95 Esquema para o Problema 8.48. 


Figura 8.100 Esquema para o Problema 8.54. 
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8.55 Para o circuito da Figura 8.101, determine v(t) para t > 0. 
Suponha u(0 + ) = 4 V e i(0 + ) = 2 A. 

2 Q 



Figura 8.101 Esquema para o Problema 8.55. 

8.56 No circuito da Figura 8.102, determine i(t) para t > 0. 


4Ü 



Figura 8.102 Esquema para o Problema 8.56. 

8.57 Se a chave na Figura 8.103 se encontrar desligada há um 
longo tempo antes de t = 0, porém é aberta em l = 0, deter¬ 
mine: 

(a) a equação característica do circuito, 

(b) i x e v R para t > 0. 


f = 0 



8.58 No circuito da Figura 8.104, a chave se encontra na posi¬ 
ção 1 há um longo tempo, porém muda para a posição 2 
emí=0. 

(a) v{0 + ), dv(0 + )/dt. 

(b) v(t) para t > 0. 


9 [ 8 £2 



8.59 O interruptor da Figura 8.105 se encontrava na posição 
1 para t < 0. Em t = 0, ela muda instantaneamente para o 
terminal superior do capacitor. Observe que o interruptor 
fecha um contato (no terminal do capacitor) antes de abrir 
o outro (posição 1). Detennine v(t). 

4 - Q 1 f = 0 4 h 


40 V (±) 


Figura 8.105 Esquema para o Problema 8.59. 

8.60 Obtenha /, e i 2 para t> 0 no circuito da Figura 8.106. 

3 Q 





— AWV— 

i 1 ' 1 

Au{t) A 

*) 2 0,1 


T 

1H i 


Figura 8.106 Esquema para o Problema 8.60. 


-wvw- 




-rrinp- 


v ±t 6 f 


16 Q 


8.61 Para o circuito do Problema 8.5, detennine i e v para t > 0. 

8.62 Encontre a resposta v R (t) para t > 0 no circuito da Figura 
8.107. Seja R = 3 íl, L = 2 H c C = 1/18 F. 



Figura 8.107 Esquema para o Problema 8.62. 


• Seção 8.8 Circuitos de segunda ordem 
contendo amplificadores 
operacionais 


8.63 Para o circuito com amplificador operacional da Figura 
8.108, determine a equação diferencial para i(t). 

C 



Figura 8.104 Esquema para o Problema 8.58. 


Figura 8.108 Esquema para o Problema 8.63. 
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8.64 Considere a Figura 8.109 e elabore um problema para aju- 
e d dar outros estudantes a entenderem melhor os circuitos de 
segunda ordem com AOP. 


C i 



• Seção 8.9 Análise de circuitos RLC 
JjJ usando o PSpice 

8.68 Para a função degrau v s = u(t), use o PSpice ou o MultiSim 
para determinar a resposta v(t) para 0 < t < 6 s no circuito 
da Figura 8.113. 



2Ü 

AMV 


1 H 

umu 



Figura 8.113 Esquema para o Problema 8.68. 


Figura 8.109 Esquema para o Problema 8.64. 

8.65 Determine a equação diferencial para o circuito com AOP 
da Figura 8.110. Se t>i(0 + ) = 2 V e v 2 (0 + ) = 0 V, detennine 
v 0 para t > 0. Seja R = 100 kíl e C = 1 pF. 

R 



Figura 8.110 Esquema para o Problema 8.65. 

8.66 Obtenha a equação diferencial para v 0 (f) no circuito com 
AOP da Figura 8.111. 



Figura 8.111 Esquema para o Problema 8.66. 

* 8.67 No circuito com amplificador operacional da Figura 8.112, 
determine v„(f) para t > 0. Seja v in = u(t) V, R t = R 2 = 
10 kfl, Cj = C 2 = 100 pF. 


8.69 Dado o circuito sem fonte da Figura 8.114, use o PSpice 
ou o MultiSim para obter i(t) para 0 < t < 20 s. Suponha 
v(0) = 30 V e i(0) = 2 A. 



Figura 8.114 Esquema para o Problema 8.69. 


8.70 Para o circuito da Figura 8.115, use o PSpice ou o MultiSim 
para obter v(t) para 0 < t < 4 s. Suponha que tanto a tensão 
no capacitor como a corrente no indutor em t = 0 sejam nulas. 


6 Q 2 H 



Figura 8.115 Esquema para o Problema 8.70. 


8.71 Obtenha v(t) para 0 < t < 4 s no circuito da Figura 8.116 
usando o PSpice ou o MultiSim. 


13w(0A 




0,4 F i h 6 £2 



39 u(t) V 


Figura 8.116 Esquema para o Problema 8.71. 


8.72 A chave na Figura 8.117 se encontrava na posição 1 por 
um longo período. Em l = 0, ela é mudada para a posição 
2. Use o PSpice ou o MultiSim para determinar i(t) para 
0<t<0,2 s. 


C i 



4kQ 


1 2 
o- 


10V 




-r = 0 | 

100 pF =j= <> 2 k£2 


1 kO 100 mH 

■WA-OTO— 


Figura 8.117 Esquema para o Problema 8.72. 


8.73 Elabore um problema, para ser resolvido usando o PSpice 
e€>d ou o MultiSim, de forma a ajudar outros estudantes a en¬ 
tenderem melhor os circuitos RLC sem fonte. 


Figura 8.112 Esquema para o Problema 8.67. 
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• Seção 8.10 Dualidade 

8.74 Desenhe o circuito dual daquele mostrado na Figura 8.118. 


2£2 4Q 



Figura 8.118 Esquema para o Problema 8.74. 
8.75 Obtenha o dual do circuito da Figura 8.119. 



8.76 Determine o dual do circuito da Figura 8.120. 



8.77 Desenhe o dual do circuito da Figura 8.121. 


5 A 



Figura 8.121 Esquema para o Problema 8.77. 

• Seção 8.11 Aplicações 

8.78 Um acionador de airbag para automóvel é modelado pelo 
circuito mostrado na Figura 8.122. Determine o tempo ne¬ 
cessário para a tensão no acionador atingir seu primeiro pico 
após mudar da posição A para B. Seja R = 3 íl, C = 1/30 F e 
L = 60 mH. 




Acionador 
de airbag 


Figura 8.122 Esquema para o Problema 8.78. 


8.79 O modelo de uma carga é um indutor de 250 mH em pa¬ 
ralelo a um resistor de 12 íl. E preciso que um capacitor 
esteja conectado à carga de modo que o circuito apresente 
amortecimento crítico para a frequência de 60 Hz. Calcule 
o valor do capacitor. 


Problemas abrangentes 


8.80 Um sistema mecânico tem como modelo um circuito RLC 
e d em série. Deseja-se uma resposta com amortecimento su- 

percrítico com constantes de tempo 0,1 ms e 0,5 ms. Se for 
usado um resistor de 50 kíl, determine os valores de L e C. 

8.81 Um oscilograma pode ser modelado de forma adequada 
eQd por meio de um circuito de segunda ordem na fonna de um 

circuito RLC em paralelo. Deseja-se obter uma tensão suba- 
mortecida no resistor de 200 íl. Se a frequência de amorte¬ 
cimento for de 4 kHz e a constante de tempo da envoltória 
for 0,25 s, determine os valores necessários para L e C. 

8.82 O circuito da Figura 8.123 é um modelo elétrico das funções 
corpóreas usadas em faculdades de medicina para estudo de 
convulsões. Esse modelo tem as seguintes características: 

C] = Volume de fluido em um medicamento 
C 2 = Volume do fluxo sanguíneo em determinada região 
R l = Resistência oferecida pela entrada do fluxo san¬ 
guíneo durante a passagem do medicamento 
R-, = Resistência do mecanismo de excreção, como rins 
etc. 

v B = Concentração inicial da dosagem do medicamento 
v(t) = Porcentagem de medicamento presente no fluxo 
sanguíneo 


Determine v(t) para t > 0, dado que C x = 0,5 /xF, C 2 = 5 
/xF, R, = 5 Mil, R 2 = 2,5 Míl e v a = 60u(t) V. 

t=o~X 

--WW- 

+ 

v o =p Cj r 2 


Figura 8.123 Esquema para o Problema 8.82. 



8.83 A Figura 8.124 mostra um circuito típico de oscilador com 
eOd diodo túnel. O modelo para o diodo é um resistor não li¬ 
near com i D =f(v D ), ou seja, a corrente no diodo é uma 
função não linear da tensão no diodo. Deduza a equação 
diferencial para o circuito em termos de v e i D . 


R L _ [_ 

—VM—'HíT'- 


+ 




Figura 8.124 Esquema para o Problema 8.83. 
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SENOIDES E FASORES 


Aquele que não sabe, e não sabe que não sabe, é um tolo - evitem-no. Aquele que não sabe, e sabe 
que não sabe, é uma criança - ensine-o. Aquele que sabe, e não sabe que sabe, é um dormente 
- desperte-o. Aquele que sabe, e sabe que sabe, é um sábio - siga-o. 

Provérbio persa 


Progresso profissional 

Critérios ABET EC 2000 (3.d), "habilidade para atuar em equipes 


multidisciplinares". 

A “habilidade para atuar em equipes multidisciplina¬ 
res” é inerentemente crítica para o engenheiro atuan¬ 
te. Raramente, esses profissionais, se é que o fazem, 
trabalham sozinhos, pois sempre farão parte de algu¬ 
ma equipe. Uma das coisas que gosto de relembrar a 
meus estudantes é que ninguém é obrigado a se dar 
bem com todos os membros de uma equipe; deve-se 
apenas ser uma parte bem-sucedida dela. 

Na maioria das vezes, essas equipes são for¬ 
madas por indivíduos de uma série de disciplinas 


da engenharia, bem como das que não são da área, 
como marketing e finanças. 

Os estudantes podem facilmente desenvol¬ 
ver e aperfeiçoar essa capacidade, trabalhando 
em grupos de estudo em todas as unidades cur¬ 
riculares que cursarem. E fazer parte de grupos 
de estudo em cursos que não são de engenharia, 
bem como em cursos de engenharia fora de sua 
disciplina, obviamente, lhe darão experiência de 
trabalho em equipes multidisciplinares. 
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George Westinghouse. 
Foto © Bettmann/Corbis 


PERFIS HISTÓRICOS 

Nikola Tesla (1856-1943) e George Westinghouse (1846-1914) ajudaram 
a estabelecer a corrente alternada como o principal modo para transmissão e 
distribuição de eletricidade. 

Hoje, não há dúvida de que a geração em CA está bem consolidada como a 
forma de energia elétrica para sua distribuição ampla de modo eficiente e eco¬ 
nômico. Entretanto, no final do século XIX, qual seria a melhor opção - CA 
ou CC - era motivo de calorosos debates e possuía defensores extremamente 
categóricos de ambos os lados. A ala da CC era liderada por Thomas Edison, 
que havia ganhado muito respeito por causa de seus vários inventos. A gera¬ 
ção de energia usando CA começou realmente a ser construída após as bem- 
-sucedidas contribuições de Tesla. O verdadeiro sucesso comercial da CA veio 
com George Westinghouse e a extraordinária equipe, entre os quais Tesla, que 
ele formou. Além desses, dois outros grandes nomes foram C. F. Scott e B. G. 
Lamme. 

A contribuição mais importante para o sucesso precoce da CA foi o paten- 
teamento do motor CA polifásico de Tesla, em 1888. O motor de indução e os 
sistemas de geração e distribuição polifásicos condenaram ao fracasso o uso da 
CC como principal fonte de energia. 


9.1 


Introdução 


Até agora, nossa análise tem-se limitado, na maior parte, aos circuitos CC: 
aqueles excitados por fontes constantes ou que não variam com o tempo. Res¬ 
tringimos a função de alimentação a fontes CC visando à simplicidade, para 
fins pedagógicos e também por motivos históricos. Essas fontes, fatualmente, 
foram o principal meio de fornecimento de energia elétrica até o final dos anos 
1800, onde se iniciou a batalha entre corrente contínua e corrente alternada, 
que possuíam seus defensores entre os engenheiros elétricos da época. Como a 
CA é mais eficiente e econômica para transmissão por longas distâncias, os sis¬ 
temas CA acabaram vencendo essa batalha. Portanto, foi para poder acompa¬ 
nhar a sequência de fatos históricos que consideramos primeiro as fontes CC. 

Agora, iniciaremos a análise de circuitos nos quais a fonte de tensão ou 
de corrente varia com o tempo. Neste capítulo, estaremos particularmente in¬ 
teressados na excitação senoidal com variação no tempo ou, simplesmente, 
excitação por uma senoide. 


Senoide é um sinal que possui a forma da função seno ou cosseno. 


Uma corrente senoidal é normalmente conhecida como corrente alternada 
(C4). Uma corrente desse tipo inverte-se em intervalos de tempo regulares e 
possui, alternadamente, valores positivos e negativos. Os circuitos acionados 
por fontes de tensão ou de corrente senoidais são chamados circuitos CA. 

Estamos interessados em senoides por uma série de razões. Em primeiro 
lugar, a própria natureza é caracteristicamente senoidal. Observamos variação 
senoidal no movimento de um pêndulo, na vibração de uma corda, nas ondas 
do oceano e na resposta natural de circuitos de segunda ordem subamortecidos, 
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somente para citar alguns. Em segundo lugar, um sinal senoidal é fácil de ser 
gerado e transmitido, pois a forma de tensão gerada ao redor do mundo e for¬ 
necida às residências, às fábricas, aos laboratórios e assim por diante, como 
também é a forma dominante do sinal nos segmentos de energia elétrica e 
comunicação. Em terceiro lugar, por meio da análise de Fourier, qualquer si¬ 
nal periódico prático pode ser representado por uma soma de senoides, que, 
portanto, desempenham papel importante na análise de sinais periódicos. Fi¬ 
nalmente, uma senoide é fácil de ser tratada matematicamente. A derivada e a 
integral de uma senoide são, elas próprias, senoides. Por estas e outras razões, 
ela é uma função extremamente importante na análise de circuitos. 

Uma função de alimentação senoidal produz tanto uma resposta transiente 
como uma resposta em regime estacionário, de forma muito parecida com a 
função degrau, que estudamos nos Capítulos 7 e 8. A resposta transiente se 
extingue com o tempo de modo a permanecer apenas a parcela correspondente 
à resposta em regime estacionário. Quando a resposta transiente se torna des¬ 
prezível em relação à resposta em regime estacionário, dizemos que o circuito 
está operando em regime estacionário senoidal. E esta resposta em regime es¬ 
tacionário senoidal que nos interessa neste capítulo. 

Iniciamos com uma discussão sobre fundamentos de senoides e fasores. 
Em seguida, introduzimos os conceitos de impedância e admitância. As leis 
fundamentais de Kirchhoff e de Ohm introduzidas para circuitos CC serão 
aplicadas a circuitos CA. Finalmente, consideraremos aplicações de circuitos 
CA em comutadores de fase e pontes. 


9.2 


Senoides 


Consideremos a tensão senoidal 


v(t ) = V m sen cot (9.1) 

onde 

V m = amplitude da senoide 
co = frequência angular em radianos/s 
cot = argumento da senoide 

A senoide é mostrada na Figura 9.1a em função de seu argumento e na Figura 
9.1 b em função do tempo. Fica evidente que a senoide se repete a cada T se¬ 
gundos; portanto, T é chamado período da senoide. A partir dos dois gráficos 
da Figura 9.1, observamos que coT= 2 tt. 



(9.2) 




Figura 9.1 Esboço de V m sen cot. (a) em função de cot ; ( b ) em função de t. 
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Da Burndy Library Collection na 
Huntington Library, San Marino, 
Califórnia. 


A unidade de f recebeu o nome 
em homenagem ao físico alemão 
Heinrich R. Hertz (1857-1894). 



PERFIS HISTÓRICOS 


Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), físico experimental alemão, demonstrou 
que as ondas eletromagnéticas obedecem às mesmas leis fundamentais da luz. 
Seu trabalho confirmou a célebre teoria e predição (no ano de 1864), de James 
Clerk Maxwell, de que tais ondas existiam. 

Hertz nasceu em uma próspera família em Hamburgo, Alemanha. Estudou na 
Universidade de Berlim e realizou seu doutorado sob a orientação do proemi¬ 
nente físico Hermann von Helmholtz. Tornou-se professor da Karlsruhe, onde 
começou sua busca incansável pelas ondas eletromagnéticas. Hertz foi bem- 
-sucedido na geração e detecção das ondas eletromagnéticas; foi o primeiro a 
demonstrar que a luz era energia eletromagnética. Em 1887 Hertz percebeu pela 
primeira vez o efeito fotoelétrico dos elétrons em uma estrutura molecular. Em¬ 
bora Hertz tenha chegado apenas aos 37 anos de vida, sua descoberta das ondas 
eletromagnéticas abriu caminho para o uso prático de tais ondas no rádio, na 
televisão e em outros sistemas de comunicação. A unidade de frequência, o hertz, 
recebeu esse nome em sua homenagem. 


O fato de u(t) repetir-se a cada T segundos é demonstrado substituindo-se t por 
t+T na Equação (9.1). Obtemos, então, 


v(t + T) 


V m sen co(t + T) = V m sen cu 


t + 



= V m sen (cot + 27t) = V m senwí = v(i) 


Portanto, 


v(t + T) = v(t) 


(9.3) 


(9.4) 


ou seja, v apresenta o mesmo valor em t+T que aquele em t e diz-se que v(t) 
é periódica. Em geral, 


Função periódica é aquela que satisfaz f(t) = f(t + riT), para todo t e para 
todos os inteiros n. 


Conforme mencionado anteriormente, o período T da função periódica é o 
tempo de um ciclo completo ou o número de segundos por ciclo. O inverso 
desse valor é o número de ciclos por segundo, conhecido como frequência 
cíclica f da senoide. Consequentemente, 



(9.5) 


A partir das Equações (9.2) e (9.5), fica evidente que 


co = 2 Trf (9.6) 

Enquanto w é em radianos por segundo (rad/s),/é dado em hertz (Hz). 
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Consideremos, agora, uma expressão mais genérica para a senoide, 

v(t) = V m sen(<wí + f) (9.7) 

onde (u>t + (b) é o argumento e <f> é a fase. Tanto um como outro podem ser em 
radianos ou graus. 

Examinemos as duas senoides a seguir 

Vi(f) = V,„ sen cot e v 2 (t) = V m sen(wf + </>) (9.8) 

exibidas na Figura 9.2. O ponto de partida de v 2 nessa figura ocorre primeiro 
no tempo. Consequentemente, dizemos que v 2 está avançada em relação a v , 
em cf), ou que v x está atrasada em relação a v 2 em <b. Se <]) + 0, também pode¬ 
mos dizer que iq e v 2 estão fora de fase. Se f = 0, então tq e u 2 estão em fase ; 
elas atingem seus mínimos e máximos exatamente ao mesmo tempo. Podemos 
comparar iq e u 2 dessa maneira, pois operam na mesma frequência; e não pre¬ 
cisam ter a mesma amplitude. 



Figura 9.2 Duas senoides com fases distintas. 

Uma senoide pode ser expressa em termos de seno ou de cosseno. Ao 
compararmos duas senoides, é indicado que expressemos ambas como seno 
ou, então, como cosseno e com amplitudes positivas. Isso pode ser conseguido 
usando-se as seguintes identidades trigonométricas: 


sen(A ± B) — senÁ cos B ± cos A senB 
cos(A ± B) = cos A cos B + sen A senB 

Com essas identidades, fica fácil demonstrar que 

sen(cot ± 180°) = —sencot 
cos(wt ± 180°) = —cos (ot 
sen (lot ± 90°) = ±cos<y/ 
cos (cot ± 90°) = + senrnr 


(9.9) 


(9.10) 


Usando essas relações, podemos transformar uma senoide na forma de seno 
para uma na forma de cosseno, ou vice-versa. 

Poderíamos usar um método gráfico para relacionar ou comparar senoides 
como uma alternativa em relação ao emprego das identidades trigonométri¬ 
cas nas Equações (9.9) e (9.10). Consideremos o conjunto de eixos mostrado 
na Figura 9.3a, onde o eixo horizontal representa a magnitude do cosseno, 



->- + COS (Ot 


+ sen (ot 



(b) 

Figura 9.3 Forma gráfica 
de relacionar seno e cosseno: 

(a) cos (cot - 90°); ( b ) sen(o)t + 180°) = 
- sen cot. 
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enquanto o vertical (que aponta para baixo) indica a magnitude do seno. Os 
ângulos são medidos positivamente no sentido anti-horário a partir do eixo 
horizontal, como acontece de praxe no sistema de coordenadas polares. Essa 
técnica gráfica pode ser usada para relacionar duas senoides. Por exemplo, ve¬ 
mos na Figura 9.3a que subtrair 90° do argumento de cos wt resulta em sen wt, 
ou cos (cot - 90°) = sen wt. De forma similar, somando-se 180° ao argumento de 
sen wt resulta em -sen wt ou sen(co? + 180°) = -sen wt, como ilustra a Figura 9.3 b. 

A técnica gráfica também pode ser usada para somar duas senoides de 
mesma frequência quando uma se encontra na forma de seno e a outra na for¬ 
ma de cosseno. Para somar A cos wt e B sen wt , nota-se que A é a magnitude 
de cos wt, enquanto B é a magnitude de sen wt, conforme mostrado na Figura 
9.4fl. A magnitude e o argumento da senoide resultante na forma de cosseno 
são imediatamente obtidos do triângulo. Portanto, 

A coswf + B senwt = C cos (wt — 9) (9-11) 

onde 

C = VA 2 + B 2 , 6 = tg (9.12) 

A 

Por exemplo, podemos somar 3 cos wt e - 4 sen wt, conforme nos mostra a 
Figura 9.4Z? e obter 

3 cos wt — 4 senaií = 5 cos (wt + 53,1°) (9.13) 

Comparado com as identidades trigonométricas nas Equações (9.9) e (9.10), 
o método gráfico elimina a necessidade de memorização. Entretanto, não se deve 
confundir os eixos de seno e cosseno com os eixos para números complexos a 
serem vistos mais adiante. Outro detalhe a ser observado nas Figuras 9.3 e 9.4 é 
que, embora a tendência natural seja ter o eixo vertical apontando para cima, o 
sentido positivo da função seno é, nesse caso, para baixo. 




(a) (b) 

Figura 9.4 (à) Soma de A cos wt e B sen wt; ( b ) soma de 3 cos wt e -4 sen wt. 

• EXEMPLO 9.1 

Determine a amplitude, a fase, o período e a frequência da senoide 

v(t) = 12 cos(50í + 10°) 

Solução: A amplitude éV m = 12V. 

A fase é 4>= 10°. 

A frequência angular é w = 50 rad/s. 

_ , , 2-77 2-77 

O período T= -=-= 0,1257 s. 

w 50 
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1 

A frequência é / = — = 7,958 Hz. 

Dada a senoide 30 sen(4irí - 75°), calcule sua amplitude, fase, frequência angular, 
período e frequência. 

Resposta: 30, -75°, 12,57 rad/s, 0,5 s, 2 Hz. 


Calcule o ângulo de fase entre iq = —10 cos (cot + 50°) e v 2 = 12 sen(&>t - 10°). Indique 
qual senoide está avançada. 

Solução: Calculemos a fase de três maneiras. Os dois primeiros métodos usam identi¬ 
dades trigonométricas, enquanto o terceiro deles utiliza a abordagem gráfica. 

■ MÉTODO 1 Para poder comparar tq e v 2 , temos de expressá-las da mesma forma. 
Se as expressarmos em termos de cosseno com amplitudes positivas, 

tq = —10 cos((uf + 50°) = 10cos(o)f + 50° — 180°) 

Vi = 10 cos(o)í - 130°) ou Vi = 10 cos (cot + 230°) (9.2.1) 


e 


v 2 = 12 sen(&j t - 10°) = 12 cos (cot - 10° - 90°) 

v 2 = 12 cos (üit - 100°) (9.2.2) 

Pode ser deduzido das Equações (9.2.1) e (9.2.2) que a diferença de fase entre v 1 ev 2 é 
de 30°. Podemos escrever v 2 como 

v 2 = 12cos(orf — 130° + 30°) ou v 2 = 12cos(<w? + 260°) (9.2.3) 

A comparação entre as Equações (9.2.1) e (9.2.3) demonstra claramente que v 2 está 
avançada em relação a tq em 30°. 

■ MÉTODO 2 De forma alternativa, podemos expressar tq na forma de seno: 

Vi — 10 cos (cot + 50°) = 10 sen(ta? + 50° - 90°) 

= 10 sen(to? — 40°) = 10 senfoif — 10° — 30°) 

Porém, v 2 = 12 cos (cot + 10°). Comparando as duas, vemos que tq está atrasada em 
relação a v 2 em 30°. Isso equivale a dizer que v 2 está avançada em relação a iq em 30°. 

■ MÉTODO 3 Podemos considerar iq simplesmente como tq = —10 cos wt com um 
deslocamento de fase de +50°. Logo, tq fica confonne exibido na Figura 9.5. De modo 
similar, v 2 é 12 sen cot com um deslocamento de fase de -10°, conforme mostra a Figura 
9.5. E fácil notar que v 2 está avançado em relação a iq em 30°, isto é, 90° - 50° - 10°. 


Detennine o ângulo de fase entre 

q = -4 sen(377í + 55°) e i 2 = 5 cos(377f - 65°) 
q está adiantada ou atrasada em relação a i{l 
Resposta: 210°, q está avançada em relação a i 2 . 


Fasores 

As senoides são facilmente expressas em tennos de fasores, que são mais con¬ 
venientes de serem trabalhados que as funções de seno e cosseno. 


Fasor é um número complexo que representa a amplitude e a fase de uma 
senoide. 


9.3 


PROBLEMA PRÁTICO 9.1 • 


EXEMPLO 9.2 • 



sen mt 


Figura 9.5 Esquema para o 
Exemplo 9.2. 

PROBLEMA PRÁTICO 9.2 • 
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PERFIS HISTÓRICOS 

Charles Proteus Steinmetz (1865-1923), matemático e engenheiro austro- 
-germânico, introduziu o método do fasor (estudado neste capítulo) na análise de 
circuitos CA. Ele também é conhecido por seu trabalho sobre a teoria da histerese. 

Steinmetz nasceu em Breslau, Alemanha, e perdeu sua mãe quando tinha ape¬ 
nas um ano. Quando jovem, foi forçado a deixar a Alemanha em decorrência de 
suas atividades políticas, quando estava prestes a completar sua tese de douto¬ 
rado em matemática na Universidade de Breslau. Emigrou para a Suíça e mais 
tarde para os Estados Unidos, onde conseguiu um emprego na General Electric, 
em 1893. Nesse mesmo ano, publicou um artigo no qual eram usados, pela pri¬ 
meira vez, números complexos para analisar circuitos CA. Isso levou a um de 
seus muitos livros, Theory and Calculation of AC Phenomena, publicado pela 
McGraw-Hill, em 1897. Em 1901, tornou-se presidente do American Institute of 
Electrical Engineers, que mais tarde se tornou o IEEE. 


Charles Proteus Steinmetz 
(1865-1 923) foi um matemático e 
engenheiro elétrico austro-alemão. 


O Apêndice B apresenta um breve 
[ tutorial sobre números complexos. 

\ - * 


Eixo dos números 
imaginários 



Figura 9.6 Representação de um 
número complexo z = x + jy = r /<fi. 


Os fasores se constituem de maneira simples para analisar circuitos lineares 
excitados por fontes senoidais; encontrar a solução para circuitos desse tipo 
seria impraticável de outro modo. A noção de resolução de circuitos CA usan¬ 
do fasores foi introduzida inicialmente por Charles Steinmetz em 1893. Antes 
de definirmos completamente os fasores e aplicá-los à análise de circuitos, 
precisamos estar completamente familiarizados com números complexos. 

Um número complexo z pode ser escrito na forma retangular como 

z = x+jy (9.14a) 

onde j = V— 1; xéa parte real de z; y é a parte imaginária de z. Nesse con¬ 
texto, as variáveis x e y não representam uma posição como na análise vetorial 
bidimensional, mas, sim, as partes real e imaginária de z no plano complexo. 
Não obstante, notamos que existem algumas semelhanças entre manipular nú¬ 
meros complexos e vetores bidimensionais. 

O número complexo z também pode ser escrito na forma polar ou expo¬ 
nencial, como segue 

z = r /$_ = re j4 ’ (9.14 b) 

onde r é a magnitude de z e ^ é a fase de z. Nota-se que z pode ser representado 
de três maneiras: 


z — x + jy Forma retangular 
z = r/cf) Forma polar (9.15) 

z = re J ' 1 ’ Forma exponencial 

A relação entre a forma retangular e a forma polar é mostrada na Figura 
9.6, onde o eixo x representa a parte real e o eixo y, a parte imaginária de um 
número complexo. Dados x e y, podemos obter r e cf> como segue 


r = y/x 2 + y 2 , <p = tg 1 - 

Por outro lado, se conhecermos r e </>, podemos obter x ey como 


(9.16a) 
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x = rcos/>, y = r sen/> (9.166) 


Portanto, z poderia ser escrito como indicado a seguir 



z = x + jy = rjcf) = r(coscf) + j sen cf>) 

(9.17) 

A adição e a subtração de números complexos são mais bem realizadas na 
forma retangular; a multiplicação e a divisão são mais bem efetuadas na forma 
polar. Dados os números complexos 


z = x + jy = r/4), zi = X! + jy x = r l /4> l 

Zi = + jy 2 = r 2 /4>2 

as seguintes operações são importantes. 

Adição: 



Z\ + z 2 = (x x 4- x 2 ) + j(y i + y 2 ) 

(9.18a) 

Subtração: 

Zi ~ z 2 = (x x - x 2 ) + ./'(>’, - y 2 ) 

(9.186) 

Multiplicação: 



ZiZ 2 = r 1 r 2 /4) l + 4> 2 

(9.18c) 

Divisão: 

j-= 7~ + 2 
^2 r 2 - 

(9.18d) 

Inverso: 



1 = ~/~4> 

z r L - 

Raiz quadrada: 

(9.18c) 


Vz = Vr /4>/2 

(9.18/) 

Conjugado Complexo: 



z* = x — jy = r/~4> = re Jrl> 

(9.18^) 


Observe que da Equação (9.18e): 

1 

. = ~j (9.18/1) 

Estas são as propriedades básicas dos números complexos de que precisare¬ 
mos. Outras propriedades dos números complexos podem ser encontradas no 
Apêndice B. 

A ideia da representação de fasor se baseia na identidade de Euler. Em 
geral, 


e ±7< ^ = cos <p ± j sen/> 


(9.19) 
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que demonstra que podemos considerar cos cf> e sen <b como as partes real e 
imaginária de e j ^\ podemos escrever 


cos <b = Re(e 7< ^) (9.20a) 

sen 4> = (9.20A) 

onde Re e Im significam a parte real de e a parte imaginária de, respectiva¬ 
mente. Dada a senoide v(t) = V m cos(wí + ó), usamos a Equação (9.20a) para 
expressar v(t) como 

v(t) = V m cos (cot + d>) = Re(y m e j( “' +0) ) (9.21) 


OU 


v(t) = R eÇV m e j +e j,ú ') (9.22) 

Portanto, 


v(t) = Re(Ve >r ) 


onde 


(9.23) 


Um fasor pode ser considerado o 
equivalente matemático de uma 
senoide com a dependência do 
tempo eliminada. 


Se usarmos seno para fasor em 
vez de cosseno, então v(t) = 
l/ m sen(íi>f + 4>) = lrn(\/ m e- /( “ f + ' w ) e 
o fasor correspondente é o mesmo 
do que aquela da Equação (9.24). 



V = V m e J,h = V m [b (9.24) 

V é, portanto, a representação fasorial da senoide v{t), como dissemos ante¬ 
riormente. Em outras palavras, fasor é uma representação complexa da magni¬ 
tude e fase de uma senoide. Tanto a Equação (9.20a) como a Equação (9.20Ò) 
podem ser usadas para desenvolver o fasor, porém convencionalmente se utili¬ 
za a Equação (9.20a). 

Uma maneira de examinar as Equações (9.23) e (9.24) é considerar o 
gráfico do seno We jü> ‘ = V m e j(olt 1 no plano complexo. À medida que o tem¬ 
po cresce, esse seno gira em um círculo de raio V m em uma velocidade angu¬ 
lar u> no sentido anti-horário, como mostrado na Figura 9.7a. Podemos 
considerar v(t) como a projeção do seno fasorial \e jolt no eixo real, conforme 
mostrado na Figura 9.1b. O valor do seno fasorial no instante í=0éo fasor 

V da senoide v{t). O seno fasorial pode ser considerado como o fasor rotacio- 
nal. Consequentemente, toda vez que uma senoide for expressa como fasor, 
o termo e'" ,! está implicitamente presente. Assim, é importante, ao lidar com 
fasores, ter em mente a frequência a> do fasor; caso contrário, podemos co¬ 
meter erros graves. 



Figura 9.7 Representação de Ve J “" (a) seno fasorial girando no sentido anti-horário; 
( b ) sua projeção no eixo real, em função do tempo. 
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A Equação (9.23) afirma que, para obter a senoide correspondente para 
dado fasor V, devemos multiplicar o fasor pelo fator de tempo e JWÍ e extrair 
a parte real. Como valor complexo, um fasor pode ser expresso em forma 
retangular, polar ou exponencial. Uma vez que um fasor tem magnitude e 
fase (“sentido”), ele se comporta como um vetor e é impresso em negrito. Por 
exemplo, os fasores Y = V m l4> e I = I m /_—6 são representados graficamen¬ 
te na Figura 9.8. Uma representação gráfica dos fasores é conhecida como 
diagrama fasorial. 

As Equações (9.21) a (9.23) revelam que, para obter o fasor correspon¬ 
dente a uma senoide, expressamos primeiro a senoide na forma de cosseno de 
modo que ela possa ser escrita como a parte real de um número complexo. Em 
seguida, eliminamos o fator de tempo e , "“ e tudo que resta é o fasor correspon¬ 
dente à senoide. Eliminando-se o fator de tempo, transformamos a senoide no 
domínio do tempo para o domínio de fasores. Essa transformação é sintetizada 
a seguir: 


v{t) = V m cos (cot + 4>) 


v = v m [± 

(Representação no 


(Representação 

domínio do tempo) 


no domínio 



dos fasores) 


Usamos letras em itálico, como 
z, para representar números 
complexos, porém, letras 
em negrito, como V, para 
representar fasores, pois os 
fasores são quantidades do tipo 
vetorial. 



Eixo dos números imaginários 



Eixo dos números reais 


Figura 9.8 Um diagrama fasorial mostrando V = V,„ / <f> e I = I m /—O. 


Dada uma senoide v(t) = V m cos(wí + cf>), obtemos o fasor correspondente 
como V = V m Ijj). A Equação (9.25) também é demonstrada na Tabela 9.1, na 
qual a função seno é considerada além da função cosseno. A partir da Equa¬ 
ção (9.25), vemos que, para obter a representação fasorial de uma senoide, a 
expressamos na forma de cosseno e extraímos a magnitude e a fase. Dado um 
fasor, obtemos a representação no domínio do tempo como a função cosseno 
com a mesma magnitude do fasor e o argumento como u>t mais a fase do fasor. 
A ideia de expressar informações em domínios alternados é fundamental para 
todas as áreas da engenharia. 

Note que, na Equação (9.25), o fator de frequência (ou de tempo) e'"“ é 
suprimido e a frequência não é mostrada explicitamente na representação no 
domínio dos fasores, pois u> é constante. Entretanto, a resposta depende de oj. 
Por essa razão, o domínio dos fasores também é conhecido como domínio da 
frequência. 
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Tabela 9.1 • Transformação senoide-fasor. 

Representação do domínio do 
tempo 

Representação no domínio dos 
fasores 

V,„ cos (cot + (f>) 

v m l± 

V,„ sen(&)t + <p) 

V m /4> - 90° 

/,„ cos (cot + 6) 

Imll 

/,„ sen(íi)f + 0) 

3 

1 

O 

o 


Diferenciar uma senoide 
equivale a multiplicar seu fasor 
correspondente por )&>. 



A partir das Equações (9.23) e (9.24), v(f) = Re(Ve 7 “') = V m cos(wí + 4>) 
de modo que 


— = —coV m sen(wí + <f>) = wV m cos (a>t + (f> + 90°) 
dt 

= Re(wV m e ; “VV 90 °) = Re(jwV« J “') 


(9.26) 


Isso mostra que a derivada de v(t ) é transformada para o domínio dos fasores 
como j(ü\ 


dv 

dt 

(Domínio do tempo) 




jo>\ 

(Domínio dos fasores) 


(9.27) 


Integrar uma senoide equivale a 
dividir seu fasor correspondente 
por ja>. 



De forma similar, a integral de v(t) é transformada para o domínio dos fasores 
como V/j(D 


v dt 




(Domínio do tempo) 


v 

,/w 

(Domínio dos fasores) 


(9.28) 


Somar senoides de mesma 
frequência equivale a somar seus 
fasores correspondentes. 



A Equação (9.27) possibilita a substituição de uma derivada em relação ao 
tempo com a multiplicação de ju> no domínio dos fasores, enquanto a Equação 
(9.28) possibilita a substituição de uma integral em relação ao tempo pela di¬ 
visão por jcü no domínio dos fasores. As Equações (9.27) e (9.28) são úteis na 
descoberta da solução em regime estacionário, que não requer conhecimento 
prévio dos valores iniciais da variável envolvida. Esta é uma das importantes 
aplicações dos fasores. 

Além da diferenciação e integração do tempo, outro importante emprego 
dos fasores é na adição de senoides de mesma frequência. Isso é mais bem 
ilustrado por meio de um exemplo, e o Exemplo 9.6 fornece um. 

As diferenças entre u(t) e V devem ser enfatizadas. 

1. v(t) é a representação instantânea ou no domínio do tempo, enquanto V 
é a representação em termos de frequência ou no domínio dos fasores. 

2. v(f) é dependente do tempo, enquanto V não é. (Esse fato é normalmente 
esquecido pelos estudantes.) 

3. u(t) é sempre real sem nenhum termo complexo, enquanto V geralmente é 
complexo. 

Finalmente, devemos ter em mente que a análise de fasores se aplica apenas 
quando a frequência é constante; e também na manipulação de dois ou mais 
sinais senoidais apenas se eles tiverem a mesma frequência. 
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Calcule os números complexos a seguir: 

(a) (40 /50° + 20 /-30 o ) 1/2 

10/-30 0 + (3 - j4) 

(b) - 

(2 + j4)(3 - >5)* 

Solução: 

(a) Usando transformação polar-retangular, 

40 /50° = 40(cos 50° + j sen 50°) = 25,71 + ;30,64 
20 /—30° = 20[cos(—30°) + ; sen(-30°)] = 17,32 y'10 

A soma de ambos resulta em 

40 /50° -I- 20 /—30° = 43,03 + ;20,64 = 47,72 /25,63° 
Extraindo a raiz quadrada disso, 

(40/50° + 20/-30°) 1/2 = 6,91 /12,81° 

(b) Usando transformação polar-retangular, adição, multiplicação e divisão, 

10 /—30° + (3 - ,/4) 8,66 - j5 + (3 - j4) 

(2 + y4)(3 - ;5)* ~ (2 + ;4)(3 + ;5) 

11,66 - y9 14,73 /—37,66° 

~ -14 + j22 ~ 26,08 /122,47° 

= 0,565 /-160,13° 

Calcule os seguintes números complexos: 

(a) [(5 + ;2)(-l + j4) - 5/60°]* 

10 + j5 + 3/40° 

(b) - _ 3 + /4 — + 10/30:+75 

Resposta: (a) -15,5 - j 13,67; (b) 8,293 + jl,2. 


Transforme as senoides seguintes em fasores: 

(a) i = 6 cos(50 1 - 40°) A 

(b) v = -4sen(30f+ 50°) V 

Solução: 

(a) i = 6 cos(50 1 — 40°) tem o fasor 

I = 6 /—40° A 

(b) Uma vez que — senA = cos(A + 90°), 

v = -4 sen(30r+ 50°) = 4 cos(30í + 50° + 90°) 
= 4 cos(30? + 140°) V 
A representação de u em termos de fasores é 

V = 4 /140° V 

Expresse as senoides seguintes na forma de fasores: 

(a) v = 7 cos(2r + 40°) V 

(b) i = -4sen(10f+ 10°) A 

Resposta: (a) V = 7/40° V; (b) I = 4 /l00° A. 


EXEMPLO 9.3 • 


PROBLEMA PRÁTICO 9.3 • 


EXEMPLO 9.4 • 


PROBLEMA PRÁTICO 9.4 • 
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• EXEMPLO 9.5 


• PROBLEMA PRÁTICO 9.5 


• EXEMPLO 9.6 


• PROBLEMA PRÁTICO 9.6 


Determine as senoides representadas pelos fasores seguintes: 

(a) I= -3 +;4A 

(b) V = j8e~ j20 °Y 

Solução: 

(a) I = — 3 + j4 — 5 /126,87° . Transformando isso para o domínio do tempo 
resulta em 

i(f) = 5 cos (cot + 126,87°) A 

(b) Já que j = 1/90/ 

V = ;8/~ 20° = (l/90°)(8 /—20° ) 

= 8 /90° - 20° = 8 /70° V 

Convertendo isso para o domínio do tempo, resulta em 

v(t) = 8 cos (ü)t + 70°) V 

Determine as senoides correspondentes aos fasores seguintes: 

(a) V = -25/40° V 

(b) I = y(12 — j5 ) A 

Resposta: (a) v(t) = 25 cos (cot — 140°) V ou 25 cos (cot + 220°) V. 

(b) i(t) = 13 cos (cot + 67,38°) A. 


Dados i\(f) = 4 cos(o >t + 30°) A e i 2 (f) = 5 sen(taí + 20°) A, determine sua soma. 

Solução: Eis um importante uso dos fasores - a soma de senoides de mesma frequên¬ 
cia. A corrente i x (t) se encontra na forma-padrão. Seu fasor é 

Ij = 4 /30° 

Precisamos expressar i-,(t) na forma de cosseno. A regra para conversão de seno em 
cosseno é subtrair 90°. Portanto, 

i 2 = 5 cos (cot - 20° - 90°) = 5 cos(a>? - 110°) 

e seu fasor é 

I 2 = 5 /— 110° 

Se fizermos i = i l + i 2 , então 

I = Ij + I 2 = 4/3<r + 5 /110° 

= 3,464 + j2 - 1,71 — j'4,698 = 1,754 - ;2,698 
= 3,218 /—56,97° A 

Transformando isso para o domínio do tempo, obtemos 

i(f) = 3,218 cos (ait - 56,97°) A 

Obviamente, podemos encontrar q + i-, usando a Equação (9.9), porém esta é a forma 
mais difícil. 

Se iq(í) = -10 sen(o)í - 30°) V e v 2 (t) = 20 cos (cot + 45°), determine v = Dj + v 2 . 
Resposta: v(t) = 29,77 cos(wí + 49,98°) V. 
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Usando o método de fasores, determine a corrente i(t) em um circuito descrito pela 
equação diferencial 


4 i + 8 


i dt — 


di 
3 — 
dt 


= 50 cos(2í + 75°) 


Solução: Transformamos cada termo da equação no domínio do tempo para o domínio 
dos fasores. Tendo as Equações (9.27) e (9.28) em mente, obtemos a fonna em termos 
de fasores da equação dada como segue 


Porém ií) = 2e, portanto, 


41 + — - 3>I = 50/75° 
7 " L - 


1(4 - ;4 - j6 ) = 50/75! 


50/75° 50/75° 

I = — - =- , --= 4,642/143. 

4 - y'10 10,77 /—68,2° L - 


2° A 


Convertendo isso para o domínio do tempo, 


i{f) = 4,642 cos(2í + 143,2°) A 

Tenha em mente que esta é a única solução em regime estacionário e ela não requer o 
conhecimento prévio dos valores iniciais. 


Determine a tensão v(t) em um circuito descrito pela equação integro-diferencial 
a seguir 

dv f 

2— + 5v + 10 v dt = 50 cos(5 1 - 30°) 
dt ] 

usando o método dos fasores. 

Resposta: v {f) = 5,3 cos(5 1 - 88°) V. 


EXEMPLO 9.7 • 


PROBLEMA PRÁTICO 9.7 • 


9.4 Relações entre fasores para elementos 
de circuitos 

Agora que sabemos como representar tensão e corrente no domínio da fre¬ 
quência ou dos fasores, pode-se perguntar legitimamente como aplicar esse 
conceito a circuitos contendo os elementos passivos R, L e C. Para isso, pre¬ 
cisamos transformar a relação tensão-corrente do domínio de tempo para o 
domínio de frequência em cada um dos elementos. Mais uma vez, suporemos 
a regra dos sinais. 

Comecemos pelo resistor. Se a corrente através de um resistor R for i = I m 
cos (wt + (/>), a tensão nele será dada pela lei de Ohm, como segue 


1 


v 



V 


R 


o - o- 

V = rR V = IR 

(«) ( b ) 


Figura 9.9 Relações tensão-corrente 
para um resistor: (a) no domínio do 
tempo; ( b ) no domínio da frequência. 


v = iR = RI m cos (cot + cf)) (9.29) 

Na forma de fasores, esta tensão é 

V = Rl m [_^_ (9.30) 

Porém, a representação fasorial da corrente é I = Logo, 


V = Rl 


(9.31) 


























• 344 Fundamentos de circuitos elétricos 



Figura 9.10 Diagrama fasorial para 
o resistor. 


I 




o- 

V = jtoLI 


(a) (b) 


Figura 9.11 Relações tensão-corrente 
para um indutor: (a) no domínio do 
tempo; ( b ) no domínio da frequência. 



Figura 9.12 Diagrama fasorial para o 
indutor; I está atrasada em relação a V. 


mostrando que a relação tensão-corrente para o resistor no domínio dos fasores 
continua a ser a lei de Ohm, como acontece no domínio do tempo. A Figura 
9.9 ilustra as relações tensão-corrente de um resistor. Deve-se notar, a partir da 
Equação (9.31), que a tensão e a corrente estão em fase, conforme ilustrado no 
diagrama fasorial da Figura 9.10. 

Para o indutor L, suponha que a corrente através dele seja i = 7 m cos(wí + 4>). 
A tensão no indutor é 


v = L — = — u>LI m sen(wf + </>) (9.32) 

dt 

Relembrando da Equação (9.10) que -sen A = cos(A + 90°), podemos escrever 
a tensão como 


v = ü)LI m cos(o >t + (f> + 90°) (9.33) 

que pode ser transformada no fasor 

V = oj[J m e l<4,+W) = újL[ m e jrl ’ e J<)0 = o)LI m /cf> + 90° (9.34) 

Porém, I m /4> = I, e a partir da Equação (9.19), e /9 ° =j. Logo, 

V = jwLI (9.35) 

revelando que a tensão tem magnitude igual a u>LI m e fase (f> + 90°. A tensão e 
a corrente estão 90° fora de fase. Mais especificamente, a corrente está atrasada 
em 90°. A Figura 9.11 mostra as relações tensão-corrente para um indutor. A 
Figura 9.12 mostra o diagrama fasorial. 

Para o capacitor C, suponha que a tensão nele seja v = V m cos (u>t + cf> ). A 
corrente através do capacitor é 


dv 

i = c— 

dt 


(9.36) 


Seguindo as mesmas etapas realizadas para o caso do indutor ou aplicando a 
Equação (9.27) na Equação (9.36), obtemos 

I = ja)C\ => V = — (9.37) 

jo)C 


Embora seja igualmente correto 
dizer que a tensão no indutor está 
adiantada em 90° em relação à 
corrente, a convenção fornece 
a fase da corrente em relação à 
tensão. 



demonstrando que a corrente e a tensão estão 90° fora de fase. Sendo mais 
específico, a corrente está adiantada em 90° em relação à tensão. A Figura 9.13 
mostra as relações tensão-corrente para o capacitor; e a Figura 9.14 fornece o 
diagrama fasorial. A Tabela 9.2 sintetiza as representações dos elementos de 
circuitos nos domínios do tempo e dos fasores. 


Tabela 9.2 

• Resumo das relações tensão-corrente. 


Elemento 

Domínio do tempo 

Domínio da frequência 

R 

v = Ri 

V = RI 

L 

7 dÍ 

v = L ~r 

dt 

V = jcoLI 

C 

dv 

i = c— 

dt 

W= ÃoC 
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I 



Figura 9.13 Relações tensão-corrente 
para um capacitor: (d) no domínio do 
tempo; ( b ) no domínio da frequência. 


Figura 9.14 Diagrama fasorial 
para o capacitor; I está adiantada em 
relação a V. 


A tensão v = 12 cos(60t + 45°) é aplicada a um indutor de 0,1 H. Determine a corrente 
em regime estacionário através do indutor. 

Solução: Para o indutor, V =jcoLI , onde cu = 60 rad/s e V = 12 /45° V . Portanto, 

V 12/45° 12/45° 

1 ~~ jcúL ~ j60 X 0,1 ~~ 6 /90° 

Convertendo esta para o domínio do tempo, 

i(t) = 2 cos(60 1 - 45°) A 

Se a tensão v = 10 cos(100f + 30°) for aplicada a um capacitor de 50 /rF, calcule a cor¬ 
rente através do capacitor. 

Resposta: 50 cos(100f + 120°) mA. 


2 /—45° A 


EXEMPLO 9.8 • 


PROBLEMA PRÁTICO 9.8 • 


9.5 


Impedância e admitância 


Anteriormente, obtivemos as relações tensão-corrente para os três elementos 
passivos como segue 


Y = Rl, V = jcoLl, 



jcúC 


(9.38) 


Estas equações podem ser escritas em termos da razão entre a tensão fasorial e 
a corrente fasorial como indicado a seguir 



V 

7 = /wL ’ 


v 1 

I jcoC 


(9.39) 


Dessas três expressões, obtemos a lei de Ohm na forma fasorial para qualquer 
tipo de elemento: 


Y 



Z = — 

I 

OU 

V = ZI 


(9.40) 


onde Z é um valor dependente da frequência conhecido como impedância e 
medido em ohms. 
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Tabela 9.3 • Impedância e 
admitância de elementos passivos. 

Elemento Impedância 

Admitância 

R Z =R 

Y = — 


R 

-J 

.3 

II 

SI 

-J 

Y = — 


jo)L 

c z = — 

Y =jcoC 

ja>C 



L 


C 




-O-o- 

Curto-circuito 
m em CC 

-o o- 

Circuito aberto 
em alta frequência 

(a) 

-o o- 

Circuito aberto 
^ em CC 

-o-o- 

Curto-circuito 
em alta frequência 

(b) 


Figura 9.15 Circuitos equivalentes 
em CC e em alta frequência: 

( a ) indutor; ( b ) capacitor. 


A impedância Z de um circuito é a razão entre a tensão fasorial V e a cor¬ 
rente fasorial I, medida em ohms (Q). 


A impedância representa a oposição que um circuito oferece ao fluxo de cor¬ 
rente senoidal. Embora seja a razão entre dois fasores, ela não é um fasor, pois 
não corresponde a uma quantidade que varia como uma senoide. 

As impedâncias de resistores, indutores e capacitores podem ser pronta¬ 
mente obtidas da Equação (9.39). A Tabela 9.3 fornece um resumo de suas 
impedâncias. Podemos observar na tabela que Z L =ju>L e Z c = -j/wC. Consi¬ 
deremos dois casos extremos de frequência angular. Quando a> = 0 (ou seja, 
para fontes CC), Z L = 0 e Z c —> °o, confirmando o que já sabíamos: que o 
indutor se comporta como um curto-circuito, enquanto o capacitor atua como 
um circuito aberto. Quando a> —* 00 (ou seja, para alta frequência), Z L —» °° e 
Z c = 0, indicando que o indutor é um circuito aberto em alta frequência, uma 
vez que o capacitor é um curto-circuito. A Figura 9.15 ilustra esse fato. 

Sendo um valor complexo, a impedância pode ser expressa na forma re¬ 
tangular como segue 


Z = R + jX (9.41) 

onde R = ReZ é a resistência e X= I m Z é a reatância. A reatância X pode ser 
positiva ou negativa. Dizemos que a impedância é indutiva quando X é positiva, 
ou capacitiva quando X é negativa. Portanto, diz-se que a impedância Z = R -jX é 
capacitiva ou avançada, porque a corrente está adiantada em relação à tensão. 
Impedância, resistência e reatância são todas medidas em ohms. A impedância 
também pode ser expressa na forma polar como 


z = \z\/e 

Comparando as Equações (9.41) e (9.42), inferimos que 


Z = R +jX= \z\[e 


onde 


(9.42) 


(9.43) 


|Z| = VR 2 + X 2 , 6 = tg _1 - (9.44) 

R 

e 

R= |Z|cos0, X = |Z|sen0 (9.45) 

Algumas vezes, é conveniente trabalhar com o inverso da impedância, co¬ 
nhecida como admitância. 


A admitância Y é o inverso da impedância, medida em Siemens (S). 


A admitância Y de um elemento (ou de um circuito) é a razão entre a corrente 
fasorial e a tensão fasorial nesse elemento (ou circuito), ou 


1 

I 

Y 


Z 

V 


(9.46) 
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As admitâncias de resistores, indutores e capacitares podem ser obtidas da 
Equação (9.39). Todas elas são apresentadas em um resumo na Tabela 9.3. 

Sendo um valor complexo, podemos escrever Y como segue 


Y = G + jB 


(9.47) 


onde G = Re Y é chamada condutância e B = Im Y é denominada susceptân- 
cia. Admitância, condutância e susceptância são todas expressas na unidade 
Siemens (ou mhos). A partir das Equações (9.41) e (9.47), 


G+jB = 


R +jX 


Pela racionalização, 


G+jB = 


1 


R-jX R-jX 


R+jXR-jX R 2 + X 2 
Equacionando as partes real e imaginária resulta em 

R X 


G = 


R 2 + X 2 ’ 


B = — 


R 2 + X 2 


(9.48) 


(9.49) 


(9.50) 


demonstrando que G A UR como acontece em circuitos resistivos. Obviamen¬ 
te, se X= 0, então G = 1 IR. 


Detennine v(t) e i(t) no circuito apresentado na Figura 9.16. 
Solução:. Da fonte de tensão 10 cos 4í; oj = 4, 

v s = io/ í r v 

A impedância é 

Z = 5 + — = 5+- 1 -= 5 - j 2,5 Í1 

jcoC j 4 X 0,1 


Portanto, a corrente é 


A tensão no capacitar é 


V = IZ r = 


= V, = J°Z£L = 10C5JA/T5) 

Z 5 - ./2,5 5 2 + 2,5 2 

= 1,6 + )0,8 = 1,789 /26,57° A 

1,789/26,57° 

= 4,47 /—63,43° V 


(9.9.1) 


jcoC j\ X 0,1 
1,789/26,57 


(9.9.2) 


0,4/90° 

Convertendo I e V nas Equações (9.9.1) e (9.9.2) para o domínio do tempo, obtemos 
i(t) = 1,789 cos(4í + 26,57°) A 
v(f) = 4,47 cos(4? - 63,43°) V 

Note que i(t) está adiantada em relação a v(t) em 90°, confonne esperado. 


EXEMPLO 9.9 




1 , 5 n 

—ww- 


v , = 10 cos 4 í ( 


0,1 F =b v 


+ 


Figura 9.16 Esquema para o 
Exemplo 9.9. 


4 £2 



u s = 20 sen(10r + 30°) Vi 


Figura 9.17 Esquema para o 
Problema prático 9.9. 


PROBLEMA PRATICO 9.9 


Consulte a Figura 9.17. Determine v(t) e i(l). 

Resposta: 8,944 sen(10f +93,43°) V; 4,472 sen(10? +3,43°) A. 
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9.6 + As leis de Kirchhoff no domínio 
da frequência 

Não é possível realizar análise de circuitos no domínio de frequência sem o uso 
das leis dos nós e das malhas. Consequentemente, precisamos expressá-las no 
domínio da frequência. 

Para a LKT, seja iq, v 2 , ..., v„ as tensões em um laço fechado. Então 

iq + v 2 + ••• + v n = 0 ( 9 . 51 ) 

No regime estacionário senoidal, cada tensão pode ser escrita na forma de 
cosseno, de modo que a Equação (9.51) fica 

V ml cos(«f + 00 + V m2 cos (cot + d 2 ) 

+ •• • + V mn cos (wt + d n ) = 0 (9-52) 

Esta pode ser escrita como 

R e(V ml e je 'e jM ) + Re(V m2 e je >e jlot ) + ■■■ + Re(V mn e J ' e "e Jwt ) = 0 


OU 


Re[(V ml e je ’ + V m2 e M + ■■■ + V mn e je ")e iM ] = 0 (9.53) 

Se fizermos V^. = V mk e j8k , então 

Re[(V, + V 2 + ■ ■ ■ + V„)Ó = 0 (9.54) 

Uma vez que e jü>t A 0, 

V, +V 2 + - + V n = 0 (9.55) 

indicando que a lei de Kirchhoff para tensão é válida para fasores. 

Seguindo procedimento similar, podemos demonstrar que a lei de Kir¬ 
chhoff para corrente também é válida para fasores. Se chamarmos de q, i 2 , ..., 
i n as correntes que entram ou saem em uma superfície fechada em um circuito 
no instante t, então 

q + i 2 + + i n = 0 ( 9 . 56 ) 

Se I b I 2 ,..., I„ forem as formas fasoriais das senoides q, i 2 , i n , então 

I, + I 2 + + I„ = 0 (9.57) 

que é a lei de Kirchhoff para corrente no domínio da frequência. 

Uma vez demonstradas as LKT e a LKC no domínio da frequência, fica 
fácil realizar várias coisas, entre as quais associação de impedâncias, análises 
nodal e de malhas, superposição e transformação de fontes. 


9.7 


Associações de impedâncias 


Considere as N impedâncias associadas em série mostradas na Figura 9.18. A 
mesma corrente I flui pelas impedâncias. Aplicando a LKT no laço, obtemos 


v - Vi + v 2 + ••• + v w - I(Zj + Z 2 + ••• + Z N ) (9.58) 


A impedância equivalente nos terminais de entrada é 


Z 


cq 



+ z 2 + + Z N 
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Z[ z 2 Z N 



Figura 9.18 N impedâncias em série. 


ou 


z eq - Z[ + z 2 + ■ ■ • + z, 


(9.59) 


demonstrando que a impedância total ou equivalente de impedâncias ligadas 
em série é igual à soma de cada impedância. Isso é similar à associação em 
série de resistências. 

Sc N = 2, conforme mostrado na Figura 9.19, a corrente através das im¬ 
pedâncias é 


l . Zi 


+ v,- 


y + N 


Figura 9.19 Divisão de tensão. 


I = 


V 

Zi + z 2 


Uma vez que V! = Zjl e V 2 = Z 2 I, então 


(9.60) 



(9.61) 


que é a relação de divisão de tensão. 

Da mesma maneira, podemos obter a admitância ou impedância equiva¬ 
lente de N impedâncias associadas em paralelo, como mostrado na Figura 9.20. 
A tensão em cada impedância é a mesma. Aplicando a LKC ao nó superior, 

I = Ii + I 2 + - ■ + Ia, = + — + • • • + — ^ (9.62) 


I 



I/V 

Zjv 


Figura 9.20 N impedâncias em paralelo. 
A impedância equivalente é 


111 

z^ q ~v~z l 


+ 




+ 


+ 


Z N 


(9.63) 
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Figura 9.21 Divisão de corrente. 


e a admitância equivalente é 


Y eq = ¥!+¥, + + Y 


(9.64) 


Isso indica que a admitância equivalente de uma associação em paralelo de 
admitâncias é igual à soma das admitâncias individuais. 

Quando N= 2, como mostrado na Figura 9.21, a impedância equivalente 

fica 


Z eQ = — 

CC 1 \r 

1 p.i 


i 


z,z 


1^2 


Yj 


1 /Z] + I/Z2 h\ + Z2 


(9.65) 


Da mesma forma, já que 


V = IZ eq = IiZi = I 2 z 2 
as correntes nas impedâncias são 



(9.66) 


que é o princípio da divisão de corrente. 

As transformações estrela-triângulo e triângulo-estrela que aplicamos aos 
circuitos resistivos também são válidas para as impedâncias. Em relação à Fi¬ 
gura 9.22, as fórmulas de conversão são as seguintes: 


Z c 



Figura 9.22 Circuitos estrela e triângulo superpostos. 
Transformação estrela-triângulo: 


Z * 
Z c 


Z ; Z 2 + Z 2 Z 3 + Z 3 Zj 

Z, 

Z1Z2 + Z 2 Z 3 + Z 3 Z t 

z 2 

Z ; Z 2 + Z 2 Z 3 + Z 3 Zj 


(9.67) 
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Transformação triângulo-estrela: 


Z b Z c 

z, =-—— 

z a + z b + z c 

z c z a 

Z - z a + z b + z c 

2 _ Z a Z b 

z a + z b + z c 


(9.68) 


Diz-se que um circuito triângulo ou estrela está equilibrado se ele tiver 
impedâncias iguais em todos os três ramos. 


Quando um circuito triângulo-estrela está equilibrado, as Equações (9.67) e 
(9.68) ficam 




1 

/-A — 

OU 

Zy — — Z 4 


(9.69) 


onde Z Y = Z x = Z 2 Z 3 e Z A = Z a = Z b = Z c . 

Como podemos ver nesta seção, os princípios de divisão de corrente, di¬ 
visão de tensão, redução de circuitos, equivalência de impedância e transfor¬ 
mação estrela-triângulo se aplicam também aos circuitos CA. O Capítulo 10 
mostrará que outras técnicas de circuitos - como superposição, análise nodal, 
análise de malhas, transformação de fontes, teoremas de Thévenin e de Norton 
- podem ser aplicados nos circuitos CA de maneira similar às suas aplicações 
em circuitos CC. 


Detemiine a impedância de entrada do circuito na Figura 9.23. Suponha que o circuito 
opere com w = 50 rad/s. 

Solução: Seja 

Z] = Impedância do capacitor de 2 niF 

Z-, = Impedância do resistor de 3 Í1 em série com o capacitor de 10 niF 
Z 3 = Impedância do indutor de 0,2 H cm série com o resistor de 8 fí. 

Então, 


Z 2 


1 jwC /50 X 2 X 10 -3 ’ 

1 1 

— 3 H-—■ — 3 -I- 

j<dC j50 X 10 X 10 

Z 3 — 8 + jcoL = 8 + j5 0 X 0,2 = 


= -yion 

3 = (3 - m n 

(8 + 710) n 


A impedância de entrada é 

Z e nt — Zj + Z 2 || Z 3 = 710 + 

(44 +; 14)(11 -y 8 ) 


(3 - j 2)(8 + 710) 


= -710 + 


ll 2 


11 +78 
= -710 + 3,22 - 71,07 n 


EXEMPLO 9.10 • 


2 mF 0,2 H 



Figura 9.23 Esquema para o 
Exemplo 9.10. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 9.10 


Portanto, 


Z ent = 3,22 - )1 1,07 íl 


Determine a impedância de entrada do circuito da Figura 9.24 com co = 10 rad/s. 


lmF 100S2 8 H 



Figura 9.24 Esquema para o Problema prático 9.10. 
Resposta: (149,52 - ;195) íl. 




EXEMPLO 9.11 


60 Q 


20cos(4í- 15°) ( ±) 10mF=p 5H 


Determine v 0 (t) no circuito da Figura 9.25. 

Solução: Para podermos fazer análise de circuitos no domínio da frequência, temos, 
primeiro, de transformar o circuito no domínio do tempo da Figura 9.25 ao equivalente 
no domínio dos fasores da Figura 9.26. A transformação produz 

-15° V, co = 4 




v, = 20 cos(4f - 15°) 

=*• 

v iS = 

Figura 9.25 Esquema para o 

10 mF 

=?■ 

1 

jcoC 

Exemplo 9.11. 




60 Q 


5 H 


jcoL = 



2 0/-15° ( _ ) -j 25Q=b= 


I + 

1 20 n |v„ 


Figura 9.26 O equivalente no 
domínio da frequência do circuito da 
Figura 9.25. 


PROBLEMA PRATICO 9.11 


Seja 


Z, = Impedância do resistor de 60 íl 

Z 2 = Impedância da associação em paralelo entre o capacitor de 


10 mF e o indutor de 5 H 
Então Z! = 60 íl e 


—;25 X /20 

Z 2 = -j 25 || 7 20 = —-— = /100 íl 


Pelo princípio da divisão de tensão, 


-125 + j 20 

1100 


V„ =--—V, = —-(20/-15°) 

° Z 1 + Z 2 s 60 + 1100 v L - ; 

= (0,8575 /30,96° )(20 /-15° ) = 17,15 /15,96° V 
Convertendo essa última para o domínio do tempo, obtemos 
v„(t) = 17,15 cos(4í + 15,96°) V 


Calcule v a no circuito da Figura 9.27. 


0,5 H 

r^innr^-. 


50 cos(10r + 30°) (í 


10 n ^ F =!= ^ 


Figura 9.27 Esquema para o Problema prático 9.11. 
Resposta: v 0 {t) = 35,36 cos(10í - 105°) V. 
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Determine a corrente I no circuito da Figura 9.28. 


2 Q. -J 4 n 



Solução: A rede conectada em triângulo com os nós a, b e c pode ser convertida na 
rede em estrela da Figura 9.29. Obtemos as impedâncias Y como segue, usando a Equa¬ 
ção (9.68): 


Z,,„ — 


.74(2 -j 4) 


Z/„, — 


J'4 + 2 — j 4 + 
j4(8) 


10 


= j 3,2 Cl, 


X... — 


4(4 + j 2) 

10 

8(2 - y'4) 


10 


= (1,6 + y'0,8) Cl 
= (1,6 - y'3,2) Í1 


A impedância total nos tenninais da fonte é 


Z — 12 + Z m , + (Z bn — j3) || ( Z cn + j 6 + 8) 

= 12 + 1,6 + y'0,8 + (y'0,2) || (9,6 + y'2,8) 

/0,2(9,6 + y'2,8) 

= 13,6 + y'0,8 + - - - 

J 9,6 + y3 

= 13,6 + y'l = 13,64/4,204° ft 


A corrente desejada é 


50/0/ 


I = V = , 

Z 13,64 /4,204° 


= 3,666/—4,204° A 



Figura 9.29 O circuito da Figura 9.28 após a transformação triângulo-estrela. 


EXEMPLO 9.12 • 


I 



Figura 9.30 Esquema para o 
Problema prático 9.12. 


PROBLEMA PRÁTICO 9.12 • 


Detennine I no circuito da Figura 9.30. 
Resposta: 9,546 /33,8° A. 
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9.8 


Aplicações 


Nos Capítulos 7 e 8, vimos certos empregos dos circuitos RC, RL e RLC em 
aplicações de CC, os quais também possuem aplicações em CA, como circuitos 
de acoplamento, comutadores de fase, filtros, circuitos ressonantes, circuitos em 
ponte e transformadores. Vamos considerar alguns deles depois. Para nós, será 
suficiente analisarmos aqui apenas dois deles: os circuitos RC comutadores de 
fase e as pontes CA. 


I > c 

o -II- 

+ 

Y r 

o- 

(a) 


o -VWV- 

+ 

Y c 

o- 

(b) 

Figura 9.31 Deslocamento de fase 
em circuitos RC: (a) saída adiantada; 
( b ) saída atrasada. 




9.8.1 Comutadores de fase 

Um comutador de fase é normalmente empregado para corrigir um desloca¬ 
mento de fase indesejado presente em um circuito, ou então para produzir efei¬ 
tos especiais desejados. Um circuito RC é adequado a essa finalidade, pois seu 
capacitor faz a corrente do circuito ficar adiantada em relação à tensão aplica¬ 
da. Dois circuitos RC comumente utilizados são apresentados na Figura 9.31. 
(Os circuitos RL ou qualquer circuito reativo também poderiam ser usados 
para a mesma finalidade.) 

Na Figura 9.31a, a corrente I no circuito está adiantada em relação à ten¬ 
são V, aplicada com algum ângulo 6, 0 < 9 < 90°, onde dependendo dos va¬ 
lores de R e C. Se X c = -1/wC, então a impedância total é Z = R + jX c e o 
deslocamento de fase é dado por 

i x c 

d = tg 1 ^ (9.70) 

Isso mostra que o nível de deslocamento de fase depende dos valores de R, C 
e da frequência operacional. Já que a tensão V 0 no resistor está em fase com 
a corrente, V 0 está adiantada (deslocamento de fase positivo) em relação a V,, 
conforme exposto na Figura 9.32a. 

Na Figura 9.3lè, a saída é medida no capacitor. O avanço da corrente I em 
relação à tensão de entrada V, é 9, porém a tensão de saída vjt) no capacitor 
está atrasada (deslocamento de fase negativo) em relação à tensão de entrada 
V;(t), conforme ilustrado na Figura 9.32 b. 




Figura 9.32 Deslocamento de fase em circuitos RC: (a) saída adiantada; ( b ) saída atrasada. 

Devemos ter em mente que os circuitos RC simples da Figura 9.31 tam¬ 
bém atuam como divisores de tensão. Portanto, à medida que o deslocamento 
de fase 6 se aproxima de 90°, a tensão de saída V 0 se aproxima de zero. Por essa 
razão, esses circuitos RC simples são usados apenas quando são necessários 
pequenos deslocamentos de fase, e se esses deslocamentos forem superiores 
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a 60°, os circuitos RC simples são colocados em cascata, fornecendo então um 
deslocamento de fase total igual à soma dos deslocamentos de fase individuais. 
Na prática, os deslocamentos de fase em razão dos estágios não são iguais, pois 
os estágios seguintes sobrecarregam os anteriores, a menos que sejam usados 
AOPs para separar os estágios. 


Projete um circuito RC para fornecer um avanço de fase igual a 90°. 

Solução: Se selecionamos componentes de circuito de mesmo valor ôhmico, como 
R = \XC\ — 20 íl, em dada frequência, de acordo com a Equação (9.70), o deslocamento 
de fase é exatamente igual a 45°. Colocando em cascata dois circuitos RC similares aos 
da Figura 9.31a, obtemos o circuito da Figura 9.33, fornecendo um deslocamento de 
fase ou avanço positivo igual a 90°, como mostraremos mais adiante. Usando a técnica 
de associação em paralelo, Z na Figura 9.33 é obtida como 


20(20 - y'20) 

Z = 20 || (20 - y'20) = - = 12 - j4 íl (9.13.1) 


40 - j 20 


Usando divisão de tensão, 


Z 12-./4 V2 , 

V ' -Z^i2Õ V '- 12^24 


(9.13.2) 


20 V2 . 

V D =-Vi =-/45 o V! 

20 - ;20 2 L — 


(9.13.3) 


Substituindo a Equação (9.13.2) na Equação (9.13.3) leva a 

V 0 = ("f Z 45 :) v ') = \/w' V, 

Portanto, a saída está avançada 90° em relação à entrada, porém sua magnitude é de 
apenas cerca de 33% da entrada. 


Desenhe um circuito RC para fornecer um deslocamento de fase de atraso igual a 90° 
da tensão de saída em relação à tensão de entrada. Se for aplicada uma tensão CA de 
60 V RMS, qual será a tensão de saída? 

Resposta: A Figura 9.34 mostra um projeto típico; 20 V RMS. 


Para o circuito RL, mostrado na Figura 9.35a, calcule o nível de deslocamento de fase 
produzido em 2 kHz. 


150 £2 
o-VWv- 


10 mH 


100 íl 

-AYvV- 


5 mH 


(a) 

Figura 9.35 Esquema para o Exemplo 9.14. 


150 £2 

-Ws/v 


100 £2 

A/WV 



(b) 


Solução: Em 2 kHz, transformamos as indutâncias de 10 mH e 5 mH para as impe- 
dâncias correspondentes. 


10 mH =* X L = cüL — 2tt X 2 X 10 3 X 10 X 10~ 3 

= 40i7 = 125,7 íl 

5 mH =4> X L = coL = 2rr X 2 X 10 3 X 5 X 10~ 3 

= 20tt = 62,83 íl 


EXEMPLO 9.13 




-j 20 Í2 


-y'20 £2 



Figura 9.33 Um circuito RC para 
deslocamento de fase com avanço de 
90°; esquema para o Exemplo 9.13. 


V- 


10 Q 

-VW r- 


10 Q 

-AWr 


-jl0Q=\= *-jl0 Q =p \ 


Figura 9.34 Esquema para o 
Problema prático 9.13. 

PROBLEMA PRÁTICO 9.13 


EXEMPLO 9.14 • 
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Considere o circuito da Figura 9.35 b. A impedância Z é a associação em paralelo de 
y'125,7 íl e 100 + y'62,83 íl. Portanto, 


Z = 7125,7 || (100 + y'62,83) 
; 125,7(100 + 762,83) 
100 + 7188,5 


69,56 /60,1° íl 


Usando divisão de tensão, 


(9.14.1) 


1 mH 2 mH 



69,56 /601 ° 

184,7 + 760,3 Vi (9.14.2) 

0,3582 /42,02° V,- 

7'62,832 . 

V 0 = —„ - Vi = 0,532/57,86° V, (9.14.3) 

° 100 + 762,832 L - 


V. =-V- = 

Z + 150 1 


Figura 9.36 Esquema para o 
Problema prático 9.14. 


• PROBLEMA PRÁTICO 9.14 


Combinando as Equações (9.14.2) e (9.14.3), 

V D = (0,532 /57,86° )(0,3582 /42,02° ) V,- = 0,1906 /100° V,- 

mostrando que a saída está cerca de 19% da entrada em termos de magnitude, porém 
avançada em relação à entrada em 100°. Se o circuito for terminado por uma carga, a 
carga afetará o deslocamento de fase. 

Consulte o circuito RL da Figura 9.36. Se for aplicado 10 V, determine a magnitude e 
o deslocamento de fase produzido em 5 kHz. Especifique se o deslocamento de fase é 
um avanço ou atraso. 

Resposta: 1,7161 V, 120,39°, atraso. 



9.8.2 Pontes CA 

Uma ponte CA é usada na medida da indutância L de um indutor e da capaci- 
tância C de um capacitor, sendo similar em forma à ponte de Wheatstone para 
medição de uma resistência desconhecida (discutida na Seção 4.10) e seguindo 
o mesmo princípio. Entretanto, para medir L e C é preciso uma fonte CA, bem 
como um medidor CA, em vez do galvanômetro. O medidor CA pode ser um 
voltímetro ou um amperímetro CA sensível. 

Consideremos a ponte CA genérica mostrada na Figura 9.37. A ponte está 
equilibrada quando nenhuma corrente flui pelo medidor. Isso significa que 
Vj = V 2 . Aplicando o princípio da divisão de tensão, 


Portanto, 


V t = 


Zr 


Zt z v 

——v = v, =-- 

+ z 2 s 2 z 3 + 


Z 2 _ z x 
Zi + Z 2 Z 3 + Zj 


Z 2 Z 3 — ZiZ x 


(9.71) 


(9.72) 


ou 



(9.73) 
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Esta é a Equação equilibrada para a ponte CA e é similar à Equação (4.30) para 
a ponte resistiva, exceto que os Rs são substituídos por Zs. 

Na Figura 9.38 são apresentadas pontes CA específicas para medição de 
L e C, onde L x e C x são a indutância e a capacitância desconhecidas enquanto 
L s e C s são a indutância e a capacitância-padrão (cujos valores são conhecidos 
com grande precisão). Em cada caso, dois resistores, R 1 e R 2 , são variados até 
que o medidor CA leia zero. Em seguida, a ponte é equilibrada. Da Equação 
(9.73), obtemos 


e 



( 9 . 74 ) 


C x = ^C s ( 9 . 75 ) 

Ri 

Observe que o equilíbrio das pontes CA da Figura 9.38 não depende da fre¬ 
quência /da fonte CA, já que/não aparece nas relações nas Equações (9.74) 
e (9.75). 




i-©-1 i-©- 

(a) ( b ) 

Figura 9.38 Pontes CA específicas: (a) para medição de L; ( b ) para medição de C. 


EXEMPLO 9.15 • 

A ponte CA da Figura 9.37 se equilibra quando Z, for um resistor de 1 kíl, Z, for um 
resistor de 4,2 kíl, Z 3 for uma associação em paralelo entre um resistor de 1,5 Míl e um 
capacitor de 12 pF e/= 2 kHz. Determine: (a) os componentes em série que fornam Z v ; 

(b) os componentes em paralelo que forniam Z r 

Solução: 

1. Definição. O problema está enunciado de forma clara. 

2. Apresentação. Devemos determinar os componentes desconhecidos sujeitos ao 
fato de que eles se equilibram com os valores dados. Já que existem associações 
em paralelo e em série para esse circuito, precisamos determinar ambas. 

3. Alternativa. Embora existam técnicas alternativas que podem ser usadas para 
descobrir os valores desconhecidos, uma igualdade direta funciona melhor. As¬ 
sim que tivermos as respostas, poderemos verificá-las usando técnicas manuais 
como análise nodal ou simplesmente usando o PSpice. 

4. Tentativa. Da Equação (9.73), 

Z, = (9.15.1) 

Onde Z v = R x +jX x , j 


Zj = 1.000 D, Z 2 = 4.200 íl 


(9.15.2) 
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e 

R 3 

11 1 jtoC 3 R 3 

z 3 = r 3 -= —-— f — =--- 

jü)C 3 R 3 +l/j(oC 3 1 + jü)R 3 C 3 

Uma vez que R 3 = 1,5 Míl e C 3 = 12 pF, 

1,5 X 10 s _ 1,5 X 10 6 

3 _ 1 +j2n X 2 X 10 3 X 1,5 X 10 6 X 12 X 1(T 12 ~~ 1 + y'0,2262 

ou 

Z 3 = 1,427 -yO,3228 Míl (9.15.3) 

(a) Supondo que Z x seja composta por componentes em série, substituímos as 
Equações (9.15.2) e (9.15.3) na Equação (9.15.1) e obtemos 

4.200 

R x + jX x =-(1,427 - /0,3228) X 10 6 

J 1.000 

= (5,993 - 71,356) Míl (9.15.4) 

Equacionando as partes real e imaginária, obtemos R x = 5,993 Míl e uma rea- 
tância capacitiva 

1 

X x = -= 1,356 X 10 6 


ou 


1 

(oX x 


1 

2-77 X 2 X 10 3 X 1,356 X 10 6 


58,69 pF 


(b) Z T permanece a mesma que na Equação (9.15.4), porém R x e X x estão em 
paralelo. Supondo uma associação em paralelo RC, 


Z x = (5,993 - 71,356) Míl 
1 R x 


= Rr 


j(oC x 1 + jtoR x C x 
Equacionando as partes real e imaginária 

Real(ZJ 2 + ImagíZj.) 2 5,993 2 + 1,356 2 


Rr = 


C x = - 


RealfZJ 

Imag(Zj 


5,993 


= 6,3 Míl 


w[Real(Z x ) 2 + Imag(Z t ) 2 ] 


-1,356 

- 5 -, = 2,852 fíF 

2t7(2.000)(5,917 2 + 1,356 2 ) 


Consideremos uma associação RC em paralelo que funciona nesse caso. 

5. Avaliação. Usemos o PSpice para verificar se temos, de fato, as igualdades corre¬ 
tas. Executando o PSpice com os circuitos equivalentes, um circuito aberto entre 
a parte da “ponte” do circuito e uma tensão de entrada de 10 V leva às tensões a 
seguir nos terminais da “ponte” em relação a uma referência na parte inferior do 
circuito: 


FREQ VM($N_0002) VP($N 0002) 
2.000E+03 9.993E+00 -8.634E-03 
2.000E+03 9.993E+00 -8.637E-03 


Já que as tensões são praticamente as mesmas, então nenhuma corrente men¬ 
surável pode fluir pela parte da “ponte” do circuito para qualquer elemento que 
conecta os dois pontos e, assim, temos uma ponte equilibrada, que é o esperado. 
Isso indica que determinamos apropriadamente as incógnitas. 
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Há uma questão muito importante relacionada com aquilo que fizemos! Você 
sabe o que é? Temos o que é chamada uma resposta “teórica” ideal, mas uma 
que realmente não seja muito indicada para o mundo real. A diferença entre as 
magnitudes é muito grande e jamais seria aceita em um circuito-ponte na prática. 
Para maior precisão, a magnitude geral das impedâncias deve estar pelo menos 
dentro da mesma ordem. Para aumentar a precisão da solução desse problema, 
eu recomendaria aumentar a magnitude das impedâncias da parte superior para a 
faixa entre 500 kíl e 1,5 Mil. Mais um comentário prático: o valor dessas impe¬ 
dâncias também cria sérios problemas na medição de medidas reais e, portanto, 
devem ser usados os instrumentos apropriados de modo a minimizar o efeito de 
carga (que modificaria as leituras de tensão obtidas) no circuito. 

6. Satisfatório? Uma vez que encontramos os termos desconhecidos e, em seguida, 
testamos para ver se eles funcionavam, validamos os resultados. Eles agora po¬ 
dem ser apresentados como uma solução para o problema. 


Na ponte CA da Figura 9.37, suponha que o equilíbrio seja atingido, quando Z[ for um 
resistor de 4,8 kíl, Z 2 for um resistor de 10 Í1 em série com um indutor de 0,25 //H, Z 3 for 
um resistor de 12 kíl e/= 6 MHz. Determine os componentes em série que formam Z r 

Resposta: Um resistor de 25 Í1 em série com um indutor de 0,625 //H. 


9.9 


Resumo 


1. Senoide é um sinal na forma da função seno ou cosseno. Ela possui a for¬ 
ma geral 


v(t) = V m cos (cot + </>) 


onde V m é a amplitude, w = 2trf é a frequência angular, (wt + ó) é o argu¬ 
mento e <p é a fase. 

2. Fasor é um valor complexo que representa tanto a magnitude como a fase 
de uma senoide. Dada a senoide v{t) = V m cos(cot + <f>), seu fasor V é 

V = V m [± 

3. Em circuitos CA, os fasores de tensão e corrente sempre possuem uma 
relação fixa entre eles a todo instante. Se v{t) = V m cos (wt + </>„) represen¬ 
tar a tensão em um elemento e i(t) = I m cos (cot + </>,•) representar a corrente 
através de um elemento, então 4>j = 4> v se o elemento for um resistor, </>, 
está avançado em 90° em relação a <p v em 90° se o elemento for um capa- 
citor e tpj está atrasado em 90° em relação a <p v em 90° se o elemento for 
um indutor. 

4. A impedância Z de um circuito é a razão da tensão fasorial e a corrente 
fasorial nela: 


Z - y - R((o ) + jX(co) 

A admitância Y é o inverso da impedância: 

Y = | = G(tu) + jB(oj) 

As impedâncias são associadas em série ou em paralelo da mesma forma 
que as resistências em série ou em paralelo; isto é, as impedâncias em série 
são somadas, assim como as admitâncias em paralelo. 
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5. Para um resistor Z = R, para um indutor Z =jX=ju>L e para um capacitor 
Z = -jX= l/jaC. 

6. As leis fundamentais de circuitos (leis de Ohm e de Kirchhoff) podem ser 
aplicadas a circuitos CA da mesma forma que são para circuitos CC; ou 
seja, 

V = ZI 

2 I t = 0 (LKC) 

2 V* = 0 (LKT) 

7. As técnicas de divisão de tensão-corrente, associação série-paralelo de 
impedâncias-admitâncias, redução de circuitos e transformações estrela- 
-triângulo são todas aplicáveis à análise de circuitos. 

8. Os circuitos CA são aplicados em comutadores de fase e pontes. 


Questões para revisão 


9.1 Qual das seguintes alternativas não é a maneira correta de 9.7 
expressar a senoide A cos a>f! 

(a) A cos 2 irft (b) A cos(27rt/7) 

(c) A cos (o{t — T) (d) A sen(íüí - 90°) 9.8 

9.2 Diz-se que uma função que se repete após intervalos fixos é: 

(a) um fasor (b) harmônica 

(c) periódica (d) reativa 

9.3 Qual dessas frequências tem o período mais curto? 

(a) 1 krad/s (b) 1 kHz 

9.4 Se tq = 30 sen(u)? + 10°) e v 2 = 20 sen(&)í + 50°), qual das 
seguintes informações são verdadeiras? 

(a) tq está adiantado em relação a v 2 

(b) v 2 está adiantado em relação a tq 

(c) v 2 está atrasado em relação a tq 

(d) tq está atrasado em relação a v 2 

(e) tq e v 2 estão em fase 

9.5 A tensão em um indutor está adiantada em relação à cor¬ 
rente que passa por ele em 90°. 

(a) Verdadeiro (b) Falso 

9.6 A parte imaginária da impedância é chamada: 

(a) resistência (b) admitância 

(c) susceptância (d) condutância 

(e) reatância 


A impedância de um capacitor aumenta com o aumento da 
frequência. 

(a) verdadeiro (b) falso 

Em que frequência a tensão de saída v 0 (i) na Figura 9.39 

será igual à tensão de entrada v(t)l 

(a) 0 rad/s (b) 1 rad/s 

(c) 4 rad/s (d) °° rad/s 

(e) nenhuma das alternativas anteriores 


1 Q. 



Figura 9.39 Esquema para a Questão para revisão 9.8. 

9.9 Um circuito RC em série tem \ V R \= 12 V e \ V C \ = 5 V. A 
magnitude da fonte de tensão é: 

(a) -7 V (b) 7 V (c) 13 V (d) 17 V 

9.10 Um circuito RLC em série tem R = 30 kíl, X c = 50 íl e 
X L = 90 íl. A impedância do circuito é: 

(a) 30 + yl40íl (b) 30 + y'40 íl 

(c) 30 - j40 íl (d) -30 - j40 íl 

(e) -30 + ,/40 íl 

Respostas: 9.1 d, 9.2c, 9.3b, 9.4b, d, 9.5a, 9.6e, 9.7b, 9.8d, 9.9c, 9.10b. 


Problemas 


• Seção 9.2 Senoides 


9.1 Dada a tensão senoidal v(f) = 50 cos(3 t+ 10°) V, determine: 
(a) a amplitude V m ; 


(b) o período T\ 

(c) a frequência/; e 

(d) v(t) em t = 10 ms. 
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9.2 Uma fonte de corrente em um circuito linear tem 

4 = 15 cos(257tí + 25°) A 

(a) Qual a amplitude da corrente? 

(b) Qual é a frequência angular? 

(c) Determine a frequência da corrente? 

(d) Calcule i s em t = 2 ms. 

9.3 Expresse as seguintes funções na forma de cosseno: 

(a) 10 sen (fot + 30°) (b) —9 sen(8f) 

(c) —20 sen (cot + 45°) 

9.4 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e0d tenderem melhor as senoides. 

9.5 Dado v x = 45 sen(<u/ + 30°) V e v 2 = 50 cos(<u/ - 30°) V, 
determine o ângulo de fase entre as duas senoides e indi¬ 
que qual delas está atrasada em relação a outra. 

9.6 Para os pares de senoides a seguir, determine qual delas 
está adiantada e por quanto? 

(a) v(t) = 10 cos(4/ - 60°) e i(í) = 4 sen(4í + 50°) 

(b) !/,(/) = 4 cos(377/ + 10°) e v 2 (i) = -20 cos 2111 

(c) x(t) = 13 cos 2t + 5 sen 2í e y(t) = 15 cos(2í - 11,8°) 


• Seção 9.3 Fasores 


9.7 Se f(4>) = cos <p + j sen <f), demonstre que = e J 'K 

9.8 Calcule os números complexos a seguir e expresse seus 
resultados na forma retangular: 


(a) 

(b) 


60 /45° 

-+ j 2 

7,5 - jlO 1 

32 /—20° 

(6 - ;8)(4 + ,/2) 


+ 


20 

-10 + j24 


(c) 20 + (16 / —50° )(5 + j 12) 


9.9 Calcule os números complexos a seguir e deixe seus resul¬ 
tados na forma polar: 

/ 3/60° \ 

(a) 5/30° ( 6 -jS +YTJJ 

(10/60°)(35/-50°) 

(b) — ! = - 

(2 + ;6) - (5 + j) 


9.10 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eQd tender melhor os fasores. 

9.11 Determine os fasores correspondentes aos seguintes sinais: 

(a) v{i) = 21 cos(4/ - 15°) V 

(b) i(t ) = -8 sen(10/ + 70°) mA 

(c) v(t) = 120 sen(10 1- 50°) V 

(d) i(t) = -60 cos(30r + 10°) mA 


9.12 Seja X = 4/40° e Y = 20/-30°. Calcule as quantidades 
a seguir e expresse seus resultados na fonna polar: 

(a) (X + Y)X* (b) (X-Y)* (c) (X + Y)/X 

9.13 Calcule os seguintes números complexos: 

(5 - j6 ) - (2 + j8) 

(a '(-3 +j4)(5 -j) + (4 — j6) 

(240/75° + 160 /—30° )(60 - ;80) 

(b) (67 + ;84)(20/32°) 

Í10+j20\ 2 ._ 

(c) ( 3 + j4 ) V(10 + ./5)(16 — y'20) 


9.14 Simplifique as expressões a seguir: 

(5 — (6) — (2 + y8) 

' (-3 + ;4)(5 - j) + (4 - j6) 

(240/75° + 160/—30°)(60 - y'80) 

(b)-- - 

(67 + ;84)(20/32°) 

/10 + y 20\ 2 __ 

^ 3 + jA ) V(10+;5)(16-y20) 


9.15 Calcule estes determinantes: 


(a) 

(b) 

(c) 


10+y6 2 - y'3 

-5 -1 + j 

20 /-30° —4 /—10° 

16/0/ 3 /45° 

1 - j ~j 0 
j 1 j 

1 J 1 +j 


9.16 Transfonne as senoides a seguir em fasores: 

(a) -20 cos(4? + 135°) (b) 8 sen(20f + 30°) 

(c) 20 cos(2 1) + 15 sen(2f) 


9.17 Duas tensões, v x e v 2 , aparecem em série de modo que 
sua soma é v = v l + v 2 . Se u, = 10 cos(50 1- irí 3) V e v 2 = 
12 cos(50í + 30°) V, detemine v. 

9.18 Obtenha as senoides correspondentes a cada um dos se¬ 
guintes fasores: 

(a) Vi = 60 /15° V, ai = 1 

(b) V 2 = 6 + ;8 V, a) = 40 

(c) U = 2,8e Jlr/3 A, w = 377 

(d) I 2 = -0,5 - y'1,2 A, a> = 10 3 


9.19 Usando fasores, detennine: 

(a) 3 cos(20f + 10°) - 5 cos(20r - 30°) 

(b) 40 sen 50r + 30 cos(50r - 45°) 

(c) 20 sen 400/ + 10 cos(400/ + 60°) 

-5 sen(400r- 20°) 

9.20 Um circuito linear tem corrente de entrada 7,5 cos(10í + 
30°) A e tensão de saída 120 cos(10/ + 75°) V. Determine 
a impedância associada. 
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9.21 Simplifique o seguinte: 

(a) /(/) = 5 cos(2/ + 15°) - 4 sen(2/- 30°) 

(b) g(t) = 8 sen/ + 4 cos(/ + 50°) 


(c) h(f) = 


(10 cos 40/ + 50 sen 40 i)dt 
o 


9.31 Um circuito RLC série tem R = 80 Í2, L = 240 mH e C = 5 
mF. Se a tensão de entrada for v(t) = 10 cos 2/ detennine a 
corrente que flui através do circuito. 

9.32 Usando a Figura 9.40, elabore um problema para ajudar 
e€d outros estudantes a entender melhor a relação de fasores 

para os elementos de circuitos. 


9.22 Uma tensão alternada é dada por v(t) = 55 cos(5f + 45°) V. 
Use fasores para determinar 


10u(í) + 4 


dv 

dt 


- 2 


v(t)dt 


Suponha que o valor da integral seja zero em / = —oo. 

9.23 Aplique análise fasorial para calcular o seguinte: 

(a) v = [110 sen(20/+ 30°) + 220 cos(20/ - 90°)] V 

(b) i = [30 cos(5/ + 60°) - 20 sen(5/ + 60°)] A 


9.24 Determine v(t) nas seguintes equações integro-diferen- 
ciais usando o método de fasores: 


(a) v(l) + u dl = 10 cosí 


dv 

(b) — + 5 v{t) + 4 
dt 


v dt = 20 sen(4/ + 10°) 


9.25 Usando fasores, determine /(/) nas seguintes equações: 

(a) 2— + 3/(/) = 4 cos(2z - 45°) 

dt 

f di 

(b) 10 i dt + — + 6/(í) = 5 cos(5 1 + 22°) A 

J dt 


v 




I 1 - 

Carga 
(R + jcoL) 




Figura 9.40 Esquema para o Problema 9.32. 

9.33 O circuito RL em série é conectado a uma fonte CA de 
110 V. Se a tensão no resistor for 85 V, determine a tensão 
no indutor. 

9.34 Qual é o valor de co que fará que a resposta forçada, v a , na 
Figura 9.41, seja zero? 


2£1 



Figura 9.41 Esquema para o Problema 9.34. 


9.26 A equação de malha para um circuito RLC série é 


-F 2/ + i dt — cos 2 1 A 

dt J 


Supondo que o valor da integral em t = -o° seja zero, deter¬ 
mine i(t) usando o método de fasores. 

9.27 Um circuito RLC em paralelo possui a equação nodal a 
seguir: 


— + 50u + 100 
dt 


v dt = 110 cos(377? - 10°) V 


Detennine v(t) usando o método fasorial. Suponha que o 
valor da integral em t = — o° seja igual a zero. 


• Seção 9.4 Relações entre fasores para 
elementos de circuitos 

9.28 Detennine a corrente que flui através de um resistor de 
8 íl conectado a uma fonte de tensão v s = 110 cos 377/ V. 

9.29 Qual é a tensão instantânea em um capacitor de 2 /jlF 
quando a conente através dele for i = 4 sen( 10 6 / + 25°) A? 

9.30 Uma tensão v(i) = 100 cos(60/ + 20°) V é aplicada a uma 
associação em paralelo entre um resistor de 40 kíl e um 
capacitor de 50 /xF. Encontre as correntes em regime esta¬ 
cionário no resistor e no capacitor. 


• Seção 9.5 Impedândia e admitância 

9.35 Determine a conente i no circuito da Figura 9.42 quando 
v s (t) = 50 cos 200/ V. 


i 10 Q 5 mF 



Figura 9.42 Esquema para o Problema 9.35. 

9.36 Usando a Figura 9.43, elabore um problema para ajudar 
e€)d outros estudantes a entenderem melhor a impedância. 
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9.37 Determine a admitância Y para o circuito da Figura 9.44. 
o- 


: 4 n 


9.42 Calcule v 0 (t) no circuito da Figura 9.49. 

50 £2 


] ,/8 £> = 

= -/I0 £2 

30 £2 









50 /jlF 


Figura 9.44 Esquema para o Problema 9.37. 

9.38 Usando a Figura 9.45, elabore um problema para ajudar 
e$d outros estudantes a entender melhor a admitância. 


TF 


9 4 

c = 


(a) 


’' W © 


r 



(b) 

Figura 9.45 Esquema para o Problema 9.38. 

9.39 Para o circuito exibido na Figura 9.46, determine Z eq e use 
esta para determinar a corrente I. Considere co = 10 rad/s. 

I 4 £2 ;20£2 -j 14 D 

—'Tnnp- 


12/0° V(í 


: 16 £2 2 j 25 £2 


Figura 9.46 Esquema para o Problema 9.39. 

9.40 No circuito da Figura 9.47, determine i 0 quando: 
(a) co = 1 rad/s (b) co = 5 rad/s 
(c) co = 10 rad/ s 


4 cos a>t V ( _ 



2 £2 < =4= 0,05 F 


Figura 9.47 Esquema para o Problema 9.40. 

9.41 Determine v(t) no circuito RLC da Figura 9.48. 


1 £2 

-WvV- 


10 cos t V 


© 


1 £2 


1 H 


1 F =f«(0 


60 sen 200f V 


0,1 H 3 v 0 (t) 


Figura 9.49 Esquema para o Problema 9.42. 

9.43 Determine I D no circuito apresentado na Figura 9.50. 

I „ 


50 £2 
/MV- 


100 £2 
-AVW— 


60/Qoq V( 


;80 £2 -jAÜ £2 


Figura 9.50 Esquema para o Problema 9.43. 

9.44 Calcule i(t) no circuito da Figura 9.51. 

5 £2 5 mF 


6 cos 200fV I 



3 £2 


Figura 9.51 Esquema para o Problema 9.44. 

9.45 Determine a corrente I no circuito da Figura 9.52. 

J Jit 

ML 2 £2 j4 £2 



— WA - 

—nmr - 


5/0° A (■ 

) -J2 £2 = 

-J2 £2 = 



Figura 9.52 Esquema para o Problema 9.45. 

9.46 Se 4 = 5 cos(10t + 40°) A no circuito da Figura 9.53, 
M determine i a . 


4 £2 

-VWr- 


0,2 H 


3 £2 

-A/Wv- 


T) 4 4= O' 1 F 


Figura 9.53 Esquema para o Problema 9.46. 

9.47 No circuito da Figura 9.54, determine o valor de 4 ( 0 - 

4 (t) 2 £2 2 mH 

AWV 


5 cos 2.000 1 V 



20 £2 


Figura 9.48 Esquema para o Problema 9.41. 


Figura 9.54 Esquema para o Problema 9.47. 
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9.48 Dado que v s (t) = 20 sen(100? - 40°) na Figura 9.55, deter¬ 
ei/ mine ijf). 


10 n 30 £2 



Figura 9.55 Esquema para o Problema 9.48. 


9.54 No circuito da Figura 9.61, determine V. se l a = 2/0° A. 



Figura 9.61 Esquema para o Problema 9.54. 


9.49 Determine v s (t) no circuito da Figura 9.56 se a corrente i x 
no resistor de 1 Í1 for 0,5 sen 200? A. 

20 1 Q 



Figura 9.56 Esquema para o Problema 9.49. 


9.50 Determine u x no circuito da Figura 9.57. Considere i s (t) = 
5 cos(100? + 40°) A. 


Figura 9.57 Esquema para o Problema 9.50. 



9.51 Se a tensão v 0 no resistor de 2 íl no circuito da Figura 9.58 
for 10 cos 2í V, obtenha i s . 

0,1 F 0,5 H 



Figura 9.58 Esquema para o Problema 9.51. 


9.52 SeV D = 8 /30° V no circuito da Figura 9.59, determine l v 

-j5íl 



Figura 9.59 Esquema para o Problema 9.52. 


9.53 Determine I 0 no circuito da Figura 9.60. 



*9.55 Determine Z no circuito da Figura 9.62 dado que 
±É V a = 4/0° V. 

ML 


2 0/-90° V 


12 Q. 



Figura 9.62 Esquema para o Problema 9.55. 


• Sessão 9.7 Associacoes de impedância 


9.56 Com w = 377 rad/s, determine a impedância de entrada do 
circuito mostrado na Figura 9.63. 


12 £2 50fj,F 



Figura 9.63 Esquema para o Problema 9.56. 


9.57 Com a) = 1 rad/s, obtenha a impedância de entrada do cir¬ 
cuito da Figura 9.64. 


1 Q. 

o -VWV 


Y 


ent 


O- 



1 F 


Figura 9.64 Esquema para o Problema 9.57. 


9.58 Usando a Figura 9.65, elabore um problema para ajudar 
eOd outros estudantes a entender melhor as associações de 
impedâncias. 



Figura 9.65 Esquema para o Problema 9.58. 


Figura 9.60 Esquema para o Problema 9.53. 


Um asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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9.59 Para o circuito da Figura 9.66, determine Z ent . Considere 
cü = 10 rad/s. 


0,5 H 


5 D 


Figura 9.66 Esquema para o Problema 9.59. 


9.60 Obtenha Z ent para o circuito da Figura 9.67. 
25 Q 7 15 Q. 



30 Q. 


j to n 


Figura 9.67 Esquema para o Problema 9.60. 
9.61 Determine Z eq no circuito da Figura 9.68. 



Figura 9.68 Esquema para o Problema 9.61. 

9.62 Para o circuito da Figura 9.69, determine a impedância de 


50 Q 


2 mH 



2v 


Figura 9.69 Esquema para o Problema 9.62. 

9.63 Para o circuito da Figura 9.70, determine o valor de Z T . 

a 

ML 


8Q -712 Q -716 Q 



10 Q. 


10 Q 


9.64 Determine Z r e I no circuito da Figura 9.71. 

! 4£1 6Q. 



Figura 9.71 Esquema para o Problema 9.64. 

9.65 Determine Z r e I no circuito da Figura 9.72. 

4 Q “76 D 



Figura 9.72 Esquema para o Problema 9.65. 

9.66 Para o circuito da Figura 9.73, calcule Z r e V ab . 



710 D 


40 Q 


Figura 9.73 Esquema para o Problema 9.66. 

9.67 Para a> = 10 3 rad/s, determine a admitância de entrada em 
cada um dos circuitos da Figura 9.74. 


60 Ü. 

o -W/V- 


60 Q. 

-VWv - 


20 mH 12,5 fiF 


(a) 

20 P- F 40 a 



10 mH 


Figura 9.70 Esquema para o Problema 9.63. 


Figura 9.74 Esquema para o Problema 9.67. 
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9.68 Determine Y eq para o circuito da Figura 9.75. 



Figura 9.75 Esquema para o Problema 9.68. 

9.69 Detennine a admitância equivalente Y eq do circuito da Fi¬ 
gura 9.76. 


2 S 

o—W/v- 


1 


1 S -/3 S 
-AWV—'TíT 1 - 

75 S 


-72 S 



Figura 9.76 Esquema para o Problema 9.69. 


9.73 Determine a impedância equivalente do circuito da Figura 
Ü 9.80. 

ML 


-74 n 


2£2 

—WvV- 
76 D 


-76 £2 


78 n 


4£2 
—WA— 

78 D 


712 £2 


b o- 


Figura 9.80 Esquema para o Problema 9.73. 


• Seção 9.8 Aplicações 

9.74 Projete um circuito RL para fornecer um deslocamento de 
edd fase com avanço de 90°. 

9.75 Projete um circuito que transforme uma entrada de tensão 
eCd senoidal em uma saída de tensão cossenoidal. 


9.70 Detennine a impedância equivalente do circuito da Figura 
U 9.77. 

ML 



r- -fio £2 


8 £2 
-75 £2 


Figura 9.77 Esquema para o Problema 9.70. 

9.71 Obtenha a impedância equivalente para o circuito da Figu- 
Ü ra 9.78 

ML 

74 £2 

-cmn- 


-7 £2 


1 £2 


72 £2 


2 £2 

-AA/Vv— 

-72 £2 4 = 


Figura 9.78 Esquema para o Problema 9.71. 

9.72 Determine o valor de Z ab no circuito da Figura 9.79. 

jj 

ML 7 6 - 1 -P í2 



9.76 Para os pares de sinais a seguir, detennine se v x está avan¬ 
çada ou atrasada em relação a v 2 e de quanto. 

(a) iq = 10 cos(5 1 — 20°), u 2 = 8 sen5f 

(b) Vi = 19 cos(2 1 + 90°), v 2 ~ 6 sen2f 

(c) Vi = —4 cos 10í, v 2 = 15 sen 10í 

9.77 Consulte o circuito RC da Figura 9.81. 

(a) Calcule o deslocamento de fase em 2 MHz. 

(b) Determine a frequência em que o deslocamento de 


fase é 45°. 


5 £2 

—VvW- 


+ 

Y 


20 nF =p V 0 


Figura 9.81 Esquema para o Problema 9.77. 

9.78 Uma bobina de impedância 8 + j6 íl é ligada em série 
com uma reatância capacitiva X. A associação em série é 
conectada em paralelo com um resistor R. Dado que a 
impedância equivalente do circuito resultante é 5^CE fí, 
determine o valor de Re X. 

9.79 (a) Calcule o deslocamento de fase do circuito da Figura 

9.82. 

(b) Infonne se o deslocamento de fase está avançado ou 
atrasado (saída em relação à entrada). 

(c) Determine a magnitude da saída quando a entrada for 
de 120 V. 


20 £2 

o-WvV 

+ 


40 £2 

-VWV- 


30 £2 

wwv— 


710 £2 


730 £2 


760 £2 


+ 

V„ 


Figura 9.79 Esquema para o Problema 9.72. 


Figura 9.82 Esquema para o Problema 9.79. 
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9.80 Considere o circuito comutador de fase da Figura 9.83. 
Seja V, = 120 V, operando a 60 Fiz. Determine: 

(a) V D quando R e máxima. 

(b) V D quando R e mínima. 

(c) O valor de R que produzirá um deslocamento de fase 
igual a 45°. 



Figura 9.83 Esquema para o Problema 9.80. 

9.81 A ponte CA da Figura 9.37 está equilibrada quando R t = 
400 íl, R■, = 600 íl, = 1,2 kíl e C 2 = 0,3 /xF. Determine 
R x e C x . Suponha que Rx e C 2 estejam em série. 

9.82 Uma ponte de capacitância está equilibrada quando R t = 
100 íl, R 1 = 2 kíl e C s = 40 /xF. Qual é o valor de C x , a 
capacitância do capacitor em teste? 

9.83 Uma ponte indutiva fica em equilíbrio quando R x = 1,2 kíl, 
Ri = 500 íl e L s = 250 mH. Qual o valor de L x , a indutância 
do indutor em teste? 

9.84 A ponte CA mostrada na Figura 9.84 é conhecida como pon¬ 
te de Maxwell e é usada para medição precisa de indutância 
e resistência de uma bobina em termos de uma capacitância- 
-padrão C s . Demonstre que quando a ponte está equilibrada, 

R 2 

Lx — e R x — R 2 


Determine L x e R x para 7? t = 40 kíl, R 2 = 1,6 kíl, R 3 = 
4 kíl e C s = 0,45 /xF. 



Figura 9.84 Esquema para o Problema 9.84. 

9.85 O circuito CA em ponte da Figura 9.85 e chamada ponte 
de Wien. Ele é usado para medir a frequência de uma fonte. 
Demonstre que quando a ponte está equilibrada, 

1 

2ir \/R 2 R 4 C 2 C 4 



Figura 9.85 Ponte de Wien; Esquema para o Problema 9.85. 


Problemas abrangentes 


9.86 O circuito mostrado na Figura 9.86 é usado em um televi¬ 
sor. Qual é a impedância total desse circuito? 



Figura 9.86 Esquema para o Problema 9.86. 


(a) Qual é a sua impedância? 

(b) Se a frequência for dividida pela metade, qual seria a 
impedância do circuito? 


-720 Q 


j 30 Q. 120 Q 
-UTÍT'-VWV— 


250 Hz 


-j20 Q 


9.87 O circuito da Figura 9.87 faz parte do esquema que des¬ 
creve um sensor eletrônico industrial. Qual é a impedância 
total do circuito em 2 kHz? 



Figura 9.87 Esquema para o Problema 9.87. 


Figura 9.88 Esquema para o Problema 9.88. 

9.89 Uma carga industrial cujo modelo é uma associação em 
série de uma capacitância e uma resistência é mostrada na 
Figura 9.89. Calcule o valor de um capacitor C na asso¬ 
ciação em série de modo que a impedância resultante seja 
resistiva em uma frequência igual a 2 kHz. 



9.88 Um circuito de áudio em série é apresentado na Figura 
9.88. 


Figura 9.89 Esquema para o Problema 9.89. 
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9.90 Uma bobina industrial é representada por um modelo que 
é uma associação em série de uma indutância L e uma re¬ 
sistência R, conforme mostrado na Figura 9.90. Uma vez 
que um voltímetro CA mede apenas a magnitude de uma 
senoide, as medidas a seguir foram realizadas em 60 Hz 
quando o circuito opera no regime estacionário: 

|V.,| = 145 V, | V ! | = 50 V, |V D | = 110V 

Use essas medidas para detenninar os valores de L e R. 

80 £2 _ 



Bobina 


Figura 9.90 Esquema para o Problema 9.90. 

9.91 A Figura 9.91 mostra uma associação em paralelo entre 
uma indutância e uma resistência. Se for desejado conectar 
um capacitor em série com a associação em paralelo de 
modo que a impedância resultante seja resistiva em 10 MHz, 
qual será o valor necessário para C? 


20 



9.92 Uma linha de transmissão tem uma impedância em série 
igual a Z = 100 /75° Í1 e uma admitância shunt de Y = 
450/48° fj.S. Determine: (a) a impedância característica 
Z D = VZ/Y; (b) a constante de propagação y = VZY.. 

9.93 Um sistema de transmissão de energia apresenta o modelo 
indicado na Figura 9.92. Dado o seguinte: 

Tensão da fonte V s = 115/CF V 

Impedância da fonte Z s = (1 + j 0,5) Í1 

Impedância da linha Z t = (0,4 + j 0,3) Í1 

Impedância da carga Z L = (23,2 +j 18,9) Í1 


Determine a corrente I L na carga. 

z t Zo 


c 


■© 


li 


Fonte Linha de transmissão Carga 
Figura 9.92 Esquema para o Problema 9.93. 


Figura 9.91 Esquema para o Problema 9.91. 
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ANÁLISE EM REGIME 
ESTACIONÁRIO SENOIDAL 


Três tipos de homens são meus amigos - aqueles que me amam, aqueles que me odeiam e aqueles que 
são indiferentes a mim. Aqueles que me amam ensinam-me ternura; aqueles que me odeiam 
ensinam-me cautela; aqueles que são indiferentes a mim ensinam-me autoconfiança. 

J. E. Dinger 


Progresso profissional 

Carreira em engenharia de software 

Engenharia de software é a área da engenharia 
que lida com a aplicação prática de conhecimento 
científico no projeto, na construção e na validação 
de programas de computador e com a documen¬ 
tação associada necessária para desenvolvê-los, 
operá-los e mantê-los. E um ramo que está se 
tornando cada vez mais importante à medida que 
mais e mais disciplinas precisam de uma forma 
ou outra, um pacote de software para realizar ta¬ 
refas rotineiras, já que sistemas microeletrônicos 
programáveis são usados em um número cada vez 
maior de aplicações. 

O papel de um engenheiro de software não deve 
ser confundido com o de um cientista da computa¬ 
ção, pois o engenheiro de software é um profissio¬ 
nal que atua de maneira pragmática, e não de forma 


teórica. Ele deve ter bons conhecimentos de progra¬ 
mação de computadores e estar familiarizado com 
linguagens de programação, particulannente, com C 1 , 
que estão se tornando mais populares. Como hardware 
e software estão intimamente ligados, é fundamental 
que esse profissional conheça muito bem um projeto 
de hardware. Mais importante ainda, o engenheiro 
de software deve entender sobre a área na qual de¬ 
senvolverá o software. 

Em suma, o campo da engenharia de software 
oferece uma exelente oportunidade de carreira para 
aqueles que gostam de programar e desenvolver 
pacotes de software. Os salários mais altos vão 
para os mais bem preparados, com as oportunida¬ 
des mais interessantes e desafiadoras para aqueles 
com formação superior. 
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10.1 Introdução 

No Capítulo 9, vimos que a resposta forçada ou em regime estacionário de 
circuitos para entradas senoidais pode ser obtida usando-se fasores. Também 
sabemos que as leis de Ohm e de Kirchhoff são aplicáveis a circuitos CA. Nes¬ 
te capítulo, veremos como a análise nodal, a análise de malhas, o teorema de 
Thévenin, o teorema de Norton, a superposição e as transformações de fontes 
são aplicados na análise de circuitos CA. Como essas técnicas já foram intro¬ 
duzidas para circuitos CC, nosso principal objetivo aqui será o de ilustrá-los 
por meio de exemplos. 

A análise de circuitos CA normalmente requer três etapas. 


Etapas para análise de circuitos CA: 

1. Transformar o circuito para o domínio de fasores ou da frequência. 

2. Solucionar o problema usando técnicas de circuitos (análise nodal, análi¬ 
se de malhas, superposição etc.). 

3. Transforme o fasor resultante para o domínio do tempo. 


A análise do domínio da frequência 
do circuito CA via fasores é muito 
mais fácil do que a análise do 
circuito no domínio do tempo. 


• EXEMPLO 10.1 


A etapa 1 não é necessária se o problema for especificado no domínio da frequên¬ 
cia. Na etapa 2, a análise é realizada da mesma maneira que na análise de circui¬ 
tos CC, exceto pelo fato de agora estarem envolvidos números complexos. E, por 
fim, tendo estudado o Capítulo 9, estamos aptos a lidar com a etapa 3. 

Até o final do capítulo, aprenderemos como aplicar o PSpice na reso¬ 
lução de problemas com circuitos CA. Finalmente, aplicaremos análise de 
circuitos CA a dois circuitos CA encontrados na prática: ciladores e circuitos 
CA transistorizados. 


10.2 Análise nodal 

A base para a análise nodal é a lei de Kirchhoff para corrente. Como essa lei 
também vale para fasores, conforme demonstrado na Seção 9.6, podemos 
analisar circuitos CA pela análise nodal. Os exemplos a seguir ilustram isso. 


Determine i x no circuito da Figura 10.1 usando análise nodal. 



Figura 10.1 Esquema para o Exemplo 10.1. 

Solução: Primeiro, convertemos o circuito para o domínio da frequência: 


20 cos 4 1 

1 H 
0,5 H 


20/0°, (o = 4 rad/s 
jü)L = j4 
jwL = j2 


1 

jíüC 


-J'2,5 


0,1 F 
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Portanto, o circuito equivalente no domínio da frequência é o mostrado na Figura 

10 . 2 . 


10 £2 v t 


74 Q 



;2 Q 


Figura 10.2 Circuito equivalente no domínio da frequência do circuito da Figura 10.1. 
Aplicando a LKC ao nó 1, 

20 — V t _ Vi Vi - V 2 
10 -72,5 74 


(1 +71,5)V, +72,5V 2 = 20 


( 10 . 1 . 1 ) 


No nó 2, 


2I r + 


Vi - v 2 v 2 


J4 72 

Porém I x = Vj/-72,5. Substituindo essa expressão, temos 


2V, + V, - V 2 V 2 


Simplificando, obtemos 


- 72,5 74 72 


l IV, + 15V, = 0 


( 10 . 1 . 2 ) 


As Equações (10.1.1) e (10.1.2) podem ser colocadas na forma matricial como segue 


"1 + 71,5 

72 , 5 ' 

vr 


20" 

11 

15 

_V 2 


0 


Obtemos os determinantes como 
A = 


1 + 71,5 72,5 
11 15 


Ai = 


20 72,5 
0 15 


= 300, A 2 = 


= 15-75 

1 + 71,5 20 
11 0 


= -220 


A, 300 . 

Vi = -T = -- = 18,97/18,43° V 

A 15—y5 L - 


Aj _ -220 

A ~~ 15 - 75 


V 2 • / = — = 13,91/198,3° V 


A corrente I x é dada por 


18,97/18,43° 


7,59 /108,4° A 


x -72,5 2,5 /-90° 

Transformando a expressão anterior para o domínio do tempo. 


i x = 7,59 cos(4f + 108,4°) A 
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• PROBLEMA PRÁTICO 10.1 


• EXEMPLO 10.2 


Usando análise nodal, determine v x e v 2 no circuito da Figura 10.3. 



Figura 10.3 Esquema para o Problema prático 10.1. 

Resposta: Vl (t) = 11,325 cos(2f + 60,01°) V, 
u,(f) = 33,02 cos(2í + 57,12°) V. 


Calcule V! e V 2 no circuito da Figura 10.4. 

10/45° V 



Figura 10.4 Esquema para o Exemplo 10.2. 

Solução: Os nós 1 e 2 formam um supemó, como mostra a Figura 10.5. Aplicando a 
LKC a esse superno, resulta em 


3 = 


Vl_ V* 
fl ;6 



36 = /4V. + (1 j'2)V 2 (10.2.1) 



Figura 10.5 Um superno no circuito da Figura 10.4. 

No entanto, a fonte de tensão está ligada entre os nós 1 e 2, de modo que 

V, = V 2 + 10 /45° (10.2.2) 

Substituindo a Equação (10.2.2) na Equação (10.2.1) resulta em 

36 - 40 /135° = (1 + /2)V 2 V 2 = 31,4l /-87,18° V 

Da Equação (10.2.2), 

Vj — V 2 “F 10 /45° = 25,78 / —70,48° V 
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Calcule V! e V 2 no circuito mostrado na Figura 10.6. 



Resposta: v, = 96,8 /69,66° V, V 2 = 16,88 /165,72° V. 


Análise de malhas 

A lei de Kirchhoff para tensão (LKT), ou lei das malhas, forma a base para a aná¬ 
lise de malhas. A validade da LKT para circuitos CA foi apresentada na Seção 9.6 
e é ilustrada nos exemplos a seguir. Tenha em mente que a verdadeira razão do 
uso da análise de malhas é o fato de ela poder ser aplicada em circuitos planares. 


10.3 


Determine a corrente I D no circuito da Figura 10.7 usando análise de malhas. 

4 £2 



IX 


20/90° V 


Figura 10.7 Esquema para o Exemplo 10.3. 
Solução: Aplicando a LKT à malha 1, temos 

(8 + ylO - fi)!, - (-./2)I 2 - y 10I 3 = 0 


(10.3.1) 


Para a malha 2, 


(4 - jl - j2)I 2 - (-7'2)I, - (—;2)I 3 + 20/9tT = 0 (10.3.2) 

Para a malha 3,1 3 = 5. Substituindo isso nas Equações (10.3.1) e (10.3.2), obtemos 

(8 + y 8 )I, + y'2I 2 = y50 (10.3.3) 

72 I, + (4 - j4)l 2 = -;20 - 7 10 (10.3.4) 

As Equações (10.3.3) e (10.3.4) podem ser colocadas na forna matricial como 


8 + 78 72 

X 


j50 

_ 72 4 -74 

A 


-J30 


a partir da qual obtemos os detemiinantes. 

8 + 78 y'2 


A = 


7'2 4 - 74 

8 +78 y'50 

7'2 -730 

A 2 416,17 /—35,22' 

~~ T " ~~ 


32(1 + 7)(1 - 7 ) + 4 = 68 
= 340 - 7240 = 416,17 /-35,22° 
= 6,12 /—35,22° A 


68 


PROBLEMA PRÁTICO 10.2 • 


EXEMPLO 10.3 • 
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• PROBLEMA PRÁTICO 10.3 


• EXEMPLO 10.4 


A corrente desejada é 


I 0 = -I 2 = 6,12 /144,78° A 


Determine I D na Figura 10.8 utilizando análise de malhas. 

10/0° A 



Figura 10.8 Esquema para o Problema prático 10.3. 
Resposta: 5,969 /65,45° A. 


Determine V D no circuito da Figura 10.9 usando análise de malhas. 



Figura 10.9 Esquema para o Exemplo 10.4. 


Solução: Conforme mostrado na Figura 10.10, as malhas 3 e 4 formam uma super- 
malha em decorrência da fonte de corrente entre elas. Para a malha 1, a LKT fornece 

-10 + (8 - 72)1, - (-7'2)I, - 8I 3 = 0 
ou 

(8 - 72)1, + JH 2 - 8I 3 = 10 (10.4.1) 

Para a malha 2, 

I 2 = -3 (10.4.2) 

Para a supermalha, 

(8 - y4)I 3 - 81, + (6 + 7'5)I 4 - JSl 2 = 0 (10.4.3) 

Em virtude da fonte de corrente entre as malhas 3 e 4, no nó A, 

I 4 = I 3 + 4 (10.4.4) 

■ MÉTODO 1 Em vez de resolver as quatro equações anteriores, podemos reduzi¬ 
das a duas por meio de eliminação. 

Combinando as Equações (10.4.1) e (10.4.2), 

(8 - 72)1, - 8I 3 = 10 + 76 (10.4.5) 

Combinando as Equações (10.4.2) a (10.4.4), 

-81, + (14 + 7)I 3 = -24 - 7'35 (10.4.6) 
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I 3 A 


-7 4 £2 = = 


10 V 


- Supermalha 


6 n 



3 A 


Figura 10.10 Análise do circuito da Figura 10.9. 
Apartir das Equações (10.4.5) e (10.4.6), obtemos a equação matricial 


' 8-72 -8 

Ii 


IO +76 ' 

. -8 14 + 7 . 

I 3 . 


. -24 - 735. 


A = 


Obtemos os seguintes determinantes 
i-j2 -8 
-8 14+7 

10 + 76 -8 

-24 -735 14 +7 


= 112 + 78 - 728 + 2 - 64 = 50 - 720 

= 140 + 7 IO + 784 - 6 - 192 - 7'280 
= -58 - 7 I 86 


A corrente I, é obtida como segue 

A, -58 - 7 I 86 

1 A 50 - 720 z -— 

A tensão V 0 necessária é 

V D = -72(1, - I 2 ) = -72(3,618 /274,5° + 3) 

= -7,2134 - 76,568 = 9,756 /222,32° V 

M MÉTODO 2 Podemos usar o MATLAB para resolver as Equações (10.4.1) a 
(10.4.4). Em primeiro lugar, formulamos as equações como 

8 - 72 72 -8 0 

0 10 0 


0 


0 


1 


1 



V 


"10" 


I 2 


-3 


I 3 


0 


_I 4 _ 


4_ 


(10.4.7a) 


AI = B 

Invertendo A, podemos obter I como 

I = A B 

Agora, aplicamos o MATLAB como segue: 

» A = [ (8-j *2) j*2 -8 0; 

0 10 0 ; 

-8 - j*5 (8-j *4) (6+j*5) ; 

0 0-1 1 ]; 

»B= [10 -3 0 4] 

>> I = inv(A)*B 

I = 

0.2828 - 3.6069Í 
-3.0000 

-1.8690 - 4.4276Í 
2.1310 - 4.4276Í 
>> Vo = -2*j*(I(l) - 1(2)) 

Vo = 

-7.2138 - 6.56551 

conforme obtido anteriormente. 


(10.4.76) 
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• PROBLEMA PRÁTICO 10.4 


Calcule a corrente I 0 no circuito da Figura 10.11. 


10 Q l ". 



Figura 10.11 Esquema para o 
Problema prático 10.4. 


Resposta: 6.089 /5.94° A. 


Teorema da superposição 

Como os circuitos CA são lineares, o teorema da superposição se aplica aos 
circuitos CA da mesma forma que nos circuitos CC e se torna importante se 
o circuito tiver fontes operando em frequências diferentes. Nesse caso, já que 
as impedâncias dependem da frequência, temos um circuito no domínio da 
frequência diferente para cada frequência. A resposta total deve ser obtida so¬ 
mando as respostas individuais no domínio do tempo. É incorreto tentar somar 
as respostas no domínio da frequência ou fasores. Por quê? Porque o fator 
exponencial e' ,út está implícito na análise senoidal e esse fator alteraria para 
cada frequência angular cu. Portanto, não faria sentido somar respostas em fre¬ 
quências diferentes no domínio dos fasores. Logo, quando um circuito tiver 
fontes operando em frequências diferentes, devemos somar as respostas às fre¬ 
quências individuais no domínio do tempo. 


10.4 


• EXEMPLO 10.5 


4 Q. 



4 Q 



Figura 10.12 Solução para o 
Exemplo 10.5. 


Use o teorema da superposição para determinar I Q no circuito da Figura 10.7. 
Solução: Seja 

lo = l'o + K (10.5.1) 


onde I' a e I" são devidas, respectivamente, às fontes de tensão e de corrente. Para en¬ 
contrar 1' 0 , considere o circuito da Figura 10.12a. Se fizemos Z ser a associação em 
paralelo de -j2 e 8 + y'10, então 


e a corrente l' a for 


Z = 


-y'2(8 + y'10) 
-2j + 8 + y'10 


= 0,25 - y'2,25 


j20 j20 

4 — y'2 + Z 4,25 - y'4,25 


ou 



1’ 0 = -2,353 + y'2,353 

(10.5.2) 

Para obter I", 

considere o circuito da Figura 10.126. Para a malha 1, 



(8 + y'8)I, - y'10I 3 + y'2I 2 = 0 

(10.5.3) 

Para a malha 2, 




(4-y'4)I 2 +y'2I 1 + y'2I 3 = 0 

(10.5.4) 

Para a malha 3, 




I 3 = 5 


(10.5.5) 


A partir das Equações (10.5.4) e (10.5.5), 

(4 - y'4)I 2 + y'2I| + y'10 = 0 

Expressando I, em termos de I-,, temos 

L = (2 + y2)I 2 5 (10.5.6) 
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Substituindo as Equações (10.5.5) e (10.5.6) na Equação (10.5.3), obtemos 
(8 + 78 )[(2 + y'2)I 2 - 5] - j50 + j21 2 = 0 
ou 

90 - /40 

I 2 =- — = 2,647 — ./1,176 

34 J 

A corrente I" é obtida como segue 

I" = -I 2 = -2,647 + 71,176 (10.5.7) 

Das Equações (10.5.2) e (10.5.7), escrevemos 

I„ = 1' 0 + I" = -5 + 7'3,529 = 6,12 /144,78° A 

que concorda com aquilo que obtivemos no Exemplo 10.3. Deve-se notar que a apli¬ 
cação do teorema da superposição não é a melhor maneira de resolver esse problema. 
Parece que fizemos o problema ser duas vezes mais difícil que o original usando a 
superposição. Entretanto, no Exemplo 10.6 ficará claro que a superposição é o método 
mais fácil. 


Detennine a corrente I„ no circuito da Figura 10.8 empregando o teorema da superpo¬ 
sição. 

Resposta: 5,97 /65,45° A. 


Detennine v a no circuito da Figura 10.13 utilizando o teorema da superposição. 

2 H 1 £2 4Q 


10 cos 2 1 V 



5 V 


Figura 10.13 Esquema para o Exemplo 10.6. 


Solução: Como o circuito opera em três frequências diferentes (01 = 0 para a fonte de 
tensão CC), uma maneira de obter uma solução é usar a superposição, que subdivide o 
problema em problemas com uma única frequência. Portanto, fazemos 


Vo = V l + v 2 + V 3 


( 10 . 6 . 1 ) 


onde Vi é devida à fonte de tensão CC de 5 V, v 2 é devida à fonte de tensão 10 cos 2 1 V 
e v } é decorrente da fonte de corrente 2 sen 5t A. 

Para determinar iq, configuramos todas as fontes para zero, exceto a fonte de CC de 
5 V. Relembramos que, em regime estacionário, os capacitares atuam como um circuito 
aberto em CC, enquanto os indutores desempenham o papel de um curto-circuito em 
CC. Existe uma fonna alternativa de se examinar esse caso. Como co = OJcoL = 0,1 lj(oC 
= °°. De qualquer forma, o circuito equivalente é aquele mostrado na Figura 10.14a. Por 
divisão de tensão, 

-vi = Y7^(5) = 1 V (10.6.2) 


Para determinar v 2 , tomamos zero tanto a fonte de 5 V como a fonte de corrente 2 sen 
5 1, e transformamos o circuito para o domínio da frequência. 


10 cos 2t 
2 H 

0,1 F 


10 / 0 ° , a» = 2 rad/s 
jiúL = 74 Í1 
1 


joiC 


= -7-5 ü 


PROBLEMA PRÁTICO 10.5 • 


EXEMPLO 10.6 • 
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O circuito equivalente agora é aquele apresentado na Figura 10.146. Façamos 

„ -75 X 4 

Z = -;5 || 4 = ;-— = 2,439 - 71,951 


4-75 


1 £2 


4 £2 


y'4 £2 1 £2 


4 £2 




710 £2 



4 £2 


(c) 

Figura 10.14 Solução para o Exemplo 10.6: (a) configurando todas as fontes para zero, exceto a fonte CC de 5 V; (6) 
configurando todas as fontes para zero, exceto a fonte de tensão CA; (c) configurando todas as fontes para zero, exceto a 
fonte de corrente CA. 


* 


PROBLEMA PRATICO 10.6 


Por divisão de tensão, 


V 2 = 


1 


1 + 74 + Z 
No domínio do tempo. 


(io/<n = 


10 


3,439 + 72,049 


= 2,498/-30,79° 


v 2 = 2,498 cos(21 - 30,79°) 


(10.6.3) 


Para obter v 3 , fazemos que todas as fontes de tensão sejam zero e transformamos o 
que resta para o domínio da frequência. 


2 sen 5í 


2/—90°, w = 5 rad/s 

2 H 


jcoL = 710 a 



1 

0,1 F 

=> 

-= -72 a 

j(oC 


O circuito equivalente se encontra na Figura 10.14c. Façamos 

-72 X 4 


Z, = -72 || 4 = 
Por divisão de corrente, 

I, 


4-72 

7IO 


V 3 = Ij X 1 
No domínio do tempo. 


710 + 1 + Z x 
7 IO 


= 0,8 -71,6 0 


(2 /-90° ) A 


1,8 + 78,4 


, a .(- 72 ) = 2,328 /-80° V 


v 3 = 2,33 cos(5í - 80°) = 2,33sen(5f + 10°) V 
Substituindo as Equações (10.6.2) a (10.6.4) na Equação (10.6.1), temos 
v„(t) = -1 + 2,498 cos(2t - 30,79°) + 2,33sen(5í + 10°) V 

Calcule v a no circuito da Figura 10.15 usando o teorema da superposição. 

8 £2 


(10.6.4) 


75 sen 5íV 



6 cos 10í A 


Figura 10.15 Esquema para o Problema prático 10.6. 

Resposta: 11,577sen(5f - 81,12°) + 3,154 cos(10í - 86,24°) V. 
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10.5 


Transformação de fontes 


Como mostra a Figura 10.16, a transformação de fontes no domínio da fre¬ 
quência envolve alterar uma fonte de tensão em série com uma impedância 
em uma fonte de corrente em paralelo com uma impedância, ou vice-versa. 
Ao transformarmos de um tipo de fonte para outro, devemos ter em mente a 
seguinte relação: 




Ví 

Ví = Zílí 

4=4- 

lí = — 

Zí 


( 10 . 1 ) 





I 




-o b 


Figura 10.16 Transformação de fontes. 


Calcule \ x no circuito da Figura 10.17 utilizando o método de transformação de fontes. 

5 Q. 4£2 -f 13í2 



Figura 10.17 Esquema para o Exemplo 10.7. 

Solução: Transformamos a fonte de tensão em uma fonte de corrente e obtemos o 
circuito da Figura 10.18a, no qual: 


I, 


20/-90° 


= 4 /—90° = —74 A 


A associação em paralelo entre a resistência de 5 Í1 e a impedância de (3 + j'4) resulta em 

5(3 + /4) 

Z, =-— = 2,5 + j'1,25 íl 

8+J4 

Convertendo a fonte de corrente em uma fonte de tensão resulta no circuito da Figura 
10.186, onde 

V* = IA = —74(2,5 + 71,25) = 5 - 710 V 


EXEMPLO 10.7 


4 0 -713 n 



2,5 Q 71,25 Q 4Q ~J 13 Q 



Figura 10.18 A solução para o circuito da Figura 10.17. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 10.7 


Por divisão de tensão, 

V, = 


10 


10 + 2,5 + y 1,25 + 4 -j 13 


(5 - m 


5,519 /—28° V 


Determine I 0 no circuito da Figura 10.19 usando o conceito de transformação de fontes. 


12/90° A( 


2Q. /'] Q 




—AW—MmP- 

D 


1 4£2 k 


75 Q | 


=j= -73 -Q 


t 1 " 



Figura 10.19 Esquema para o Problema prático 10.7 


Resposta: 9,863 /99,46° A. 



Figura 10.20 Equivalente de 
Thévenin. 


Circuitos equivalentes de Thévenin 
e de Norton 

Os teoremas de Thévenin e de Norton se aplicam a circuitos CA da mesma 
maneira que a circuitos CC, sendo que a única coisa a mais é a necessidade de 
manipular números complexos. A versão no domínio da frequência de um circui¬ 
to equivalente de Thévenin é representada na Figura 10.20, na qual um circuito 
linear é substituído por uma fonte de tensão em série com uma impedância, 
enquanto o circuito equivalente de Norton é ilustrado na Figura 10.21, na qual 
um circuito linear é substituído por uma fonte de corrente em paralelo com 
uma impedância. Tenha em mente que os dois circuitos equivalentes guardam 
a seguinte relação 


10.6 



O a 

Circuito 


linear 


-0 b 


-O b 


Figura 10.21 Equivalente de Norton. 


• EXEMPLO 10.8 



( 10 . 2 ) 


exatamente como na transformação de fontes. V xh é a tensão de circuito aberto, 
enquanto I w é a corrente de curto-circuito. 

Se o circuito tiver fontes operando em frequências diferentes (ver Exem¬ 
plo 10.6), o circuito equivalente de Thévenin ou de Norton deve ser determi¬ 
nado em cada frequência. Isso leva a circuitos equivalentes completamente 
diferentes, um para cada frequência e não um circuito equivalente com fontes 
e impedâncias equivalentes. 


Obtenha o equivalente de Thévenin nos terminais a-b para o circuito da Figura 10.22. 

d 



Figura 10.22 Esquema para o Exemplo 10.8. 
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Solução: Determinamos Z Th ajustando a fonte de tensão para zero. Conforme mostra¬ 
do na Figura 10.23a, a resistência de 8 Í1 agora está em paralelo com a reatância -j6, de 
modo que sua associação forneça 

ii —76 X 8 

Z, = -76 || 8 = —-= 2,88 - j'3,84 Í1 

8 - j 6 

De forma similar, a resistência de 4 Í2 está em paralelo com a reatância j\2 e sua asso¬ 
ciação resulta em 

„ ;12 X 4 

Z 2 = 4 Í12 = --= 3,6 + /1,2 D 

2 ll J 4 + yi2 J 


fd 


fd 



712 £2 


d 



(b) 


Figura 10.23 Solução para o circuito da Figura 10.22: (a) determinação de Z Th ; (b) determinação de V Th . 


A impedância de Thévenin é a associação em série de e Z 2 ; isto é, 
Z Th = Zi + Z 2 = 6,48 - y'2,64 fl 


Para determinar V Th , consideremos o circuito da Figura 10.236. As correntes I| e l 2 são 
obtidas como segue 


li 


120/75° 

-A, 

8 -76 


I 2 


120/75° 

-== A 

4+;12 


Aplicando a LKT no laço bcdeab na Figura 10.236, temos 
V Th - 4I 2 + {-j6)l x = 0 


ou 


V T h — 4I 2 + 7 ' 6 l! 


480/75° 720 /75° + 90° 

4 + 7 I 2 + 8-76 

37,95 /3,43° + 72 /201,87° 

-28,936 - 724,55 = 37,95 /220,31° V 


Determine o equivalente de Thévenin nos terminais a-b do circuito da Figura 10.24. PROBLEMA PRÁTICO 10.8 • 

6 Q j2 Q a b 



Figura 10.24 Esquema para o Problema prático 10.8. 
Resposta: Z Th = 12,4 - j3,2 íl, V Th = 63,24 /-51,57° V. 
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EXEMPLO 10.9 


Determine o equivalente de Thévenin do circuito da Figura 10.25 vista pelos terminais 
a-b. 

4 D j3 Q 



Figura 10.25 Esquema para o Exemplo 10.9. 

Solução: Para determinar V Th , aplicamos a LKC no nó 1 na Figura 10.26a. 

15 = I„ + 0,51o =» I 0 = 10 A 

Aplicando a LKT ao laço do lado direito na Figura 10.26a, obtemos 
I 0 (2 - j4) + 0,5I„(4 + ;3) + V Th = 0 

ou 

V Th = 10(2 - j4) - 5(4 + j3) = -j55 
Portanto, a tensão de Thévenin é 

V Th = 55 /—90° V 




Figura 10.26 Solução do problema da Figura 10.25: (a) determinação de V xh ; ( b ) determinação de Z Th . 


Para obter Z Th eliminamos a fonte independente. Por causa da presença da fonte de 
corrente dependente, ligamos uma fonte de corrente de 3 A (3 é um valor arbitrário 
escolhido aqui por conveniência, um número divisível pela soma das correntes que 
deixam o nó) aos terminais a-b conforme mostrado na Figura 10.26Ú. No nó, a LKC 
fornece 


!Q 


j 4£1 



3 ~ I„ + 0,5I„ 


I„ = 2A 


Figura 10.27 Esquema para o 
Problema prático 10.9. 


• PROBLEMA PRÁTICO 10.9 


Aplicar a LKT ao laço externo na Figura 10.266 resulta em 

Y, = I 0 (4 + j3 + 2 — y'4) = 2(6 — j) 

A impedância de Thévenin é 

V, 2(6 - j) 

Z Th = y = - ^ = 4- 70,6667 Í 1 

Determine o equivalente de Thévenin do circuito da Figura 10.27 visto pelos tenninais 
a-b. 

Resposta: Z Th = 4,473 /-7,64° íl, V Th = 7,35 /72,9° V. 
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EXEMPLO 10.10 • 

Obtenha a corrente I 0 na Figura 10.28 usando o teorema de Norton. 


a 



Figura 10.28 Esquema para o Exemplo 10.10. 

Solução: Nosso primeiro objetivo é determinar o equivalente de Norton nos terminais 
a-b. Z N é determinada da mesma forma que Z Th . Configuramos as fontes em zero, con¬ 
forme mostrado na Figura 10.29a. Fica evidente, da figura, que as impedâncias (8 -j 2) 
e (10 + y'4) estão curto-circuitadas, de modo que 

z N = 5 n 


Para obter 1^, curto-circuitamos os terminais a-b como na Figura 10.29 b e aplicamos 
análise de malhas. Note que as malhas 2 e 3 formam uma supermalha por causa da fonte 
de corrente que as une. Para a malha 1, 

-740 + (18 + j2)I, - (8 - j'2)I 2 - (10 + ,/4)I 3 = 0 (10.10.1) 





(a) 

Figura 10.29 Solução do circuito da Figura 10.28: (a) determinação de Z N ; ( b ) determinação de V^; (c) cálculo de I„. 


Para a supermalha, 

(13 - ;2)I 2 + (10 + ;4)I 3 - (18 + ./2)I, = 0 
No nó a, em razão da fonte de corrente entre as malhas 2 e 3, 

I 3 = I 2 + 3 

Somando as Equações (10.10.1) e (10.10.2), temos 

—_/40 + 5I 2 = 0 => I 2 = jS 

Apartir da Equação (10.10.3), 

I 3 = h + 3 = 3 + ;8 

A corrente de Norton é 


( 10 . 10 . 2 ) 


(10.10.3) 


= I 3 = (3 + j 8) A 
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A Figura 10.29c mostra o circuito equivalente de Norton com a impedância nos termi¬ 
nais a-b. Pelo princípio da divisão de corrente, 


5 + 20 + j 15 ' 




3 +j 8 
5 +j3 


= 1,465 /38,48° A 


• PROBLEMA PRÁTICO 10.10 


Determine o equivalente de Norton do circuito da Figura 10.30 visto pelos terminais 
a-b. Use o equivalente para determinar I 0 . 


4£2 ;2Q 



Figura 10.30 Esquema para o Problema prático 10.10 e Problema 10.35. 


Resposta: Z N = 3,176 + j0,706 fi, I* = 8,396/-32,68° A, 
I 0 = 1,9714 /—2,10° A. 


• EXEMPLO10.il 


Circuitos CA com amplificadores 
operacionais 

As três etapas enunciadas na Seção 10.1 também se aplicam a circuitos com 
amplificadores operacionais, desde que o amplificador operacional esteja 
operando na região linear. Como de praxe, partiremos do princípio de que os 
amplificadores operacionais sejam ideais (ver Seção 5.2). Conforme discuti¬ 
do no Capítulo 5, o segredo na análise de circuitos com amplificadores ope¬ 
racionais é ter em mente duas importantes propriedades de um amplificador 
operacional ideal: 

1. Nenhuma corrente circula em seus terminais de entrada. 

2. A tensão em seus terminais de entrada é zero. 

Os exemplos a seguir ilustram esses conceitos. 


10.7 


Determine v 0 (t) para o circuito com amplificador operacional na Figura 10.31a se 
v s = 3 cos 1 .OOOí V. 




Figura 10.31 Esquema para o Exemplo 10.11: (a) o circuito original no domínio do tempo; ( b ) seu equivalente no domínio da 
frequência. 
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Solução: Primeiro, transformaremos o circuito para o domínio da frequência, confor¬ 
me mostrado na Figura 10.3 lè, onde V s = 3 /0° , o> = 1.000 rad/s. Aplicando a lei dos 
nós no nó 1, obtemos 

3/^ ~ Vi V, | V, — 0 | Vi — V 0 

10 -;5 10 20 

ou 

6 = (5 + y'4)V | - \ a (10.11.1) 

No nó 2, a lei dos nós fornece 

Vi ~ 0 = o - v„ 

10 j\0 


que conduz a 


V, = -j\ 0 

Substituir a Equação (10.11.2) na Equação (10.11.1) nos leva a 
6 = -7(5 + 7'4)V 0 - V„ = (3 - j5)\„ 


Logo, 


V„ = = 1.029 /59,04° 


v„(t) = 1,029 cos(1.000í + 59,04°) V 


( 10 . 11 . 2 ) 


Detennine v D e i 0 no circuito com amplificadores operacionais da Figura 10.32. Seja 
v s = 12 cos 5.0001 V. 



Resposta: 4 sen 5.0001 V, 400 sen 5.0001 /jlA. 


Calcule o ganho de realimentação e o deslocamento de fase para o circuito da Figura 
10.33. Suponha que R t = R 2 = 10 kíl, C, = 2 /xF, C 2 = 1 gF e w = 200 rad/s. 

Solução: As impedâncias de realimentação e de entrada são calculadas como segue 

1 R 2 

Z f = R 2 -=--- 

jcoC 2 1 + j(oR 2 C 2 

1 1 + jcoRiCi 

Z,- = Ri + -=---— 

j(üCi jcüCi 


Como o circuito da Figura 10.33 é um amplificador inversor, o ganho de realimentação 
é dado por 

g = Yo = Jk = 

y, Z, (1 +70^,C,)(1 +jojR 2 C 2 ) 


Substituindo-se os valores dados de R h R 2 , Cj, C 2 e co, obtemos 

-/4 


G = 


(1 +74X1 +J2) 


0,434 /130,6° 


PROBLEMA PRÁTICO 10.11 • 


EXEMPLO 10.12 • 


C 2 



Figura 10.33 Esquema para o 
Exemplo 10.12. 


+Ò 
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• PROBLEMA PRÁTICO 10.12 



Figura 10.34 Esquema para o 
Problema prático 10.12. 


Portanto, o ganho de realimentação é 0,434 e o deslocamento de fase é 130,6°. 

Obtenha o ganho de realimentação e o deslocamento de fase para o circuito da Figura 
10.34. Seja R=\0 kíi, C= 1 /xF e co = 1.000 rad/s. 

Resposta: 1,0147,-5,6°. 


10.8 Análise CA usando o PSpice 

O PSpice é de grande ajuda na entediante tarefa de manipular números com¬ 
plexos na análise de circuitos CA. O procedimento para emprego do PSpice 
para análise CA é bastante semelhante àquele necessário para análise CC. É 
necessário estudar o tópico relativo à análise CA/resposta de frequência no 
tutorial do PSpice disponível em nosso site (www.grupoa.com.br), para uma 
revisão. A análise de circuitos CA é feita nos domínios da frequência ou faso- 
res, e todas as fontes devem ter a mesma frequência. Embora a análise CA com 
o PSpice envolva o emprego de AC Sweep, nossa análise neste capítulo requer 
uma única frequência/= m/2 ir. O arquivo de saída do PSpice contém fasores 
de tensão e de corrente. Se necessário, as impedâncias podem ser calculadas 
usando as tensões e correntes no arquivo de saída. 


• EXEMPLO 10.13 


Obtenha u 0 e i 0 no circuito da Figura 10.35, empregando o PSpice. 


4 k£2 

-vWA- 


_ I' 

8 sen( 1,000f + 50°) V(T) 2 /xF =^= 0,5/, 


50 mH 

—'TíT 1 - 



Figura 10.35 Esquema para o Exemplo 10.13. 

Solução: Primeiro, convertemos a função seno em cosseno, 

8sen(1.000 1 + 50°) = 8 cos(1.000? + 50° - 90°) 
= 8 cos(1.000í - 40°) 

A frequência/é obtida a partir de co, como segue 

co 1.000 

/= — = —— = 159,155 Hz 
2tt 2tt 


O esquema para o circuito é mostrado na Figura 10.36. Note que a fonte de corrente F1 
controlada por corrente é conectada de tal fomia que seu circuito flua do nó 0 para o 
nó 3 de acordo com o circuito original da Figura 10.35. Uma vez que queremos apenas 
a magnitude e a fase de v a e i a , configuramos os atributos IPRINT e VPRINT1 com 
AC =yes, MAG = yes, PHASE = yes. Como se trata de uma análise em uma única fre¬ 
quência, selecionamos Analysis/Setup/AC Sweep e introduzimos Total Pts = 1, Start 
Freq = 159.155 e Final Freq = 159.155. Após salvar o arquivo do esquema, o simula¬ 
mos, selecionando Analysis/Simulate. O arquivo de saída inclui a frequência da fonte, 
além dos atributos marcados para os pseudocomponentes IPRINT e VPRINT1. 


FREQ IM(V_PRINT3) 

1.592E+02 3.264E-03 


IP(V_PRINT3) 
-3.743E+01 


FREQ VM(3) 

1.592E+02 1.550E+00 


VP (3) 

-9.518E+01 


Desse arquivo de saída, obtemos 

V„ = 1,55 /—95,18° V, I„ = 3,264 /—37,43° mA 
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que são os fasores para 

v„ = 1,55 cos(1.000f - 95,18°) = 1,55 sen(1.000f - 5,18°) V 


e 


i„ = 3,264 cos(1.000f - 37,43°) mA 


Use o PSpice para obter v a e i a no circuito da Figura 10.37. 

i a 3 kD 


20 cos 3.000f V 



2v„ 


Figura 10.37 Esquema para o Problema prático 10.13. 
Resposta: 536,4 cos(3.000? - 154,6°) mV, 1,088 cos(3.000f-55,12°)mA. 


Detennine Vj e V-, no circuito da Figura 10.38. 


-j 2 



Figura 10.38 Esquema para o Exemplo 10.14. 

Solução: 

1. Definição. Da maneira como se encontra, o problema está enunciado de fonna 
clara. Repetindo, devemos enfatizar que o tempo gasto aqui poupará muito tem¬ 
po e trabalho posterionnente! Algo que deve ter lhe causado problema é que, se 
estava faltando a referência para essa questão, você teria de perguntar àquele que 
a elaborou onde ela deve estar localizada. Caso isso não for possível, então será 


PROBLEMA PRÁTICO 10.13 • 


EXEMPLO 10.14 • 
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necessário supor onde ela estará, para depois enunciar claramente o que foi feito 
e o porquê. 

2. Apresentação. O circuito dado é um circuito no domínio da frequência, e as 
tensões nodais V! e V 2 também são valores no domínio da frequência. Fica claro 
que precisamos de um processo para determinar essas incógnitas no domínio da 
frequência. 

3. Alternativa. Temos duas técnicas alternativas de resolução direta das quais pode¬ 
mos lançar mão. A primeira delas é análise nodal direta ou então o uso do PSpice. 
Como esse exemplo se encontra na seção dedicada ao uso do PSpice na resolução 
de problemas, usaremos o PSpice para encontrar Vj e V 2 . Em seguida, podemos 
utilizar a análise nodal para confirmar o resultado. 

4. Tentativa. O circuito da Figura 10.35 se encontra no domínio do tempo, enquanto 
o da Figura 10.38 está no domínio da frequência. Como não nos foi fornecida 
uma frequência em particular e o PSpice precisa de uma, escolhemos uma fre¬ 
quência consistente com as impedâncias dadas. Por exemplo, se selecionamos 
ai = 1 rad/s, a frequência correspondente será/= íü/2t t = 0,15916 Hz. Obtemos 
os valores da capacitância (C = 1 l(oX c ) e as indutâncias (L = X l Iw). Efetuar essas 
alterações nos leva ao esquema da Figura 10.39. Para facilitar as ligações, troca¬ 
mos as posições da fonte de corrente controlada por tensão G1 com a impedância 
2 + j2. Observe que a corrente de G1 flui do nó 1 para o nó 3, enquanto a tensão 
de controle está no capacitor C2, como exigido na Figura 10.38. Os atributos dos 
pseudocomponentes VPRINT1 são configurados conforme indicado. Como se 
trata de uma análise em uma única frequência, selecionamos Analysis/Setup/ 
AC Sweep e introduzimos Total Pts = 1, Start Freq = 0,15916 e Final Freq = 
0.15916. Após salvar o arquivo do esquema, selecionamos Analysis/Simulate 
para simular o circuito. Quando isso é feito, o arquivo de saída inclui 


FREQ 

1.592E-01 
FREQ 

1.592E-01 


VM(1) 

2.708E+00 

VM (3) 

4.468E+00 


VP(1) 

-5.673E+01 
VP (3) 

-1.026E+02 


a partir do qual obtemos, 

Vi = 2,708 /—56,74° V e V 2 = 6,91 i/ -80,72° V 


5. Avaliação. Uma das mais importantes lições a serem aprendidas é o fato de, ao 
usamos programas como o PSpice, ainda assim, precisamos validar a resposta. 
Existem muitas chances de se cometer algum erro, inclusive se deparar com al¬ 
gum “úiíg” desconhecido do PSpice que leve a resultados incorretos. 

Portanto, como podemos validar a solução? Obviamente, podemos refazer o 
problema inteiro usando a análise nodal ou, talvez, o MATLAB, para ver se obte¬ 
mos os mesmos resultados. Há outra maneira que usaremos nesse caso: escrever 
as equações nodais e ver se essas confirmam o resultado. 



Figura 10.39 Esquema para o circuito na Figura 10.38. 
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As equações nodais para esse circuito são dadas a seguir. Note que substituí¬ 
mos Vj = V x na fonte dependente. 


Vi - 0 Vi - 0 Vj - V, Vj - v 2 

-3 + —-+ — 1 -+ — 5 -- + 0,2V, + — 5 -- = 0 

1 -j 1 2 + j2 —j2 

(1 +j + 0,25 -j0,25 + 02 + jO,5)Vi 

- (0,25 - j0,25 + jO,5)V 2 = 3 


(1,45 + j l,25)Yi - (Q25 + fO,25)V 2 = 3 
1,9144 /40,76° Vi - 0,3536/45° V 2 = 3 


Agora, para verificar a resposta, substituímos as respostas do PSpice nesta. 


1,914 4/40,76° X 2,708 /-56,74° - 0,3536/45° X 6,911 /-80,72° 
= 5.18 4/-15,98° - 2.444 /—35,72° 

= 4,984 - /1,4272 - 1,9842 + j1,4269 
= 3 — _/0,0003 [Verificação da resposta] 


6. Satisfatório? Embora tenhamos usado apenas a equação do nó 1 para verificar a 
resposta, isso é mais que satisfatório para validar a resposta obtida pelo PSpice. 
Agora, podemos apresentar nossa solução para o problema. 


Obtenha V t e I x no circuito da Figura 10.40. 


PROBLEMA PRÁTICO 10.14 • 


48/0° V 



Resposta: 39,37 /44,78° V, 10,336 /158° A. 


10.9 Aplicações 

Os conceitos aprendidos neste capítulo serão aplicados nos capítulos posterio¬ 
res para calcular a potência elétrica e determinar a resposta da frequência. Os 
conceitos também são usados na análise de circuitos acoplados, circuitos trifá- 
sicos, transistorizados, filtros, osciladores e outros circuitos CA. Nesta seção, 
aplicaremos os conceitos para desenvolver dois circuitos CA usados na prática: 
multiplicador de capacitância e osciladores de onda senoidal. 

10.9.1 Multiplicador de capacitância 

O circuito com amplificadores operacionais (AOPs) da Figura 10.41 é conhe¬ 
cido como multiplicador de capacitância, por razões que serão esclarecidas 
mais adiante. Um circuito destes é usado em tecnologia de circuitos integrados 
para produzir um múltiplo de uma pequena capacitância física C quando for 
necessária alta capacitância. O circuito da Figura 10.41 pode ser usado para 
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multiplicar valores de capacitância por um fator até 1.000. Por exemplo, pode- 
-se fazer um capacitor de 10 pF comportar-se como um capacitor de 100 nF. 



Figura 10.41 Multiplicador de capacitância. 

Na Figura 10.41, o primeiro AOP opera como um seguidor de tensão, que 
isola a capacitância formada pelo circuito da carga imposta pelo amplificador 
inversor, enquanto o segundo é um amplificador inversor. Como nenhuma cor¬ 
rente entra pelos terminais de entrada do amplificador operacional, a corrente 
de entrada I, flui pelo capacitor de realimentação. Portanto, no nó 1, 

(1 °- 3) 

Aplicando a LKC no nó 2, 

V,. - 0 _ 0 - v„ 

/?! R 2 


ou 


= - Jv,- (10.4) 

Substituindo-se a Equação (10.4) na Equação (10.3), temos 

, '- J " c ( 1+ í) v ' 

OU 

li ( Ro\ 

-.,«(l+-)c „0.5) 

A impedância de entrada é 

Z = V; = 1 (10.6) 

I; 

onde 

C eq = (l+^)c (10.7) 

Portanto, selecionando adequadamente os valores de R x e R 2 , podemos fazer o 
circuito com amplificadores operacionais da Figura 10.41 produzir uma capa¬ 
citância entre o terminal de entrada e o terra, que é um múltiplo da capacitância 
física C, sendo que seu valor efetivo é limitado, na prática, pela limitação de 
tensão de saída invertida. Portanto, quanto maior a multiplicação de capacitân¬ 
cia, menor é a tensão de entrada permitida para evitar que os amplificadores 
operacionais atinjam a saturação. 
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Um amplificador operacional similar pode ser projetado para simular in- 
dutância (ver Problema 10.89). Há também uma configuração de circuito com 
amplificadores operacionais para criar um multiplicador de resistência. 


Calcule C eq na Figura 10.41, quando R 1 = 10 kíl, R 2 = 1 Míl e C= 1 nF. 
Solução: A partir da Equação (10.7) 


( M 

( 1 X 10 6 \ 

1 +— C = l 

1 + - ) 

V RJ 

V 10 X 10 3 7 


1 nF = 101 nF 


Determine a capacitância equivalente do circuito com AOP na Figura 10.41 se R t = 
10 kíl, R 2 = 10 Mil e C= 10 nF. 

Resposta: 10 /jl F. 


EXEMPLO 10.15 • 


PROBLEMA PRÁTICO 10.15 • 


10.9.2 Osciladores 

Sabemos que a CC é produzida por baterias. Mas como gerar CA? Uma ma¬ 
neira é o emprego de osciladores, que são circuitos que convertem CC em CA. 

Oscilador é um circuito que produz uma forma de onda CA como saída 
quando alimentada por uma entrada CC. 


A única fonte externa de que um oscilador precisa é a fonte de tensão 
CC. Ironicamente, essa fonte geralmente é obtida pela conversão de CA 
pela companhia de energia elétrica em CC. Tendo passado pelo problema 
da conversão, pode-se perguntar por que precisamos usar um oscilador 
para converter CC em CA novamente. O problema é que a CA fornecida 
pela companhia de energia elétrica opera em uma frequência predetermina¬ 
da de 60 Hz nos Estados Unidos e no Brasil (e 50 Hz em alguns países), 
enquanto muitas aplicações como circuitos eletrônicos, sistemas de comu¬ 
nicação e dispositivos de micro-ondas exigem frequências geradas interna¬ 
mente variando entre 0 a 10 GHz ou maiores. Os osciladores são usados 
para gerar essas frequências. 

Para que os osciladores de onda senoidal sustentem as oscilações, eles 
devem atender aos critérios de Barkhausen : 

1. O ganho total do oscilador deve ser igual a 1 ou maior. Consequentemente, 
as perdas devem ser compensadas por um dispositivo amplificador. 

2. O deslocamento de fase total (da entrada para a saída e de volta para a 
entrada) deve ser zero. 

Três tipos comuns de osciladores de onda senoidal são: os osciladores com 
ponte de Wien, comutador de fase e T duplo. Consideraremos aqui apenas o 
oscilador com ponte de Wien. 

O oscilador com ponte de Wien é largamente usado para gerar senoides 
no intervalo de frequência abaixo de 1 MHz. Trata-se de um circuito RC com 
AOPs fácil de ser projetado e contendo apenas alguns componentes facilmente 
ajustáveis. Como mostra na Figura 10.42, o oscilador consiste basicamente de 
um amplificador não inversor com dois trajetos de realimentação: o trajeto 
de realimentação positiva para a entrada não inversora cria oscilações, enquan¬ 
to que a realimentação negativa para a entrada inversora controla o ganho. 


Isso corresponde a 
ü> = 2 irf= 377 rad/s. 
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Realimentação 
negativa para 



Se definirmos as impedâncias das associações RC em série e em paralelo como 
Z s e Z , então 


1 j 

Z s = R x + -= R |- — 

jcúC i mC x 


„ 1 /?2 

Z 0 = -=--- 

1 11 jü)C z 1 + JmR 2 C 2 


A taxa de realimentação é 


( 10 . 8 ) 

(10.9) 


V 2 Z /> 

v 0 z, + z p 


( 10 . 10 ) 


Figura 10.42 Oscilador com ponte 
de Wien. 


Substituir as Equações (10.8) e (10.9) na Equação (10.10) fornece 


y 

v 


2 

O 


R •» 




K 2 _ 

^r)( 1 + P>K 2 C 2 ) 


mR 2 C i 

m(R 2 C x + R X C X + R Z C Z ) d - KiCiR z C z ~ 1) 


( 10 . 11 ) 


Para satisfazer o segundo critério de Barkhausen, V 2 deve estar em fase com 
V 0 , o que implica que a razão na Equação (10.11) deve ser puramente real. 
Logo, a parte imaginária deve ser zero. Configurar a parte imaginária igual a 
zero resulta na frequência de oscilação a> 0 como 

(^R\C \R 2 C 2 “ 1=0 


ou 


_ 1 

“ VR l R 2 C l C 2 


( 10 . 12 ) 


Na maioria das aplicações, R { = R 2 = R e C l = C 2 = C, de modo que 


ou 


M n 


1 

RC 




(10.13) 


fo = 


1 

277 RC 


(10.14) 


Substituindo-se a Equação (10.13) e R x = R 2 = R e C x = C 2 = C na Equação 
(10.11), nos leva a 


V 2 = 1 

V 0 3 


(10.15) 


Portanto, de modo a satisfazer o primeiro critério de Barkhausen, o AOP deve 
compensar fornecendo um ganho 3 ou superior de modo que o ganho global 
seja pelo menos 1, ou a unidade. Lembre-se de que para um amplificador ope¬ 
racional não inversor. 
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ou 


R f ~ 2R S (10.17) 

Em decorrência do atraso inerente causado pelo amplificador operacional, 
os osciladores com ponte de Wien são limitados ao intervalo de frequência de 
1 MHz ou menos. 


Desenhe um circuito com ponte de Wien para que este oscile a 100 kHz. 

Solução: Usando a Equação (10.14), obtemos a constante de tempo do circuito como 
segue 


RC = 



-, = 1,59 X 1(T S 

2tt X 100 X 10 3 


( 10 . 16 . 1 ) 


Se escolhermos R = 10 kíl, então podemos selecionar C = 159 pF para satisfazer a 
Equação (10.16.1). Como o ganho deve ser 3, RflR s = 2. Poderíamos escolher R f = 
20 kíl, enquanto R g = 10 kíl. 


No circuito oscilador com ponte de Wien da Figura 10.42, seja !?,=!?, = 2,5 kíl, C l = 
C 2 = 1 nF. Determine a frequência/, do oscilador. 

Solução: 63,66 kHz. 


EXEMPLO 10.16 • 


PROBLEMA PRÁTICO 10.16 • 


10.10 Resumo 


1. Aplicamos análise nodal e de malhas a circuitos CA, empregando a LKC 
e LKT aos circuitos na fonna fasorial. 


2. Ao determinar a resposta em regime estacionário de um circuito com fon¬ 
tes independentes com frequências diferentes, cada fonte independente 
tem de ser considerada separadamente. A forma mais natural para analisar 
tais circuitos é aplicar o teorema da superposição. Um circuito com fasores 
distinto para cada frequência tem de ser resolvido de forma independente 
e a resposta correspondente deve ser obtida no domínio do tempo. A res¬ 
posta global é a soma das respostas no domínio do tempo de cada um dos 
circuitos com fasores. 


3. O conceito de transformação de fontes também se aplica no domínio de 
frequência. 

4. O circuito equivalente de Thévenin de um circuito CA consiste em uma 
fonte de tensão V Th em série com a impedância de Thévenin Z Th . 

5. O equivalente de Norton de um circuito CA é composto por uma fonte de 
corrente I w em paralelo com a impedância de Norton Z v (= Z Th ). 

6. O PSpice é uma ferramenta simples e poderosa para resolução de proble¬ 
mas envolvendo circuitos CA. Ele minimiza a enfadonha tarefa de traba¬ 
lhar com números complexos envolvida na análise em regime estacionário. 

7. O multiplicador de capacitância e o oscilador CA são duas aplicações tí¬ 
picas para os conceitos apresentados neste capítulo. Um multiplicador de 
capacitância é um circuito com amplificadores operacionais usado para 
produzir um múltiplo de uma capacitância física. Oscilador é um disposi¬ 
tivo que usa uma entrada CC para gerar uma saída CA. 
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Questões para revisão 


10.1 A tensão V Q no capacitor da Figura 10.43 é: 

(a)5/(fV (b) 7,071 /45° V 

(c) 7,071 /—45° V (d) 5 /—45° V 


1 Q. 



Figura 10.43 Esquema para a Questão para revisão 10.1. 
10.2 O valor da corrente I 0 no circuito da Figura 10.44 é: 


(a) 4/CF A (b) 2,4 /-90° A 

(c) 0,6/CE A (d) -1 A 


3/0° A 



4= -j 2 £2 


Figura 10.44 Esquema para a Questão para revisão 10.2. 


10.3 


Usando análise nodal, o valor de V D no circuito da Figura 
10.45 é: 

(a) — 24 V (b) — 8 V 

(c) 8 V (d) 24 V 

% 


jòQ. 


§ 4/90° A Q 

5 = 




-j 3 £2 


Figura 10.45 Esquema para a Questão para revisão 10.3. 


10.4 No circuito da Figura 10.46, a corrente i(t) é: 

(a) 10 cosí A (b) 10 sen t A (c) 5 cosí A 

(d) 5 sen í A (e) 4,472 cos(f - 63,43°) A 



Figura 10.46 Esquema para a Questão para revisão 10.4. 


10.5 Consulte o circuito da Figura 10.47 e observe que as duas 
fontes não têm a mesma frequência. A corrente ijf) pode 
ser obtida por: 

(a) transfonnação de fontes 

(b) teorema da superposição 

(c) PSpice 


1H 1Q 



Figura 10.47 Esquema para a Questão para revisão 10.5. 


10.6 Para o circuito da Figura 10.48, a impedância de Théve- 
nin nos terminais a-b é: 

(a) 1 fl (b) 0,5 - j0,5 fl 

(c) 0,5 + y'0,5 fl (d) 1 + j2 fl 

(e) 1-J2Í1 


5 cos í V (í 



1 Q 

VWA- 


1 H 

- r ffP -o a 


1 F 


-o b 


Figura 10.48 Esquema para as Questões para revisão 10.6 
e 10.7. 

10.7 No circuito da Figura 10.48, a tensão de Thévenin nos 
terminais a-b é: 


(a) 3,535 /—45° V (b) 3,535/45° V 
(c) 7,071 /—45° V (d) 7,071/45° V 


10.8 Consulte o circuito da Figura 10.49. A impedância equi¬ 
valente de Norton nos temiinais a-b é: 

(a) —_/4 Cl (b) —j2 fl 

(c) j2 fl (d) j4 fl 


-j2Q 



Figura 10.49 Esquema para as Questões para revisão 10.8 
e 10.9. 

10.9 A corrente de Norton nos tenninais a-b no circuito da Fi¬ 
gura 10.49 é: 

(a) l/tf A (b) 1,5 /—90° A 

(c) 1,5/90° A (d) 3/90° A 


10.10 O PSpice é capaz de tratar um circuito com duas fontes 
independentes de frequências diferentes. 

(a) verdadeiro (b) falso 


Respostas: 10.1c, 10.2a, 10.3d, 10.4a, 10.5b, 10.6c, 10.7a, 
10.8a, 10.9d, 10.10b. 
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Problemas 


• Seção 10.2 Análise nodal 


10.1 Determine i no circuito da Figura 10.50. 


1 Q. 

-A/W- 


2 cos 10fV 



1 Q. 


Figura 10.50 Esquema para o Problema 10.1. 


10.2 Usando a Figura 10.51, elabore um problema para ajudar 
eSd outros estudantes a entender melhor a análise nodal. 


2Q 



- A/W' - 


4/0° V U 

D -75 d = 

= ;4 D = 


Figura 10.51 Esquema para o Problema 10.2. 

10.3 Determine v 0 no circuito da Figura 10.52. 


— F 

4 D 12 2 H 



Figura 10.52 Esquema para o Problema 10.3. 

10.4 Calcule v 0 (f) no circuito da Figura 10.53. 


0,25 F 



16 sen (4f - 10°) V 


Figura 10.53 Esquema para o Problema 10.4. 

10.5 Determine i a no circuito da Figura 10.54. 


25 cos(4 X 10 3 f) V 



10.6 Determine V r na Figura 10.55. 

20 Q j 10 Q. 



Figura 10.55 Esquema para o Problema 10.6. 

10.7 Use a análise nodal para determinar V no circuito da Fi¬ 
gura 10.56. 



Figura 10.56 Esquema para o Problema 10.7. 


10.8 Use a análise nodal para determinar i no circuito da Figu- 

ra 10.57. Seja i s = 6 cos(200í+ 15°) A. 

ML 



Figura 10.57 Esquema para o Problema 10.8. 


10.9 Use a análise nodal para encontrar v 0 no circuito da Figu- 
M Ü ra 10.58. 

ML 

20 £2 50 P F 10 mH 



10.10 Use a análise nodal para encontrar v a no circuito da Figu- 
jgi Ü ra 10.59. Seja o) = 2 krad/s 

ML 

2 /jlF 



Figura 10.54 Esquema para o Problema 10.5. 


Figura 10.59 Esquema para o Problema 10.10. 
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10.11 Aplique a análise nodal ao circuito da Figura 10.60 e de- 
jS ti termine i 0 (t). 

ML 


0,25 F 


2 H 



) cos 2 1 A 


Figura 10.60 Esquema para o Problema 10.11. 

10.12 Considere a Figura 10.61 e elabore um problema para 
e£)d ajudar outros estudantes a entenderem melhor a análise 
nodal. 

2L 



Figura 10.61 Esquema para o Problema 10.12. 

10.13 Determine V T no circuito da Figura 10.62 usando qual- 
J§ Ü quer método de sua escolha. 

ML 


-j 2Í1 


! £2 j 6 £2 



- 11 - 

—WA— TÍV — 



+ 



40 /30° V O < 

>3 £2 10 £2 < 





1 


Figura 10.62 Esquema para o Problema 10.13. 

10.14 Calcule a tensão nos nós 1 e 2 no circuito da Figura 10.63 
utilizando a análise nodal. 

ML 

J4£2 



10.15 Determine a corrente I no circuito da Figura 10.64 usando 
S ti a análise nodal. 

ML 

5/0° A 



4 £2 


Figura 10.64 Esquema para o Problema 10.15. 

10.16 Use a análise nodal para detenninar V x no circuito mos- 
ti trado na Figura 10.65. 

ML 

I-1-^--1 

2Z0!A (T) < 5 £2 -j3 £2 = = (f) 3/45° A 

Figura 10.65 Esquema para o Problema 10.16. 

10.17 Por meio da análise nodal, obtenha I D no circuito da Figu- 

M ti ra 10.66. 

ML 



1 £2 


=b -j 2Q 


Figura 10.66 Esquema para o Problema 10.17. 

10.18 Use a análise nodal para obter V D no circuito da Figura 
Ml ti 10.67 a seguir. 

ML 

8 £2 i 6 Q 4 £2 J 5Q 


-VWV—CDP- 


4/45°A0 V t >2£2 2V X /v> = = -y'l £2 -j2£2==v o 


-v\w—nmT'— 


Figura 10.67 Esquema para o Problema 10.18. 

10.19 Obtenha V D na Figura 10.68 utilizando a análise nodal. 

Mü 


ML 


j 2 £2 



t> 


Figura 10.63 Esquema para o Problema 10.14. 


Figura 10.68 Esquema para o Problema 10.19. 
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10.20 Consulte a Figura 10.69. Se v s (t) = V m sen cot e v 0 {t) = A 
sen(cat + </>), deduza as expressões para A e <f>. 


v s U) 


Figura 10.69 Esquema para o Problema 10.20. 

10.21 Para cada um dos circuitos da Figura 10.70, determine 
VyV,- para cn = 0, &>—»°°ect> 2 = 1/ZC. 



R L 

cwvw—nmp- 

+ 

v,- 


+ 

c =1= v„ 


o—AVA- 
+ 


V,- 


+ 

v„ 


(a) (b ) 

Figura 10.70 Esquema para o Problema 10.21. 

10.22 Para o circuito da Figura 10.71, determine V 0 /V s . 

-AAAA- 


© 


+ 

C =■= V„ 


Figura 10.71 Esquema para o Problema 10.22. 

10.23 Usando a análise nodal, obtenha V no circuito da Figura 
10.72. 

R 



Figura 10.72 Esquema para o Problema 10.23. 

• Seção 10.3 Análise de malhas 

10.24 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eQd tender melhor a análise de malhas. 

10.25 Determine i a na Figura 10.73 usando a análise de malhas. 

ti 

ML 4 Q 2 H 


10.26 Utilize a análise de malhas para determinar i a no circuito 
da Figura 10.74. 


2kQ 


1 /lcF 


10 cos 10 3 f V 



20 sen 10 3 f V 


Figura 10.74 Esquema para o Problema 10.26. 

10.27 Usando a análise de malhas, determine Ij e I 2 no circuito 
ti da Figura 10.75. 

ML 

j 10 Q. 40 Q 


40/30° V I 


1-TUP- 

-MV-1 

t) fh) -7 20 n = 

= K) <j 


í ) 50/ÇP V 


Figura 10.75 Esquema para o Problema 10.27. 

10.28 No circuito da Figura 10.76, determine as correntes de 
ti malha ;j e Seja v x = 10 cos 4í V e v 2 = 20 cos(4t- 30°). 

ML 


1 Q, 1 H 

-AA/Vv-cmn- 




© 


r 7 ) 


1 H 1 Q 

—wvv- 


1 F 


1 Q. 


© 


v 2 


Figura 10.76 Esquema para o Problema 10.28. 

10.29 Utilizando a Figura 10.77, elabore um problema para 
eÃd ajudar outros estudantes a entender melhor a análise de 
malhas. 


j X Ll 

-qnnp 



,/ X L 3 


V s -J x c 

Figura 10.77 Esquema para o Problema 10.29. 

10.30 Use a análise de malhas para determinar v a no circuito da 
M Ü Figura 10.78. Seja v sl = 120cos(100t + 90°) Veí) j2 = 
ML 80 cos IOOíV. 


20 £2 


400 mH 


200 mH 


10 cos 2r V ( í 


-AW- 

-CPIP- 





\ l ° 

Al (í) 300 mH 

§ 50 jlcF 

LJ 

— 0,25 F (©) 6 sen 2í V 




10 D 



Figura 10.73 Esquema para o Problema 10.25. 


Figura 10.78 Esquema para o Problema 10.30. 
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10.31 Use a análise de malhas para determinar a corrente I D no 
circuito da Figura 10.79 a seguir. 

ML 

80 Q l o J60 Q. 20 Q 


I )60 /-30° V 



Figura 10.79 Esquema para o Problema 10.31. 


10.32 Determine V D e I D no circuito da Figura 10.80 usando a 
análise de malhas. 


ML 


4 /-30° A 



4= -j 2 D 


Figura 10.80 Esquema para o Problema 10.32. 


10.33 Calcule I no Problema 10.15 utilizando a análise de 
JS ^ malhas. 

ML 

10.34 Use a análise de malhas para determinar I D na Figura 
JE Ü 10.28 (para o Exemplo 10.10). 

ML 

10.35 Calcule I D na Figura 10.30 (para o Problema prático 
Mj 10 .10) usando a análise de malhas. 

ML 

10.36 Calcule V D no circuito da Figura 10.81 usando a análise 
MI Ü de malhas. 

ML 


j4 Q -J' 3 Q 



Figura 10.81 Esquema para o Problema 10.36. 


10.38 Use a análise de malhas e obtenha I D no circuito apresen- 

S Ü tado na Figura 10.83. 

ML 



ML 


, no circuito da Figura 10.84. 


10 Q 



Figura 10.84 Esquema para o Problema 10.39. 


• Seção 10.4 Teorema da superposição 

10.40 Determine i a no circuito apresentado na Figura 10.85 
usando superposição. 


4£í 


2Q 



8 V 


Figura 10.85 Esquema para o Problema 10.40. 


10.37 Use a análise de malhas para determinar as correntes I l5 1 2 
e I 3 no circuito da Figura 10.82. 



Figura 10.82 Esquema para o Problema 10.37. 


10.41 Determine v a no circuito da Figura 10.86 supondo que 
v s = 6 cos 2í + 4 sen 4í V. 

0.25 F 



Figura 10.86 Esquema para o Problema 10.41. 

10.42 Considere a Figura 10.87 e elabore um problema para 
eOd ajudar outros estudantes a entender melhor o teorema da 
superposição. 
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—onru- 


'i© 


r 2 

-AAW- 


-jx c Q 


Figura 10.87 Esquema para o Problema 10.42. 

10.43 Usando o princípio da superposição, determine i x no cir¬ 
cuito da Figura 10.88. 


+ ) 10 cos(2í- 60°) V 


5 cos(2f + 10°) A ; 4 H 



Figura 10.88 Esquema para o Problema 10.43. 

10.44 Use o princípio da superposição para obter v x no circuito 
da Figura 10.89. Seja v s = 50 sen 2t V e i s = 12 cos( 6 1 + 
10°) A. 

20 12 5 H 

a a a a _ nnnrs 



Figura 10.89 Esquema para o Problema 10.44. 

10.45 Use superposição para determinar i(t) no circuito da Fi¬ 
gura 10.90. 

ú. 2012 

-VWV- 


16 cosdOí + 30°) V (t 


I 6 sen At V 


-nmp- 


300 mH 

Figura 10.90 Esquema para o Problema 10.45. 

10.46 Determine v a (f) no circuito da Figura 10.91 usando o 
princípio da superposição. 

612 


12 cos 3í V ( I 



10V 


Figura 10.91 Esquema para o Problema 10.46. 

10.47 Determine i a no circuito da Figura 10.92 utilizando o 
Jíg/ Ü princípio da superposição. 

ML 



Figura 10.92 Esquema para o Problema 10.47. 


10.48 Determine i a no circuito da Figura 10.93 usando a super- 
JS Ü posição. 

ML 

20 p,F 



Figura 10.93 Esquema para o Problema 10.48. 

• Seção 10.5 Transformação de fontes 

10.49 Usando a transformação de fontes, determine i no circui¬ 
to da Figura 10.94. 

312 

-MW- 


512 


0 8 sen(200 1 + 30°) A 


JT 


5 mH 

1 mF 


Figura 10.94 Esquema para o Problema 10.49. 

10.50 Usando a Figura 10.95, elabore um problema para ajudar 
eOd outros estudantes a entender melhor a transformação de 
fontes. 



Figura 10.95 Esquema para o Problema 10.50. 

10.51 Use a transformação de fontes para determinar I D no cir¬ 
cuito do Problema 10.42. 

10.52 Utilize o método da transformação de fontes para deter- 
M minar I x no circuito da Figura 10.96. 


2 12 jA 12 

— AW —nmp- 


-j 212 


60/0° V 0 6 12 


4 12 


-j 312 


cb 


5/90° A 


Figura 10.96 Esquema para o Problema 10.52. 

10.53 Use o conceito de transformação de fontes para determi- 
M nar V 0 no circuito da Figura 10.97. 


412 


-j 312 


;4Í2 



20/0° V f í ) j2 12 


-j~ 12 =p= V D 


Figura 10.97 Esquema para o Problema 10.53. 
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10.54 Refaça o Problema 10.7 usando a transformação de fontes. 


• Seção 10.6 Circuitos equivalentes de 
Thévenin e de Norton 


10.55 Determine os circuitos equivalentes de Thévenin e de 
Norton nos terminais a-b para cada um dos circuitos da 
Figura 10.98. 


720 £2 10 £2 



-J5Q 



(b) 


Figura 10.98 Esquema para o Problema 10.55. 


10.56 Para cada um dos circuitos da Figura 10.99, obtenha os 
circuitos equivalentes de Thévenin e de Norton nos ter¬ 
minais a-b. 


J4Q. 



30 £2 

-7WA- 


120/45° V 


© 


Í/TO £2 


60 £2 • 


=±= -j 5 D 


-O b 


(■ b ) 

Figura 10.99 Esquema para o Problema 10.56. 


10.57 Usando a Figura 10.100, elabore um problema para aju- 
eQd dar outros estudantes a entenderem melhor os circuitos 
equivalentes de Thévenin e de Norton. 



-/X c 


«2 

-WW-o 


j*L 


10.58 Para o circuito representado na Figura 10.101, determine 
o circuito equivalente de Thévenin nos terminais a-b. 



8 £2 < 


5/45° A Q 

b f s 

-f6 £2 =*= 

hw a 


Figura 10.101 Esquema para o Problema 10.58. 


10.59 Calcule a impedância de saída do circuito mostrado na 
Figura 10.102. 


-J 2 Q 10 £2 



10.60 Determine o equivalente de Thévenin do circuito da Figu- 
Jl/ ra 10.103 visto a partir dos: 

(a) Terminais a-b (b) Terminais c-d 
c d 



Figura 10.103 Esquema para o Problema 10.60. 

10.61 Determine o circuito equivalente de Thévenin nos termi- 
Jsí nais a-b do circuito da Figura 10.104. 

ML 


4Ü 



10.62 Usando o teorema de Thévenin, determine v 0 no circuito 
da Figura 10.105. 



Figura 10.100 Esquema para o Problema 10.57. 


Figura 10.105 Esquema para o Problema 10.62. 
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10.63 Obtenha o equivalente de Norton do circuito representa- 
M do na Figura 10.106 nos terminais a-b. 


4 cos(200f + 30°) A 



5/rF 



Figura 10.106 Esquema para o Problema 10.63. 


10.64 Para o circuito mostrado na Figura 10.107, encontre o cir- 
M cuito equivalente de Norton nos terminais a-b. 


10.68 Determine o equivalente de Thévenin nos terminais a-b 
JS Ü do circuito da Figura 10.111. 

ML 

‘o 4 Q 



Figura 10.111 Esquema para o Problema 10.68. 



10.65 Considere a Figura 10.108 e elabore um problema para 
eOd ajudar outros estudantes a entender melhor o teorema de 
Norton. 



Figura 10.108 Esquema para o Problema 10.65. 


10.66 Nos terminais a-b, obtenha os circuitos equivalentes de 
M Thévenin e de Norton para o circuito representado na Fi¬ 
gura 10.109. Suponha w = 10 rad/s. 


10 mF 12coso)fV 



• Seção 10.7 Circuitos CA com amplificadores 
operacionais 

10.69 Para o diferenciador mostrado na Figura 10.112, obtenha 
YJVy Detennine v 0 {i) quando v s (í) = V,„ sen (oteco= 1 IRC. 

R 



Figura 10.112 Esquema para o Problema 10.69. 

10.70 Usando a Figura 10.113, elabore um problema para aju- 
e€Kl dar outros estudantes a entender melhor os AOPs em cir¬ 
cuitos CA. 


R 2 



Figura 10.113 Esquema para o Problema 10.70. 


10.67 Detennine os circuitos equivalentes de Thévenin e de 
Norton nos terminais a-b no circuito da Figura 
ML 10.110. 



10.71 Determine v B no circuito da Figura 10.114. 



Figura 10.110 Esquema para o Problema 10.67. 


Figura 10.114 Esquema para o Problema 10.71. 
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10.72 Calcule i 0 (t) no circuito com AOP da Figura 10.115 se 
v s = 4 cos(10 4 t) V. 



Figura 10.115 Esquema para o Problema 10.72. 


10.76 Determine V D e I D no circuito com AOP da Figura 10.119. 

Mü 

ML 


-y'4 kíl 


20 kíl \ 
-AAMí- 


10 kíl 
-JWW- 


2/30° V 


-j2 kíl = = 


□ 


+ 

V„ 


10.73 Se a impedância de entrada for definida como Z ent = YJl s , 
determine a impedância de entrada do circuito com AOPs 
na Figura 10.116 quando R 1 = 10 kíl, R 2 = 20 kíl, C] = 
10 nF, C 2 = 20 nF e co = 5.000 rad/s. 


C i 



Figura 10.119 Esquema para o Problema 10.76. 

10.77 Calcule o ganho de malha fechada (com realimentação) 
JS ií V/V, para o circuito com AOP da Figura 10.120. 

ML 



Figura 10.120 Esquema para o Problema 10.77. 


10.74 Calcule o ganho de tensão A„ = YJV a no circuito com 
AOP da Figura 10 . 117 . Determine A„ para co = 0, co —» oo, 
co = 1/RjCj e co = 1 /R 2 C 2 . 

R 2 C 2 



Figura 10.117 Esquema para o Problema 10.74. 

10.75 No circuito com AOP da Figura 10.118, determine o ga- 
nho de malha fechada (com realimentação) e o deslo- 
ML camento de fase da tensão de saída em relação à tensão 
de entrada para C l = C 2 = 1 nF, R t =R-, = 100 kíl, R 3 = 20 
kíl, R 4 = 40 kíl e o> = 2.000 rad/s. 





10.78 Determine v a (t) no circuito com AOP da Figura 10.121 a 
JS iJ seguir. 

ML 


20 kíl 



Figura 10.121 Esquema para o Problema 10.78. 


10.79 Para o circuito com amplificadores operacionais da Figu¬ 
ra 10.122, obtenha v a (t). 

20 kíl 



Figura 10.118 Esquema para o Problema 10.75. 


Figura 10.122 Esquema para o Problema 10.79. 
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10.80 Obtenha v 0 (t) para o circuito com AOP na Figura 10.123 
M ti para v = 4 cos(l .000? - 60°) V. 

ML 


50 kO 



• Seção 10.8 Análise CA usando 
J§7 o PSpice 


10.85 Usando a Figura 10.127, elabore um problema para aju- 
e d dar outros estudantes a entender melhor como realizar a 
análise CA com o PSpice ou MultiSim. 



Figura 10.127 Esquema para o Problema 10.85. 

10.86 Utilize o PSpice ou MultiSim para determinar V 1; V 2 e V 3 
no circuito da Figura 10.128. 


10.81 Use o PSpice ou MultiSim para determinar V D no circuito 
da Figura 10.124. Suponha co = 1 rad/s. 


-J 2 Q 25 ü 



Figura 10.124 Esquema para o Problema 10.81. 

10.82 Resolva o Problema 10.19 usando o PSpice ou MultiSim. 

10.83 Use o PSpice ou MultiSim para determinar v a (t) no circui¬ 
to da Figura 10.125. Seja i s = 2 cos(10 3 í) A. 

2 £2 



Figura 10.125 Esquema para o Problema 10.83. 

10.84 Obtenha V D no circuito da Figura 10.126 usando o PSpice 
ou MultiSim. 



Figura 10.126 Esquema para o Problema 10.84. 


8 Q 



Figura 10.128 Esquema para o Problema 10.86. 


10.87 Determine Vj, V 2 e V 3 no circuito da Figura 10.129 utili¬ 
zando o PSpice ou MultiSim. 


_/'10 Q 



2/0° A 


Figura 10.129 Esquema para o Problema 10.87. 


10.88 Use o PSpice ou MultiSim para determinar v 0 e i a no cir¬ 
cuito da Figura 10.130 a seguir. 



Figura 10.130 Esquema para o Problema 10.88. 


• Seção 10.9 Aplicações 

10.89 O circuito com AOPs na Figura 10.131 é o chamado si¬ 
mulador de indutância. Demonstre que a impedância de 
entrada é dada por 
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Z en t= T— = >ie, 

J-ent 

onde 

R X R 2 R^ 

L e o = -^C 



Figura 10.131 Esquema para o Problema 10.89. 

10.90 AFigura 10.132mostra um circuito comaponte de Wien. De¬ 
monstre que a frequência na qual o deslocamento de fase entre 
os sinais de entrada e de saída é zero é dada por / = \tt RC,s 
que o ganho necessário éA v = VyV,- nessa frequência. 



Figura 10.132 Esquema para o Problema 10.90. 


10.91 Considere o oscilador da Figura 10.133. 

(a) Determine a frequência de oscilação. 

(b) Obtenha o valor mínimo de R para o qual ocorre a 
oscilação. 


80 kQ 



Figura 10.133 Esquema para o Problema 10.91. 

10.92 O circuito oscilador da Figura 10.134 usa um AOP ideal. 

(a) Calcule o valor mínimo de R a que fará ocorrer a 
oscilação. 

(b) Determine a frequência de oscilação. 


1 MH 



10.93 A Figura 10.135 mostra um oscilador Colpitts. Demons- 
e d tre que a frequência de oscilação é 

1 

f =- 

IttVLCt 

onde C T = C X C 2 /(C X + C 2 ). Considere /?, X c ^. 



Figura 10.135 Esquema para o Problema 10.93. 

(, Sugestão : Faça a parte imaginária da impedância no cir¬ 
cuito de realimentação igual à zero.) 

10.94 Projete um oscilador Colpitts que opere em 50 kHz. 

eOd 

10.95 A Figura 10.136 mostra um oscilador Hartley. Demons¬ 
tre que a frequência de oscilação é 

1 

f = - 

2t rVC(C! + L 2 ) 



Figura 10.136 Um oscilador Hartley; esquema para o 
Problema 10.95. 

10.96 Observe o oscilador da Figura 10.137. 

(a) demonstre que 

V 2 = _1_ 

V 0 3 + j((0L/R - R/coL) 

(b) detennine a frequência de oscilação f a . 

(c) obtenha a relação entre R x e R 2 de modo que ocorra a 
oscilação. 

R 2 



Figura 10.134 Esquema para o Problema 10.92. 


Figura 10.137 Esquema para o Problema 10.96. 
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ANÁLISE DE POTÊNCIA EM CA 


Quatro coisas que não têm retorno: a palavra dita; a flecha lançada; 

o tempo passado; a oportunidade negligenciada. 

Al Halif Omar Ibn 


Progresso profissional 

Carreira em sistemas de potência 

A descoberta do princípio de um gerador CA por 
Michael Faraday, em 1831, foi um grande avanço 
na engenharia, porque forneceu uma maneira con¬ 
veniente de gerar energia elétrica necessária para 
todos os aparelhos eletrônicos, elétricos ou eletro- 
mecânicos que usamos hoje. 

A energia elétrica é obtida convertendo-se 
energia de outras fontes, como combustíveis fós¬ 
seis (gás, petróleo e carvão), combustível nuclear 
(urânio), energia hidráulica (quedas d’água), ener¬ 
gias geotérmicas (água quente, vapor), energia 
eólica, energia maremotriz e energia de biomassa 
(resíduos). Essas diversas formas de geração de 
energia elétrica são estudadas de modo detalhado 
no campo da engenharia de sistemas de potência, 
que se tornou uma subdisciplina indispensável da 
engenharia elétrica. Um engenheiro elétrico deve 


estar familiarizado com a análise, geração, trans¬ 
missão, distribuição e custo da energia elétrica. 

O setor de energia elétrica abrange milhares 
de concessionárias de energia elétrica, variando de 
grandes sistemas interligados, os quais atendem 
a grandes regiões, a pequenas empresas de energia 
elétrica, servindo a pequenas comunidades ou fá¬ 
bricas. Por causa dessa complexidade, existem inú¬ 
meras oportunidades para engenheiros eletricistas 
em diversos segmentos do setor: centrais elétricas 
(geração), transmissão e distribuição, manutenção, 
pesquisa, aquisição de dados e controle de fluxo e, 
finalmente, gerenciamento. Já que a energia elétri¬ 
ca é usada em todas as partes, as concessionárias 
do ramo se encontram em igual posição, oferecendo 
treinamento específico e emprego estável para ho¬ 
mens e mulheres em milhares de comunidades ao 
redor do mundo. 


405 
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11.1 Introdução 

Nossos esforços na análise de circuitos CA se concentraram, até então, princi¬ 
palmente no cálculo de corrente e tensão. Neste capítulo, nosso objetivo será 
a análise de potência. 

A potência é o valor mais importante em sistemas de energia elétrica, ele¬ 
trônicos e de comunicação, pois envolvem a transmissão de energia de um 
ponto a outro. Da mesma forma, todo equipamento elétrico, seja ele de uso 
residencial ou industrial, como ventilador, motor, lâmpada, ferro de passar 
roupa, TV, computador, tem uma potência nominal, indicando qual a potência 
exigida pelo equipamento; ultrapassar a potência nominal pode causar danos 
permanentes a um aparelho. 

A forma mais comum de energia elétrica é a energia CA a 50 ou 60 Hz. A 
escolha de CA e não de CC permitiu a transmissão de energia em alta tensão 
da usina geradora até o consumidor. 

Iniciamos definindo e deduzindo a potência instantânea e a potência 
média. Introduziremos, depois, outros conceitos relacionados com potência. 
Para aplicações práticas desses conceitos, discutiremos como a potência é 
medida e examinaremos como as concessionárias de energia elétrica tarifam 
seus consumidores. 


11.2 Potências instantânea e média 

Como mencionado no Capítulo 2, a potência instantânea p(t) absorvida por 
um elemento é o produto da tensão instantânea v(f) no elemento e a corrente 
instantânea i(t ) que passa através dele. Supondo a regra dos sinais (passivo), 


p(t) = v(t)i(t) 


( 11 . 1 ) 


Também podemos imaginara 
potência instantânea como a 
potência absorvida pelo elemento 
em dado instante. Quantidades 
instantâneas são indicadas por 
letras minúsculas. 


Potência instantânea (em watts) é a potência a qualquer instante. 


Ela é a taxa na qual um elemento absorve energia. 

Consideremos o caso geral de potência instantânea absorvida por uma as¬ 
sociação arbitrária de elementos de circuito sob excitação senoidal, conforme 
mostrado na Figura 11.1. Consideremos que a tensão e a corrente nos terminais 
do circuito sejam 


v(t) = V m cos(wf + 0 V ) (11.2a) 

i(t) = I m cos {cot + Oi) (11.2 b) 



Figura 11.1 Fonte senoidal e circuito 
linear passivo. 


onde V m e I m são as amplitudes (ou valores de pico) c 0,, e são, respecti¬ 
vamente, os ângulos de fase da tensão e da corrente. A potência instantânea 
absorvida pelo circuito é 

p(t) = v(t)i{t) = V m I m cos (cot + 6 V ) cos (cot + Oi) (11.3) 

Aplicando a identidade trigonométrica 

1 

cos A cos B = — [cos(A — B) + cos(A + 5)] 
expressamos a Equação (11.3) assim 


(11.4) 
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P(t ) = ^ V m I m cos(0 v - 0,) + - V m I m cos(2wr + 0 V + 0,) (11.5) 

Isso demonstra que a potência instantânea é formada por duas partes, na qual a 
primeira é constante ou independente do tempo e seu valor depende da diferença 
de fase entre a tensão e a corrente; a segunda parte é uma função senoidal cuja 
frequência é 2&), que é o dobro da frequência angular da tensão ou da corrente. 

Um gráfico de p(t) a partir da Equação (11.5) é mostrado na Figura 11.2, 
onde T = 2tt/oj é o período da tensão ou da corrente. Observamos que p(t) é 
periódica ,p(t) = p(t + T 0 ) e seu período é 7j, = 772, uma vez que sua frequência 
é o dobro da tensão ou da corrente. Observamos também que p(f) é positiva em 
parte de cada ciclo e negativa no restante do ciclo. Quando p(t) é positiva, a po¬ 
tência é absorvida pelo circuito. Quando p(t ) é negativa, a potência é absorvida 
pela fonte; isto é, a potência é transferida do circuito para a fonte. Isso é possível 
em razão dos elementos de armazenamento (capacitores e indutores) no circuito. 



Figura 11.2 A potência instantânea p(t) entrando em um circuito. 


A potência instantânea varia com o tempo, sendo, portanto, difícil de ser 
medida. Já a potência média é mais conveniente de ser medida. De fato, o 
wattímetro, o instrumento usado para medir potência, indica média. 


Potência média, em watts, é a média da potência instantânea ao longo de 
um período. 


Portanto, a potência média é dada por 


P = 



p(t) dt 


( 11 . 6 ) 


Embora a Equação (11.6) mostre a média ao longo de T, poderíamos obter o 
mesmo resultado se realizássemos a integração ao longo do período real de p(t) 
que é T 0 = 772. 

Substituir p(t) da Equação (11.5) na Equação (11.6), resulta em 


P = 


1 


-V m I m cos(0 v - 0i) dt 


T 


1 


-V m Im COS(2 tot + 0 V + 0j) dt 


1 1 

= 2 v m l m cos(0„ - 0i)- 


dt 


1 


\ 

“T J 


'o 


cos(2wí + 0 V + 0i) dt 


(11-7) 
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O primeiro integrando é constante, e a média de uma constante é a mesma 
constante. O segundo integrando é uma senoide, cuja média ao longo de seu 
período é zero; a área da senoide durante um semiciclo positivo é cancelada 
pela sua área durante o semiciclo negativo seguinte. Portanto, o segundo termo 
na Equação (11.7) desaparece e a potência média fica 

1 

P = — V m I m COS(0 V ~ 0j) ( 11 . 8 ) 


Como cos(0„ - 0,) = cos(0, - d D ), o importante é a diferença nas fases da tensão 
e da corrente. 

Note que p(t) varia com o tempo, enquanto P não depende do tempo. Para 
encontrar a potência instantânea, devemos, necessariamente, ter v(t) e i(t) no 
domínio do tempo. Porém, podemos encontrar a potência média quando a 
tensão e a corrente estão expressas no domínio do tempo, como na Equação 
(11.8), ou quando elas são expressas no domínio da frequência. As formas 
fasoriais de v(t) e i(t) na Equação (11.8) são, respectivamente, V = V m /0 v e 
I = I m / Oi- P é calculado utilizando a Equação (11.8) ou usando os fasores V e 
I. Para usar fasores, percebemos que 


1 1 / 

-VI* = -y m l m /Q v - 0,- 

= y m I m [cos(6 v - 6d + j sen(0„ - 0,)] 


( 11 . 9 ) 


Reconhecemos a parte real dessa expressão como a potência média P de acor¬ 
do com a Equação (11.8). Assim, 


1 

P = —Re [VI*] 


2 v Jm cos(0„ - 0,) 


( 11 . 10 ) 


Consideremos dois casos especiais da Equação (11.10). Quando 9 V = 0,-, a 
tensão e a corrente estão em fase. Isso implica um circuito puramente resistivo 
ou uma carga resistiva R e 


P = y m im = \i 2 m R = ^\i\ 2 R (11.11) 

onde |I| 2 = I X I*. A Equação (11.11) mostra que um circuito puramente resis¬ 
tivo absorve potência o tempo todo. Quando 6 V - 0,- = ±90°, temos um circuito 
puramente reativo e 


P= { -VJm co s90° = 0 ( 11 . 12 ) 

demonstrando que um circuito puramente reativo não absorve nenhuma potên¬ 
cia média. Em suma, 


Uma carga resistiva (/?) sempre absorve potência, enquanto uma carga reati¬ 
va (L ou C) não absorve nenhuma potência média. 


• EXEMPLO 11.1 

Dado que 


v(t) = 120 cos(377 1 + 45°) V e 


i(f) = 10 cos(377f - 10°) A 
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determine a potência instantânea e a potência média absorvida pelo circuito linear pas¬ 
sivo da Figura 11.1. 

Solução: A potência instantânea é dada por 

p = vi = 1.200 cos(377f + 45°) cos(377 1 - 10°) 

Aplicar a identidade trigonométrica 

1 

cos A cos B = — [cos(A + B) + cos(A — B)\ 


resulta em 

p = 600[cos(754í + 35°) + cos 55 o ] 
ou 

p(t) = 344,2 + 600 cos(754í + 35°) W 

A potência média é 

P = \vj m cos(d v - 0,) = ^-120(10) cos[45° - (-10°)] 

= 600 cos 55° = 344,2 W 
que é a parte constante de p(t) dado anteriormente. 

Calcule a potência instantânea e a potência média absorvida pelo circuito linear passivo 
da Figura 11.1, se 

v(t) = 330 cos(10í + 20°) V e i(t) = 33 sen(10í+ 60°) A 


PROBLEMA PRÁTICO 11.1 • 


Resposta: 3,5 + 5,445 cos(20r - 10°) kW, 3,5 kW. 


Calcule a potência média absorvida por uma impedância Z = 30 -j 70 Í1 quando é 
aplicada uma tensão V = 120 /0° nela. 

Solução: A corrente através da impedância é 


y 120/CF 120/0° 

Z “ 30 — ;70 ~ 76,16 /—66,8° 


1.576 /66,8° A 


A potência média é 

P = ^V m I m cos(d v - dj) = ^(120X1,576)cos(0 - 66,8°) = 37,24 W 


Uma corrente I = 33 /30° A flui por uma impedância Z = 40 /— 22° fl. Determina a 
potência média liberada para a impedância. 

Resposta: 20,19 kW. 


Para o circuito da Figura 11.3, determine a potência média fornecida pela fonte e a 
potência média absorvida pelo resistor. 

Solução: A corrente I é dada por 

5 /30° 5 /30° 

1 ~ 4 - ;2 “ 4,472 /-26,57° 

A potência média fornecida pela fonte de tensão é 

P = y(5)(l,118) cos(30° - 56,57°) = 2,5 W 


1,118 /56,57° A 


EXEMPLO 11.2 • 


PROBLEMA PRÁTICO 11.2 • 

EXEMPLO 11.3 • 



Figura 11.3 Esquema para o 
Exemplo 11.3. 
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A corrente através do resistor é 


320/45° V 



3 £2 
AWv 



I Figura 11.4 Esquema para o 
; Problema prático 11.3. 

• PROBLEMA PRÁTICO 11.3 


I* = I = 1,118 /56,57° A 

e a tensão dele é 


\ R = 41* = 4,472 /56,57° V 
A potência média absorvida pelo resistor é 

1 

P = -(4,472X1,118) = 2,5 W 

que é a mesma que a potência média fornecida. A potência média absorvida pelo capa¬ 
citar é nula. 

No circuito da Figura 11.4, calcule a potência média absorvida pelo resistor e indutor. 
Determine a potência média fornecida pela fonte de tensão. 

Resposta: 15,361 kW, 0 W, 15,361 kW. 


• EXEMPLO 11.4 

Determine a potência média gerada por fonte e a potência média absorvida por elemen¬ 
to passivo no circuito da Figura 11.5 a. 


,/5 -Q 


4/0° A 



20 Q -J 5 Q 



(«) (b) 

Figura 11.5 Esquema para o Exemplo 11.4. 

Solução: Aplicamos análise de malhas conforme ilustrado na Figura 11.56. Para a 
malha 1, 


I t = 4 A 

Para a malha 2, 

010 - y'5)I 2 - j 101, + 60 /30° = 0, I, = 4 A 

OU 

j 5I 2 = -60/30° + j40 =4> I 2 - —12 /—60° + 8 

= 10,58 /79,1° A 

Para a fonte de tensão, a corrente que flui a partir dela é I 2 = 10,58/79,1° A e a tensão 
nela é 60 /30° V, de modo que a potência média seja 

P 5 = i(60)(10,58) cos(30° - 79,1°) = 207,8 W 

Seguindo a convenção do sinal passivo (ver Figura 1.8), essa potência média é absor¬ 
vida pela fonte, por causa do sentido de I 7 e da polaridade da fonte de tensão. Isto é, o 
circuito está liberando potência média para a fonte de tensão. 

Para a fonte de corrente, a corrente através dela é li = 4 /0° e a tensão nela é 

Vi = 201! + y 10(11 - I 2 ) = 80 + ;10(4 - 2 - jl0,39) 

= 183,9 + j20 = 184,984 /6,21° V 

A potência média fornecida pela fonte de corrente é 

Pi = -^(184,984)(4)cos(6,21° - 0) = -367,8 W 
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Ela é negativa de acordo com a convenção do sinal passivo, significando que a fonte de 
corrente está fornecendo potência ao circuito. 

Para o resistor, a corrente através dele é li = 4 /0° e a tensão nele é 20Ii = 80 /0° , 
de modo que a potência absorvida pelo resistor é 

1 

P 2 = — (80)(4) = 160 W 

Para o capacitor, a corrente através dele é I 2 — 10,58/79,1° e a tensão nele é 
-/'5I 2 = (5 /-90° )(10,58 /79,1° ) = 52,9 /79,1° - 90°. A potência média absorvida 
pelo capacitor é 

P 4 = ^(52,9X10,58) cos(—90°) = 0 

Para o indutor, a corrente através dele é I[ - I 2 = 2 -y'10,39 = 10,58 /—79,1° . A tensão 
nele éylOCIj - I 2 ) = 10,58 / — 79.1° + 90° . Logo, a potência média absorvida pelo indu¬ 
tor é 

P 3 = ^(105,8)(10,58) cos 90° = 0 

Note que a absorção de potência média do indutor e do capacitor é nula e que a potência 
total fornecida pela fonte de corrente é igual à potência absorvida pelo resistor e pela 
fonte de tensão, ou 

Pi + P 2 + P 3 + P 4 + P 5 = -367,8 + 160 + 0 + 0 + 207,8 = 0 
indicando que a potência é conservada. 


PROBLEMA PRÁTICO 11.4 • 


Calcule a potência média absorvida em cada um dos cinco elementos no circuito da 
Figura 11.6. 


SS2 f4 Q. 



Figura 11.6 Esquema para o Problema prático 11.4. 


Resposta: Fonte de tensão de 40 V: -60 W; fonte de tensão de j20 V: -40 W; resistor: 
100 W; outros: 0 W. 


Máxima transferência de potência 
média 

Na Seção 4.8, resolvemos o problema de maximizar a potência liberada por 
um circuito resistivo fornecedor de tensão para uma carga R L . Representando 
o circuito por seu equivalente de Thévenin, provamos que seria liberada a po¬ 
tência máxima para a carga se a resistência da carga fosse igual à resistência 
de Thévenin R L = R Jh . Agora estenderemos esse resultado aos circuitos CA. 

Consideremos o circuito da Figura 11.7, em que um circuito CA é interli¬ 
gado a uma carga Z L e é representado por seu equivalente de Thévenin. Nor¬ 
malmente, a carga é representada por uma impedância, que pode ser o modelo 
de um motor elétrico, uma antena, uma TV e assim por diante. Na forma retan¬ 
gular, a impedância de Thévenin Z Th e a impedância da carga Z L são 

Z T h = R\h + ,/V'rh (11.13a) 


11.3 



(a) 



C b) 

Figura 11.7 Determinando a máxima 
transferência de potência média: (a) no 
circuito com uma carga; (b) no circuito 
equivalente de Thévenin. 
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Z, = Rr 


jX L 


(11.136) 


A corrente através da carga é 


I 


Z Th + Z L (/? Th + jX Th ) + ( R l + jX L ) 

A partir da Equação (11.11), a potência média liberada para a carga é 

P = htf R = _ » V ^/ 2 _ 

2 11 L (R^ + R L f + (Xn, + X L f 


(11.14) 


(11.15) 


Nosso objetivo é ajustar os parâmetros das cargas R L e X,, de modo que P seja 
máxima. Para fazer isso, tornamos dP/dR L e dP/dX L igual a zero. A partir da 
Equação (11.15), obtemos 



Quando Z L = Z' Th , significa que a 
carga está casada com a fonte. 


ÔP 

|Vxh| Rl(X ^rh + X L ) 

( 11.16 a) 

dX L [(Rn + R l f + (Xn + X L ff 


dP |V Th | 

2 [(R Th + R L f + (Xn + X L ) 2 - 2RfRn + R L )] (1L16Ô) 

9R l ~ 

2[(l?Th + Rl) ~f (-^Th + 2f L ) 2 ] 2 


Fazendo que dP/dX, seja zero, temos 



II 

1 

í 

( 11 . 17 ) 

e fazendo que dP/dR L seja zero, resulta em 



Rl — Rn + (Xjx + X L ) 2 

( 11 . 18 ) 

Combinar as Equações (11.17) e (11.18) nos conduz à conclusão de que, para 
a máxima transferência de potência média, Z L deve ser escolhida de tal forma 
que X, = -X Th e R, = R Jh , ou seja, 


Z/, — R/, f jX, — R l h jX Th — Z* h 

( 11 . 19 ) 


Para a máxima transferência de potência média, a impedância da carga, 

Z L , deve ser igual ao conjugado complexo da impedância de Théveni n, Z Th . 

Esse resultado é conhecido como o teorema da máxima transferência de po¬ 
tência média para o regime estacionário senoidal. Fazendo R L = R rh e X L = 
-X Th na Equação (11.15) nos fornece a máxima potência média igual a 


P 


max 


|v Th | 2 

8/?Th 


( 11 . 20 ) 


Em uma situação na qual a carga é puramente real, a condição para a máxima 
transferência de potência é obtida da Equação (11.18), fazendo X L = 0; ou seja, 


Rl = V R 2 Th + X| h = |Z Th | (H.21) 

Isso significa que, para a máxima transferência de potência para uma carga 
resistiva, a impedância (ou resistência) da carga é igual à magnitude da impe¬ 
dância de Thévenin. 
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Determine a impedância Z z da carga que maximiza a potência média absorvida do 
circuito da Figura 11.8. Qual é a potência média máxima? 

Solução: Primeiro, obtemos o circuito equivalente de Thévenin nos terminais da car¬ 
ga. Para obter Z Th , considere o circuito mostrado na Figura 11.9a. Encontramos 

„ 4(8 - 76 ) 

Z Th = ;5 + 4 || (8 - 76 ) = j5 + -- o ' = 2,933 + /4,467 íl 


4 + 8 -y '6 


4 n 

—ww 



j 5 £2 

Aímp—o 


4Q 


j5Q 



(a) 

Figura 11.9 Determinação do equivalente de Thévenin do circuito na 
Figura 11.8. 

Para determinar V Th , considere o circuito da Figura 11. Sb. Por divisão de tensão, 

-?6 


V-rh — 


— (10) = 7,454/-10,3° V 


4 + 8-76 

A impedância da carga absorve a potência máxima do circuito quando 
Z L = = 2,933 - 74,467 D 

De acordo com a Equação (11.20), a potência média máxima é 

| V Th | 2 (7,454 ) 2 

P max = ^ = — = 2,368 W 

87? Th 8(2,933) 

Para o circuito mostrado na Figura 11.10, determine a impedância Z L da carga que 
absorve a potência média máxima. Calcule essa potência média máxima. 

Resposta: 3,415 - 70,7317 íl, 51,47 W. 


No circuito da Figura 11.11, determine o valor de R L que absorverá a potência média 
máxima. Calcule essa potência. 

Solução: Em primeiro lugar, determinamos o equivalente de Thévenin nos tenninais 
de R l . 

„ 7'20(40 - 7'30) 

Z X h = (40 - 7'30) D 720 = - = 9,412 + 722,35 íl 


720 + 40 - 7'30 


Por divisão de tensão, 
Vxh = 


720 


—;—(150 /30° ) = 72,76 /134° V 


720 + 40 - 730 
O valor de R L que absorverá a potência média máxima é 

Rl = |Z Th | = V9,412 2 + 22,35 2 = 24,25 íl 
A corrente através da carga é 

y Th 72,76/134° 


I = 


Z Th + R l 33,66 + 122,35 


= 1,8/100,42° A 


EXEMPLO 11.5 • 


4 Q j5 Q 

—WW 


1 0/0° V(W 



Figura 11.8 Esquema para o 
Exemplo 11.5. 


~J 4íi j 10 Q 

-nmn- 


!£2; 




12 A > 5 £2 


Figura 11.10 Esquema para o 
Problema prático 11.5. 


PROBLEMA PRATICO 11.5 


EXEMPLO 11.6 • 


40 Q -J30S1 

—wv\-II- 


150/30° V( 


720 £2 ; 


Figura 11.11 Esquema para o 
Exemplo 11.6. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 11.6 


A potência média máxima absorvida por R L é 

Pmax = \\1\ 2 Rl = ^(1,8) 2 (24,25) = 39,29 W 

Na Figura 11.12, o resistor R L é ajustado até absorver a potência média máxima. Calcu¬ 
le R l e a potência média máxima absorvida por ele. 


80 £2 j 60 Q 

—wa— , nfiD 



120/60° V 


Figura 11.12 Esquema para o Problema prático 11.6. 
Resposta: 30 a, 6,863 W. 


11.4 


Valor RMS ou eficaz 


O conceito de valor eficaz provém da necessidade de medir a eficácia de uma 
fonte de tensão ou de corrente na liberação de potência para uma carga resistiva. 


Valor eficaz de uma corrente periódica é a corrente CC que libera a mesma 
potência média para um resistor que a corrente periódica. 


v(t) 



Ui) 



(a) 


I 


eff 


+ 




R 


(b) 

Figura 11.13 Determinação da 
corrente eficaz: (a) circuito CA; 

( b ) circuito CC. 


Na Figura 11.13, o circuito em (a) é CA, enquanto aquele do item ( b ) é CC. 
Nosso objetivo é determinar 4r que transferirá a mesma potência ao resistor 
R como a senoide i. A potência média absorvida pelo resistor no circuito CA é 


P 





( 11 . 22 ) 


enquanto a potência absorvida pelo resistor no circuito CC é 

P = I*R (11.23) 

Igualando as expressões nas Equações (11.22) e (11.23) e determinando 7 ef , 
obtemos 


4f 



(11.24) 


O valor eficaz da tensão é encontrado da mesma maneira que para a corrente, 
isto é 


V a 



(11.25) 


Isso indica que o valor eficaz é a raiz (quadrada) da média do quadrado do 
sinal periódico. Portanto, o valor eficaz é conhecido como raiz do valor médio 
quadrático ( root-mean-square ), ou simplesmente valor RMS, e escrevemos 
como segue 


4f ~ 4 cms> 


Veí — ^RMS 


(11.26) 
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Para qualquer função periódica x(t) em geral, o valor RMS é dado por 



4ms _ -\J j. 

f T 

x 2 dt 

0 


(11.27) 


O valor eficaz de um sinal periódico é a raiz do valor médio quadrático 
(RMS). 


A Equação (11.27) afirma que, para achar o valor RMS de x{l), encontra¬ 
mos primeiro seu quadrado x 2 e depois a média deste, ou seja 


1 

T 


rT 

x z dt 
J o 


e depois a raiz quadrada (V ) dessa média. O valor RMS de uma cons¬ 
tante é a própria constante. Para a senoide i(t) = I m cos a>t, o valor eficaz ou 


RMS é 


7rms~ 


I 2 cos 2 cot dt 


1 4 

—(1 + cos 2 cot) dt = — 7 = 

2 V V2 


(11.28) 


De forma similar, para v(t) = V m cos cot, 


^RMS - 


XtIL 

V2 


(11.29) 


Tenha em mente que as Equações (11.28) e (11.29) são válidas apenas para 
sinais senoidais. 

Apotência média na Equação (11.8) pode ser escrita em termos de valores 
RMS. 


p = ' 4*4 cos(0„ - 6Q = A 7 = 77 =cos (0 V - 0,) 

2 V2 V2 (11.30) 

= ^RMS 7rmS COS(0 v — Oi) 

De modo similar, a potência média absorvida por um resistor R na Equação 
(11.11) pode ser escrita como 

P = iImsR = (11-31) 

Quando uma tensão ou uma corrente senoidal é especificada, normalmente 
ela é expressa em termos de seu valor máximo (ou pico) ou de seu valor RMS, 
já que o valor médio é zero. A indústria do setor de energia elétrica especifica 
as magnitudes em termos de seus valores RMS e não em termos de seus valo¬ 
res de pico. Por exemplo, os 110 V" disponíveis em nossas casas é o valor RMS 


N. de T.: Esse é um valor-padrão nos Estados Unidos. No Brasil, as residências têm 
valores nominais de 127 V e/ou 220 V. 
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da tensão da concessionária de energia elétrica. Em análise de potência é con¬ 
veniente expressar tensão e corrente em seus valores RMS. Da mesma forma, 
os voltímetros e os amperímetros analógicos são projetados para mostrarem 
diretamente o valor RMS da tensão e da corrente, respectivamente. 


• EXEMPLO 11.7 



Figura 11.14 Esquema para o 
Exemplo 11.7. 



í Figura 11.15 Esquema para o 
; Problema prático 11.7. 

• PROBLEMA PRÁTICO 11.7 


Determine o valor RMS da forna de onda da corrente mostrada na Figura 11.14. Se a 
corrente passa através de um resistor de 2 íl, estipule a potência média absorvida pelo 
resistor. 

Solução: O período da forma de onda é T = 4. Ao longo de um período, podemos 
escrever a fomia de onda da corrente como 


i(t) 


5 t, 0 < t <2 
-10, 2 < t < 4 


O valor RMS é 

ÁíMS ~ 



í 2 

f 4 1 

(5í) 2 dt + 

(-10 fdt 

J 0 v 4 

Jq 

2 J 


t 3 

2 

4 ' 

lí 200 \ 

25— 

+ 1007 


= -+ 200 

3 

0 

2 . 

V4V 3 J 


A potência absorvida por um resistor de 2 íl é 


P = 7rms P = (8,165) 2 (2) = 133,3 W 


Determine o valor RMS da forma de onda da corrente da Figura 11.15. Se a corrente flui 
através de um resistor de 9 íl, calcule a potência média absorvida pelo resistor. 

Resposta: 9,238 A, 768 W. 


• EXEMPLO 11.8 



Figura 11.16 Esquema para o 
Exemplo 11.8. 



Figura 11.17 Esquemaparao 
Problema prático 11.8. 


• PROBLEMA PRÁTICO 11.8 


A forma de onda exibida na Figura 11.16 é uma onda senoidal retificada de meia onda. 
Determine o valor RMS e a potência média dissipada em um resistor de 10 íl. 

Solução: O período da forma de onda da tensão é T= 2ir e 

10 sení, 0 < t < 7T 
.0, T7 < t < 2tt 


v{i) 


O valor RMS é obtido como segue 


v 2 — 

''RMS 


1 


ir(f) dt = 


2t r 


(10 senf) 2 dt 


O 2 dt 


Porém, sen 2 t = j(l — cos2 1). Logo, 


Vrms— 


1 

2tt 

50 

2tt 


100 50 

-(1 — cos 2 1) dt = - 

2 27t 

1 \ 

77 — — sen 277 — 0 I = 25, 


t - 


sen 2 1 
2 


Lrms = 5 V 


A potência média absorvida é 


P = 


Lrms 


10 


= 2,5 W 


Determine o valor RMS da onda senoidal retificada de onda completa exibida na Figura 
11.17. Calcule a potência média dissipada em um resistor de 6 íl. 

Resposta: 70,71 V, 833,3 W. 






















































Capítulo 11 • Análise de potência em CA 417 • 


11.5 


Potência aparente e fator de potência 


Na Seção 11.2, vimos que se a tensão e a corrente nos terminais de um circuito 
forem 


v(t) = V m cos (ú)t + 0 V ) e i(t) = I m cos (cot + 6 ,) (11.32) 


ou, na forma fasorial, V = V m /0 v e I = /,„/ 0 h a potência média é 

P = ^V m I m cos(6 v - dd (11.33) 

Na Seção 11.4, vimos que 


P — 4^rms Irms cos(0 v 6j) — S cos(0 v Oi) (11.34) 


Acrescentamos um novo termo à equação: 


S — Frms /rms 


(11.35) 


A potência média é o produto de dois termos. O produto V RMS I RMS é conhecido 
como a potência aparente S. O fator cos(d„ - 6,) é chamado fator de potência (FP). 


Potência aparente (em VA) é o produto dos valores RMS da tensão e da 
corrente. 


A potência aparente é assim nomeada porque parece que deve ser o produto 
tensão-corrente, por analogia com os circuitos resistivos em CC. Ela é medi¬ 
da em volt-ampères ou VA para distingui-la da potência média ou real, que é 
medida em watts. O fator de potência é adimensional, já que é a razão entre a 
potência média e a potência aparente, 


FP = ^ = cos (0 V - O/) 


(11.36) 


O ângulo 0 V - Oj é denominado ângulo do fator de potência, uma vez que 
ele é o ângulo cujo cosseno é o fator de potência. O ângulo do fator de potên¬ 
cia é igual ao ângulo da impedância da carga se V for a tensão na carga ela 
corrente através dela. Isso fica evidente a partir do fato que 


V _ Vm/Oy 

T ~ Imtfh 


De modo alternativo, como 



0, 


e 


a impedância é 


V 

V2 


VrmS - , — ^RMs / 8y 


Ã RMS" 


V2 


— ht ms / 



Vrms 

Irms 


^RMS 

^RMS 




e, 


(11.37) 


(11.38fl) 


(11.386) 


(11.39) 
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Fator de potência é o cosseno da diferença de fase entre tensão e corrente. 
Ele também é o cosseno do ângulo da impedância da carga. 


A partir da Equação (11.36), o 
fator de potência também pode ser 
considerado como a razão entre a 
potência real dissipada na carga e a 
potência aparente da carga. 


A partir da Equação (11.36), o fator de potência pode ser visto como aquele fator 
pelo qual a potência aparente deve ser multiplicada para se obter a potência mé¬ 
dia ou real. O valor do FP varia entre zero e a unidade. Para uma carga puramen¬ 
te resistiva, a tensão e a corrente estão em fase, de modo que 9 V - 0, = 0 e FP = 1. 
Isso faz que a potência aparente seja igual à potência média. Para uma carga 
puramente reativa, 0„ - 0, = ± 90° e FP = 0. Nesse caso, a potência média é zero. 
Entre esses dois casos extremos, diz-se que o FP está adiantado ou atrasado. Um 
fator de potência adiantado significa que a corrente está adiantada em relação à 
tensão, implicando uma carga capacitiva. Um fator de potência atrasado significa 
que a corrente está atrasada em relação à tensão, implicando uma carga indutiva. 
O fator de potência afeta as contas pagas pelos consumidores de energia elétrica 
às concessionárias, como veremos na Seção 11.9.2. 


• EXEMPLO 11.9 


• PROBLEMA PRÁTICO 11.9 


• EXEMPLO 11.10 


Uma carga ligada em série drena uma corrente i(t) = 4 cos(100irf + 10°) A quando a 
tensão aplicada é v(i) = 120 cos(100irí - 20°) V. Determine a potência aparente e o 
fator de potência da carga. Estabeleça os valores dos elementos que formam a carga 
conectada em série. 

Solução: A potência aparente é 

120 4 

5 = Vrms = 240 VA 

O fator de potência é 

FP = cos(0„ — 0j) = cos( —20° — 10°) = 0,866 (adiantado) 

O fator de potência está adiantado, pois a corrente está adiantada em relação à tensão. 
O FP também pode ser obtido da impedância da carga. 

V 120/-20 0 

Z = — = 

I 

FP= cos( —30°) = 0,866 (adiantado) 


4 /10° 


= 30 /-30° = 25,98 - ;15 fl 


A impedância da carga Z pode ser representada por um modelo formado por um resistor 
de 25,98 Í1 em série com um capacitor: 

1 

V c = -15 =-- 

ü)C 


C = 


1 


1 


15&> 15 X IOO 77 - 


= 212,2 jx F 


Obtenha o fator de potência e a potência aparente de uma carga cuja impedância é 
Z = 60 + y40 íl, quando a tensão aplicada for v(t) = 320 cos(377 1 + 100°) V. 

Resposta: 0,8321 atrasado, 710 /33,69° VA. 


Determine o fator de potência de todo o circuito da Figura 11.18 visto pela fonte. Cal¬ 
cule a potência média liberada pela fonte. 

Solução: A impedância total é 

Z = 6 + 4 || (—y'2) = 6 + 


4 -j 2 


6,8 — /'1,6 = 7 /-13,24° fl 
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O fator de potência é 

FP = cos(—13,24) = 0,9734 (adiantado) 
uma vez que a impedância é capacitiva. O valor RMS da corrente é 


Ir vis — 


Vrms 

Z 


30/0° 
7/-13,24° 


4,286/13,24° A 


A potência média fornecida pela fonte é 

p = W4msFP = (301(4,286)0,9734 = 125 W 


ou 

P = 7RMs P = (4,286/(6,8) = 125 W 
onde Ré a parte resistiva de Z. 


Calcule o fator de potência para o circuito inteiro da Figura 11.19 visto pela fonte. Qual 
é a potência média fornecida pela fonte? 

Resposta: 0,936 atrasado, 2,008 kW. 


3 0/0° V RMS 



Figura 11.18 Esquema para o 
Exemplo 11.10. 



Figura 11.19 Esquema para o 
Problema prático 11.10. 


PROBLEMA PRÁTICO 11.10 • 


Potência complexa 

Foi aplicado um esforço considerável ao longo de anos para expressar as rela¬ 
ções de potência da forma mais simples possível. Os engenheiros de sistemas 
de potência criaram o termo potência complexa para determinar o efeito total 
das cargas em paralelo. A potência complexa é importante na análise de potên¬ 
cia por conter todas as informações pertinentes à potência absorvida por uma 
determinada carga. 

Consideremos a carga CA da Figura 11.20. Dada a forma fasorial 
V = V m /_0 v ei = I m j6i da tensão v(t) e da corrente i(t), a potência complexa 
S absorvida pela carga CA é o produto da tensão e do conjugado complexo da 
corrente, ou seja, 


11.6 


s = 



(11.40) 


I 


o 

+ 

V 




Carga 

Z 




considerando a regra dos sinais (passivo) (ver Figura 11.20). Em termos de 
valores RMS, 


Figura 11.20 Os fasores de tensão e 
de corrente associados à carga. 


' RMS 1 RMS 


(11.41) 


onde 


VrmS - 


V2 


~ CrMS / üy 


(11.42) 


IrMS~ ^2 ~ ÁuVIS /jh 

Portanto, podemos escrever a Equação (11.41) como segue 

S = FrMsA<Ms /~ O j 

= FrmsFrMS cos (d v ~ 0i)+ /Vrms^RMS sen (0u — d,) 


(11.43) 


(11.44) 


Ao trabalhar com valores RMS de 
tensões ou correntes, podemos 
eliminar o subscrito RMS, 
caso isso não venha a causar 
nenhuma confusão. 
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Essa equação também pode ser obtida da Equação (11.9). Notamos da 
Equação (11.44) que a magnitude da potência complexa é a potência aparente; 
logo, a potência complexa é medida em volt-ampères (VA). Da mesma forma, 
percebemos que seu ângulo é o ângulo do fator de potência. 

A potência complexa pode ser expressa em termos de impedância local Z. 
Da Equação (11.37), a impedância da carga Z pode ser escrita como 


Z 


V 

I 


Vrm s Vrm s 
Irms Irms 


/Oy ~ 0, 


(11.45) 


Portanto, V RM s = ZI RMS . Substituindo essa expressão na Equação (11.41), 
resulta em 



(11.46) 


Uma vez que Z = R + jX, a Equação (11.46) fica 

S = IImÁR + jX) = P + jQ (11.47) 

onde P e Q são as partes real e imaginária da potência complexa; isto é, 

P = Re(S) = /|ms* (11-48) 

Q = Im(S) = /r MS V (11.49) 

Pé a potência média ou real e ela depende da resistência da carga, R. Q depende 
da reatância da carga, X, e é denominada potência reativa (ou em quadratura). 
Comparando as Equações (11.44) e (11.47), percebemos que 

P = Er ms /rms cos(d„ — f),), Q = ErmsIrms scnfd,, — 0,) (11.50) 

A potência real Péa potência média em watts liberada para uma carga; ela é 
a única potência útil e a potência real dissipada pela carga. A potência reativa 
Q é uma medida de troca de energia entre a fonte e a parte reativa da carga. A 
unidade de Q é o VAR ( volt-ampère reativo) para diferenciá-la da potência real 
cuja unidade é o watt. Vimos no Capítulo 6 que os elementos armazenadores 
de energia não dissipam nem absorvem energia, mas trocam energia (receben¬ 
do-a e fornecendo-a) com o restante do circuito. Da mesma forma, a potência 
reativa é transferida (nos dois sentidos) entre a carga e a fonte, pois representa 
uma troca sem perdas entre a carga e a fonte. Note que: 

1. Q = 0 para cargas resistivas (FP unitário). 

2. Q < 0 para cargas capacitivas (FP adiantado). 

3. Q > 0 para cargas indutivas (FP atrasado). 

Portanto, 


Potência complexa (em VA) é o produto do fasor de tensão RMS e o conju¬ 
gado complexo do fasor de corrente RMS. Por ser um número complexo, sua 
parte real é a potência real P e sua parte imaginária é a potência reativa Q. 


Introduzir a potência complexa nos permite obter diretamente dos fasores de 
tensão e de corrente as potências real e reativa. 











Capítulo 11 • Análise de potência em CA 421 • 


Potência complexa = S = P + jQ = V rms (Irms)* 

= |VrmS ||IrMS \ /0y ~ Oj 

Potência aparente = S = |S| = |Vrms||Irms|= Vp 2 + Qr 
Potência real = P = Re(S) = S cos(0 v — 0 ) 
Potência reativa = Q = Im(S) = S sen( 0,, — Oj ) 

P 

Fator de potência = — = cos(0 v — 0,) 

S 


(11.51) 


Isso demonstra como a potência complexa contém todas as informações rele¬ 
vantes em uma determinada carga. 

É prática comum representar S. P c Q na forma de um triângulo, conhecido 
como triângulo de potência, mostrado na Figura 11.21a. Isso é similar ao triân¬ 
gulo de potência demonstrando a relação entre Z , R e X, ilustrado na Figura 
\\2\b. O triângulo de potência possui quatro parâmetros: potência aparente/ 
complexa; potência real; potência reativa, e ângulo do fator de potência. Dados 
dois desses parâmetros, os outros dois podem ser obtidos a partir do triângulo. 
Conforme mostrado na Figura 11.22, quando S cai no primeiro quadrante, te¬ 
mos uma carga indutiva e um fator de potência atrasado. Quando S cai no 
quarto quadrante, a carga é capacitiva e o fator de potência está adiantado. 
Também é possível que a potência complexa caia no segundo ou terceiro qua¬ 
drantes. Isso requer que a impedância da carga tenha uma resistência negativa, 
que é possível com circuitos ativos. 


S contém todas as informações 
de uma carga. A parte real 
de S é a potência P, sua parte 
imaginária é a potência reativa 
Q; sua magnitude é a potência 
aparente 5 e o cosseno de seu 
ângulo de fase é o fator de 


potência FP. 




Figura 11.22 Triângulo de potência. 


A tensão em uma carga é v(t) = 60 cos (cot - 10°) V e a corrente através do elemento 
no sentido da queda de tensão é i{t) = 1,5 cos(o >t + 50°) A. Determine: (a) as potências 
complexa e aparente; (b) as potências real e reativa; (c) o fator de potência e a impe¬ 
dância da carga. 


Solução: 

(a) Para os valores RMS da tensão e corrente, escrevemos 

1,5 

“10 , Irms - 7= 
- V2 

A potência complexa é 



W V5 Z 



EXEMPLO 11.11 • 
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• PROBLEMA PRÁTICO 11.11 

A potência aparente é 

5 = |S| = 45 VA 

(b) Podemos expressar a potência complexa na forma retangular como 

S = 45/—60° = 45[cos( —60°) + ysen(-60°)] = 22,5 - /38,97 

Como S = P + jQ, a potência real é 

P = 22,5 W 

enquanto a potência reativa é 

Q = -38,97 VAR 

(c) O fator de potência é 

FP= cos(—60°) = 0,5 (adiantado) 

Ele está adiantado porque a potência reativa é negativa. A impedância da carga é 

y 60/-10° 

Z = — = . = 40/—60 o Cl 

I 1,5/4-50° L - 

que é uma impedância capacitiva. 

Para uma carga, F RMS = 110/85° V, = 0,4/15° A. Determine: (a) as potências 

complexa e aparente; (b) as potências real e reativa; (c) o fator de potência e a impe¬ 
dância da carga. 

Resposta: (a) 44/70! VA, 44 VA; (b) 15,05 W, 41,35 VAR; (c) 0,342 atrasado, 94,06 
+y’258,4 Cl 

• EXEMPLO 11.12 

Uma carga Z absorve de uma fonte senoidal RMS de 120 V, 12 kVA com um fator de 
potência igual a 0,856 (atrasado). Calcule: (a) as potências média e reativa liberadas 
para a carga; (b) a corrente de pico; (c) a impedância da carga. 

Solução: 

(a) Dado que PF = cos 6 = 0,856, obtemos o ângulo de potência igual a 9 = cos~'0,856 = 
31,13°. Se a potência aparente for S = 12.000 VA, então a potência média ou real 
será 

P = Scos(9 = 12.000 X 0,856 = 10,272 kW 

enquanto 

Q = S sen 6 = 12.000 X 0,517 = 6,204 kVA 

(b) Como o FP está atrasado, a potência complexa é 

S = P + jQ = 10,272 4- ;6,204 kVA 

A partir de S = V RMS Irms, obtemos 

* S 10,272 + y'6204 

Irms=-=- t -= 85,6 + ./51,7 A = 100/31,13° A 

RMS Vrms 120 /tr z —=— 

Portanto, I RMS = 100/—31,13° e a corrente de pico é 


I m = V2/rms= V2(100) = 141,4 A 
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(c) A impedância da carga 


vrms i2 °zg: 

Irms ÍOO /—31,13° 


1,2 /31,13° n 


que é uma impedância indutiva. 


Uma fonte senoidal fornece alimentação reativa de 10 kVAR para a carga Z = 250 /—75° íl. PROBLEMA PRÁTICO 11.12 

Determine: (a) o fator de potência; (b) a potência aparente liberada para a carga; (c) a 
tensão RMS. 

Resposta; (a) 0,2588 adiantado; (b) 103,53 kVA; (c) 5,087 kV. 


Conservação de potência CA 

O princípio da conservação da potência se aplica aos circuitos CA, bem como 
aos circuitos CC (ver Seção 1.5). 

Para comprovar isso, consideremos o circuito da Figura 11.23a, em que 
duas impedâncias de carga e Z 2 são associadas em paralelo em uma fonte 
CA igual a V. A LKC nos dá 


11.7 


I = h + h (H.52) 

A potência complexa fornecida pela fonte é (a partir de agora, salvo indicação 
em contrário, todos os valores de tensões e correntes serão considerados como 
valores eficazes): 


De fato, já vimos nos Exemplos 
11.3 e 11.4 que a potência 
média é conservada em 
circuitos CA. 


S = VI* = V(I* + I?) = VI í + VI* = Sj + S 2 (11.53) 


© 


z, z 


(a) 



Figura 11.23 Uma fonte de tensão CA alimentando cargas associadas 
em: (a) paralelo; ( b ) série. 


onde Sj e S 2 representam, respectivamente, as potências complexas liberadas 
para as cargas Z, e Z 2 . 

Se as cargas estiverem ligadas em série com a fonte de tensão, como mos¬ 
trado na Figura 11.23b, a LKT conduz a 


V = Vj + v 2 

A potência complexa fornecida pela fonte é 


(11.54) 


S = VI* = (Vi + V 2 )I* = Vjl* + V 2 I* = Sj + S 2 (11.55) 

onde Sj e S 2 representam, respectivamente, as potências complexas liberadas 
para as cargas Z, e Z 2 . 

Concluímos das Equações (11.53) e (11.55) que, independentemente das 
cargas estarem conectadas em série ou em paralelo (ou de forma geral), a potência 
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total fornecida pela fonte é igual à potência total liberada para a carga. Portan¬ 
to, em geral, para uma fonte conectada a N cargas, 


De fato, todas as formas de 
potência CA são conservadas: 
instantânea, real, reativa e 
complexa. 


S — S! + S 2 + •" + S;v 


(11.56) 


Isso significa que a potência complexa total em um circuito é a soma das po¬ 
tências complexas de cada componente. (Isso vale também para a potência real 
e para a potência reativa, porém, não é válido para a potência aparente.) Isso 
expressa o princípio da conservação da potência CA: 


As potências complexa, real e reativa das fontes equivalem às respectivas 
somas das potências complexa, real e reativa de cada carga. 


Disso, pode-se deduzir que o fluxo de potência real (ou reativa) das fontes em 
um circuito é igual ao fluxo de potência real (ou reativa) nos demais elementos 
do circuito. 


• EXEMPLO 11.13 


A Figura 11.24 mostra uma carga sendo alimentada por uma fonte de tensão através 
de uma linha de transmissão. A impedância da linha é representada pela impedância 
(4 + j2) Í1 e um caminho de retorno. Detennine as potências real e reativa absorvidas: 
(a) pela fonte; (b) pela linha; (c) pela carga. 


1 , 4£2 jlQ. 



Solução: A impedância total é 


Z = (4 + jl) + (15 - ) 10) = 19 - j 8 = 20,62 /—22,83° Í1 
A corrente através do circuito é 


I = 


V, 

z 


220 / 0 ° 

20,62 /-22,83° 


10,67 /22,83° A RMS 


(a) Para a fonte, a potência complexa é 


S. s = V.I* = (220/0°)(10,67 /—22,83° ) 

= 2.347, 4/-22,83° = (2.163,5 - ;'910,8) VA 


Desta, obtemos a potência real (2.163,5 W) e a potência reativa (910,8 VAR adiantada), 
(b) Para a linha, a tensão é 

V Unha = (4 + ;'2)I = (4,472 /26,57° )(10,67 /22,83° ) 

= 47,72 /49,4° V RMS 

A potência complexa absorvida pela linha é 

Si inh a= MinhJ* = (47,72 /49,4° )( 10,67 /-22,83° ) 

= 509,2 /26,57° = 455,4 + ;227,7 VA 
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ou 


Si inh a= |I| 2 Ziinha= Ü0,67) 2 (4 + y2) = 455,4 + y'227,7 VA 


Isto é, a potência real é 455,4 W e a potência reativa é 227,76 VAR (atrasada). 

(c) Para a carga, a tensão é 

V L = (15 y'IO)I = (18,03 /— 33,7° )(10,67 /22,83° ) 

= 192,38 /-10,87° YRMS 

A potência complexa absorvida pela carga é 

S L = V,J* = (192,38 /-10,87° )( 10,67 /-22,83° ) 

= 2053 /—33,7° = (1708 - yll39) VA 

A potência real é 1708 W e a potência reativa é 1.139 VAR (adiantada). Note que S,; = 
Siinha + Si, confonne esperado. Usamos os valores RMS das tensões e correntes. 

No circuito da Figura 11.25, o resistor de 60 íl absorve uma potência média de 240 W. 
Detennine V e a potência complexa de cada ramo do circuito. Qual é a potência com¬ 
plexa total do circuito? (Suponha que a corrente através do resistor de 60 Í1 não tenha 
nenhum deslocamento de fase.) 

Resposta: 240,7 /21,45° (RMS); o resistor de 20 íl: 656 VA; a impedância (30 -ylO) 
íl: 480 -j 160 VA; a impedância (60 + _/20) íl: 240 + /80 VA; total: 1376 -y'80 VA. 


No circuito da Figura 11.26, Z[ = 60 /—30° íl e Z-, = 40 /45° íl. Calcule os valores 
totais da: (a) potência aparente; (b) potência real; (c) potência reativa; (d) FP fornecido 
pela fonte e visto pela fonte. 


Solução: A corrente através de Z t é 

V 120/10° 
ll Zi 60 /-30° 


2 /40° A RMS 


enquanto a corrente através de Zt é 


I2 


Z 2 


120 / 10 ° 

40 /45° 


3 / —35° A RMS 


As potências complexas absorvidas pelas impedâncias são 


51 

5 2 


1 / RM S_ 

Z * 

1 

v 2 

v RMS 


( 120) 2 _ 
60 /30° " 
(120) 2 
40/-45° 


240 /-30° = 207,85 -yl20VA 
= 360/45° = 254,6 + y254,6 VA 


A potência complexa total é 


S, = Si + S 2 = 462,4 + y 134,6 VA 


V 


20 £2 
—vwv 




Figura 11.25 Esquema para o 
Problema prático 11.13. 

PROBLEMA PRÁTICO 11.13 • 


EXEMPLO 11.14 • 


12 0/10° V RMS 

© 


Tk ll 1 

z, z 

LJ 


Figura 11.26 Esquema para o 
Exemplo 11.14. 


(a) A potência aparente total é 

|S,| = V462,4 2 + 134,6 2 = 481,6 VA 

(b) A potência real total é 

P, = Re(S,) = 462,4 W ou P, = P 1 + P 2 

(c) A potência reativa total é 

Q, = Im(S,) = 134,6 VAR ouft = Qi + Qi 

(d) O FP = P,/|S,| = 462,4/481,6 = 0,96 (atrasado). 
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Podemos verificar o resultado determinando a potência complexa S s fornecida pela 
fonte. 


I 


PROBLEMA PRÁTICO 11.14 


I, = I, + I 2 = (1,532 + 7 1,286) + (2,457 - ;1,721) 

= 4 - j'0,435 = 4,024 / —6,21° A RMS 
S s = VI? = (120/10°)(4,024 /6,21° ) 

= 482,88 /16,21° = 463 + ;'135 VA 

que é o mesmo que aquele obtido anteriormente. 

Duas cargas associadas em paralelo são, respectivamente, 2 kW com um FP igual a 0,75 
(adiantado) e 4 kW com um FP igual a 0,95 (atrasado). Calcule o FP das duas cargas. 
Determine a potência complexa fornecida pela fonte. 

Resposta: 0,9972 (adiantado), 6 -y'0,4495 kVA. 


Como forma alternativa, a correção 
do fator de potência pode ser 
vista como o acréscimo de um 
elemento reativo (normalmente, 
um capacitor) em paralelo com a 
carga de modo a tornar o fator de 
potência mais próximo da unidade. 


Uma carga indutiva pode ser 
representada por um modelo que é 
uma associação em série entre um 
indutor e um resistor. 



Correção do fator de potência 

A maioria das cargas de utilidades domésticas (como máquinas de lavar roupa, 
aparelhos de ar-condicionado e refrigeradores) e também industriais (como 
motores de indução) são indutivas e operam com um fator de potência baixo e 
com atraso. Embora sua natureza não possa ser alterada, podemos aumentar 
seu fator de potência. 


O processo de aumentar o fator de potência sem alterar a tensão ou corren¬ 
te para a carga original é conhecido como correção do fator de potência. 


11.8 


Uma vez que a maior parte das cargas é indutiva, conforme mostrado na 
Figura 11.27a, o fator de potência de uma carga é aumentado ou corrigido 
instalando-se intencionalmente um capacitor em paralelo com a carga, confor¬ 
me indicado na Figura 11.276. O efeito de acrescentar o capacitor pode ser 
ilustrado usando-se o triângulo de potência ou, então, o diagrama de fasores 
das correntes em questão. A Figura 11.28 mostra esse último, em que se supõe 
que o circuito da Figura 11.27a tenha um fator de potência igual a cos@ b en¬ 
quanto o da Figura 11.276 tem um fator de potência igual a cos() 2 . Fica eviden¬ 
te da Figura 11.28 que acrescentar o capacitor faz o ângulo da fase entre a 
tensão e a corrente fornecidas ser reduzido de (), para 0 2 aumentando, portanto, 
o fator de potência. Também percebemos das magnitudes dos vetores na Figu¬ 
ra 11.28 que, com a mesma tensão fornecida, o circuito da Figura 11.27a drena 
uma corrente I L maior que a corrente / absorvida pelo circuito da Figura 11.276. 



Figura 11.27 Correção do fator de potência: (a) carga 
indutiva original; (6) carga indutiva com fator de potência 
aumentado. 


Figura 11.28 Diagrama de fasores 
mostrando o efeito de se acrescentar um 
capacitor em paralelo com a carga indutiva. 





































Capítulo 11 


As concessionárias de energia elétrica cobram mais por correntes maiores, pois 
resultam em maiores perdas de potência (com um fator ao quadrado, já que 
P = I 2 l K). Consequentemente, é interessante tanto para a concessionária como 
para seus consumidores que se tente de tudo para minimizar o nível de corren¬ 
te ou manter o fator de potência o mais próximo possível da unidade. Esco- 
lhendo-se um valor adequado para o capacitor, a corrente pode ser colocada 
totalmente em fase com a tensão, implicando um fator de potência unitário. 

Podemos ver a correção do fator de potência de outra perspectiva. Consi¬ 
deremos o triângulo de potência da Figura 11.29. Se a carga indutiva original 
tiver potência aparente ,Sj, então 

P = 5j cos0!, gi = Sisendj = PigO\ (11.57) 


Se desejarmos aumentar o fator de potência de cós#! para cos0 2 sem alterar a 
potência real (ou seja, P = S 2 cos0 2 ), então a nova potência reativa é 


Ô2 = Ptg0 2 


(11.58) 


A redução na potência reativa é provocada pelo capacitor shunt; ou seja, 


Qc=Qi- Qi = P( tg 01 - tgfla) (11-59) 

Porém, da Equação (11.46), Q c = V\ M5 IX C = wCFr MS . O valor da capacitân- 
cia shunt C necessária é determinada como segue 


Qc = ^(tg#!- tgfl 2 ) 
wFrms wPrms 


(11.60) 


Note que a potência real P dissipada pela carga não é afetada pela correção do 
fator de potência, pois a potência média devida à capacitância é zero. 

Embora a situação mais comum na prática seja de uma carga indutiva, 
também é possível que a carga seja capacitiva; isto é, a carga está operando 
com um fator de potência adiantado. Nesse caso, um indutor deveria ser ligado 
na carga para correção do fator de potência. A indutância shunt L necessária 
pode ser calculada a partir de 


Ql = 


^RMS 

X,. 


^RMS 

wL 


V RMS 

«ÔZ. 


(11.61) 


onde Q l = Q x - Q 2 é a diferença entre a potência reativa atual e a anterior. 


Quando conectada a uma rede elétrica de 120 V (RMS), 60 Hz, uma carga absorve 
4 kW com um fator de potência atrasado de 0,8. Detennine o valor da capacitância 
necessária para elevar o FP para 0,95. 

Solução: Se o FP = 0,8, então 

cosÉ»! = 0,8 =► = 36,87° 

onde 0j é a diferença de fase entre a tensão e a corrente. Obtemos a potência aparente a 
partir da potência real e o FP como 


A potência reativa é 


P 

COS01 


4.000 

0,8 


5.000 VA 
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P 


Figura 11.29 Triângulo de potên¬ 
cia ilustrando a correção do fator de 
potência. 


EXEMPLO 11.15 • 


Q, = Sjsend = 5.000 sen 36,87= 3.000 VAR 
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Quando o FP for elevado para 0,95, 

cos<9 2 = 0,95 =F 0 2 = 18,19° 

A potência real P não mudou, mas a potência aparente sim; seu novo valor é 


P 

COS 0 2 


4.000 

0,95 


4.210,5 VA 


A nova potência reativa é 

Q 2 = S 2 sen é> 2 = 1.314,4 VAR 

A diferença entre a potência reativa atual e a anterior se deve ao acréscimo do capacitor 
em paralelo com a carga. A potência reativa devida ao capacitor é 

Qc = Qi - Ô2 = 3.000 - 1.314,4 = 1.685,6 VAR 


e 


• PROBLEMA PRÁTICO 11.15 


Qc _ 1.685,6 

íüVÍms 2tt X 60 X 120 2 


310,5 /xF 


Nota: Normalmente os capacitares são adquiridos de acordo com as tensões que se 
espera obter. Nesse caso, a tensão máxima nesse capacitor será cerca de 170 V de pico. 
Sugeriríamos a compra de um capacitor com tensão nominal igual a 200 V. 


Determine o valor da capacitância em paralelo necessária para corrigir uma carga de 
140 kVAR com FP de 0,85 (atrasado) para um FP unitário. Suponha que a carga seja 
alimentada por uma linha de 110 V (RMS), 60 Hz. 

Resposta: 30,69 niF. 


11.9 Aplicações 

Nesta seção, consideraremos duas importantes áreas de aplicação: como a po¬ 
tência é medida e como as concessionárias de energia elétrica determinam o 
custo do consumo da eletricidade. 


A potência reativa é medida por 
um instrumento denominado 
varímetro, que normalmente é 
conectado à carga da mesma 
forma que o wattímetro. 


11.9.1 Medição de potência 

A potência média absorvida por uma carga é medida por um instrumento cha¬ 
mado wattímetro. 


Wattímetro é o instrumento para medir a potência média. 


Alguns wattímetros não possuem 
bobinas; o aqui considerado é do 
tipo eletromagnético. 


A Figura 11.30 mostra um wattímetro formado basicamente por duas bobi¬ 
nas: a bobina de corrente e a bobina de tensão. Uma bobina de corrente de im- 
pedância muito baixa (valor ideal nulo) é conectada em série com a carga 
(Figura 11.31) e responde pela corrente de carga. A bobina de tensão de alta 
impedância (valor ideal infinito) é conectada em paralelo com a carga, confor¬ 
me também mostrado na Figura 11.31, e responde pela tensão da carga. Como 
resultado, a presença do wattímetro não afeta o circuito ou tem algum efeito 
sobre a medição de potência. 

Quando as duas bobinas são energizadas, a inércia mecânica do sistema 
móvel produz um ângulo de deflexão que é proporcional ao valor médio do 
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Figura 11.30 Wattímetro. 


Figura 11.31 Wattímetro conectado à carga. 


produto v(t)i(t). Se a corrente e a tensão da carga forem v(f) = V m cos (cot + 0 V ) 
e i(t) = I m cos(úl)/ + di), seus fasores RMS correspondentes serão 

I - Im 

1 RMS — r~ 

V2 

e o wattímetro mede a potência média dada por 

P = IVrmsIUrmsI cos(6 v — Oi) = Rrms^rms cos{0 v 9 t ) (11.63) 

Conforme ilustrado na Figura 11.31, cada bobina do wattímetro tem dois 
terminais marcados com um sinal ±. Para garantir uma deflexão positiva, o ter¬ 
minal ± da bobina de corrente é conectado do lado da fonte enquanto o terminal 
± da bobina de tensão é ligado à mesma linha que a bobina de corrente. Inverter 
ambas as conexões da bobina ainda resulta em deflexão positiva. Entretanto, 
inverter apenas uma bobina resulta em deflexão negativa e, consequentemente, 
nenhuma leitura no wattímetro. 


/% (11.62) 


^RMS — 


Determine a leitura do wattímetro do circuito da Figura 11.32. 



Figura 11.32 Esquema para o Exemplo 11.16. 


Solução: 

1. Definição. O problema está claramente definido. E interessante ver que se trata 
de um problema no qual o estudante poderia, na verdade, validar os resultados 
realizando a montagem do circuito no laboratório com um wattímetro real. 

2. Apresentação. Este problema consiste na determinação da potência média 
liberada por uma carga através de uma fonte externa com uma impedância 
em série. 

3. Alternativa. Trata-se de um problema de circuitos simples em que tudo o que é 
preciso fazer é encontrar a magnitude e a fase da corrente através da carga e a 


EXEMPLO 11.16 • 
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magnitude e a fase da tensão na carga. Esses valores também poderiam ser en¬ 
contrados usando o PSpice, que usaremos como forma de verificação. 

4. Tentativa. Na Figura 11.32, o wattímetro apresenta a leitura da potência média 
absorvida pela impedância (8 —_/ 6 ) Í 2 , pois a bobina de corrente está em série com 
a impedância, enquanto a bobina de tensão está em paralelo com ela. A corrente 
através do circuito é A tensão na impedância é 

150/0! 150 

RMS (12 + jlO) + (8 - j6) 20 + ;4 A 

A tensão na impedância (8 —j6) Í2 é 

150(8 — 76 ) 

Vrms— Irms(8 — j6) — V 

20 + j 4 

A potência complexa é 

„ „ T * 150(8 76 ) 150 150 2 (8 76 ) 

S-YrmsIrms— 20 + /4 20 — j4 — 20 2 + 4 2 

= 423,7 - y'324,6 VA 

A leitura 110 wattímetro é 


P = Re(S) = 432,7 W 

5. Avaliação. Podemos verificar nossos resultados usando o PSpice. 


AC=ok 


AC=ok 

MAG=ok 



O resultado da simulação é 


FREQ IM(VPRINT2) IP(V_PRINT2) 

1.592E10 7.354E+00 -1.131E+01 


FREQ VM($N_0004) VP($N_0004) 

1.592E-01 7.354E+01 -4.818E+01 


Para verificar nossa resposta, basta termos a magnitude da corrente (7,354 A) que 
flui pelo resistor de carga: 

P = ( I l ) 2 R = (7,354) 2 8 = 432,7 W 

Confonne esperado, a resposta é a mesma! 

6 . Satisfatório? Resolvemos o problema de forma satisfatória, e os resultados agora 
podem ser apresentados como uma solução para o problema. 


• PROBLEMA PRÁTICO 11.16 


Para o circuito da Figura 11.33, determine a leitura do wattímetro. 
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Figura 11.33 Esquema para o Problema prático 11.16. 
Resposta: 1,437 kW. 


11.9.2 Custo do consumo de energia elétrica 

Na Seção 1.7, consideramos um modelo simplificado da maneira pela qual o 
custo do consumo de eletricidade é determinado. Porém, o conceito do fator de 
potência não foi incluso nos cálculos. Por isso veremos agora a importância do 
fator de potência no custo do consumo de eletricidade. 

Cargas com fatores de potência baixos custam caro para manter, porque 
exigem correntes elevadas, conforme explicado na Seção 11.8. A situação ideal 
seria consumir uma corrente mínima de uma fonte de modo que S = P, Q = 0 
e FP = 1. Uma carga com Q diferente de zero significa que a energia flui nos 
dois sentidos entre a carga e a fonte, gerando novas perdas de potência. Em ra¬ 
zão disso, as concessionárias de energia elétrica normalmente encorajam seus 
clientes a terem fatores de potência o mais próximo possível da unidade e 
penalizam alguns clientes que não aumentam seus fatores de potência de carga. 

As concessionárias de energia elétrica dividem seus clientes em categorias 
como residenciais (domésticos), comerciais e industriais, ou baixa, média e alta 
potências, porque possuem estruturas de tarifação diferentes para cada categoria. 

A quantidade de energia consumida em unidades de kilowatt-hora (kWh) é me¬ 
dida usando um medidor de kilowatt-hora instalado nas dependências do cliente. 

Embora as concessionárias de energia elétrica usem métodos diversos para 
cobrarem a energia elétrica consumida, a tarifa ou o preço para um consumi¬ 
dor geralmente é composto por duas partes. A primeira é fixa e corresponde 
ao custo de geração, transmissão e distribuição de eletricidade para atender 
às necessidades de carga dos consumidores. Essa parte da tarifa geralmente é 
expressa como certo preço por kW de demanda máxima, ou ela pode se basear 
em kVA de demanda máxima, para levar em conta o fator de potência (FP) do 
consumidor. Uma multa do FP pode ser imposta sobre o consumidor, segundo 
a qual determinada porcentagem da demanda máxima em kW ou kVA é altera¬ 
da a cada 0,01 de queda no FP abaixo de um valor predeterminado, como 0,85 
ou 0,9. Por outro lado, poderia ser dado um crédito de FP para cada 0,01 que o 
FP exceder o valor predeterminado. 

A segunda parte é proporcional à energia consumida em kWh; pois pode 
estar na forma gradual, por exemplo, os primeiros 100 kWh a um custo de 16 
centavos/kWh, os próximos 200 kWh a um custo de 10 centavos/kWh e assim 
por diante. Portanto, a conta é estabelecida de acordo com a equação a seguir: 

Custo Total = Custo Fixo + Custo da Energia (11.64) 

EXEMPLO 11.17 • 

Uma indústria consome 200 MWh em um mês. Se a demanda máxima for 1.600 kWh, 
calcule a conta de eletricidade tomando como base a seguinte tarifa de duas partes: 

• Tarifa por demanda: US$ 5,00 por mês por kW de demanda cobrável. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 11.17 


• Tarifa de energia: 8 centavos por kWh para os primeiros 50.000 kWh, 5 centa¬ 
vos por kWh para o restante da energia consumida. 

Solução: A tarifa de demanda é 

US$ 5,00 X 1.600 = US$ 8.000 (11.17.1) 

A tarifa de consumo de energia para os primeiros 50.000 kWh é 

US$ 0,08 X 50.000 = US$ 4.000 (11.17.2) 

O restante da energia consumida é 200.000 kWh — 50.000 kWh = 150.000 kWh e a 
tarifa de consumo de energia correspondente é 

US$ 0,05 X 150.000 = US$ 7.500 (11.17.3) 

Somando os resultados das Equações (11.17.1) a (11.17.3), obtemos 

Conta mensal total = US$ 8.000 + US$ 4.000 + US$ 7.500 = US$ 19.500 
Pode parecer que o custo da eletricidade é muito alto. Porém isso, normalmente, é 
apenas uma fração do custo total de produção de bens manufaturados ou do preço de 
venda do produto final. 

A leitura mensal do medidor de uma fábrica de papel é a seguinte: 

• Demanda máxima: 32.000 kW 

• Energia consumida: 500 MWh 

Usando a tarifa de duas partes do Exemplo 11.17, calcule a conta mensal dessa fábrica 
de papel. 

Resposta: US$ 186.500. 


• EXEMPLO 11.18 


• PROBLEMA PRÁTICO 11.18 


Uma carga de 300 kW alimentada por 13 kV (RMS) opera 520 horas por mês com um 
fator de potência de 80%. Calcule o custo médio mensal tomando como base a seguinte 
tarifa simplificada: 

• Tarifa de consumo de energia: 6 centavos por kWh. 

• Multa por fator de potência: 0,1% da tarifa de consumo de energia para cada 
0,01 que o FP cair abaixo de 0,85. 

• Crédito por fator de potência: 0,1% da tarifa de consumo de energia para cada 
0,01 que o FP exceder a 0,85. 

Solução: A energia consumida é 

W = 300 kW X 520 h = 156.000 kWh 

O fator de potência operacional, FP = 80% = 0,8 é 5 x 0,01 abaixo do fator de potência 
predeterminado, 0,85. Uma vez que existe uma tarifa de consumo de energia de 0,1% 
para cada 0,01, há uma multa por fator de potência de 0,5%. Isso chega a uma tarifa de 
consumo de energia igual a 

5 X 0,1 

A W= 156.000 X -— = 780 kWh 

100 

A energia total é 

W, = W + \W = 156.000 + 780 = 156.780 kWh 
O custo mensal é dado por 

Custo = 6 centavos X W, « USS 0,06 X 156,780 = US$ 9.406,80 

Um forno de indução 800 kW com fator de potência 0,88 opera 20 horas por dia durante 
26 dias de um mês. Determine a conta mensal de eletricidade tomando como base a 
tarifa do Exemplo 11.18. 

Resposta: US$ 24.885,12. 
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11.10 Resumo 


1. A potência instantânea absorvida por um elemento é o produto da tensão 
nos terminais do elemento pela corrente através do elemento: 


p = vi. 

2. A potência P média ou real (em watts) é a média da potência instantânea p 


P = 


1 

T 


Se v(t ) = V m cos (caí + 9 V ) e 
Vm/ V2> 4mS = Im/ V2> e 

p = \v m I m cos(0„ - 9d 


rT 

p dl 
■'o 

i(t ) = I m cos (wt + 6i), então Vrms = 


— FrMS ^RMS COS(9 v 9,) 


A potência média absorvida por indutores e capacitores é nula, enquan¬ 
to a potência média absorvida por um resistor é dada por (1/2 )/ 2 R = 
I 2 rmsP- 

3. A potência média máxima é transferida para uma carga quando a impedân- 
cia da carga for o conjugado complexo da impedância de Thévenin vista 
pelos terminais da carga, Z L = Z Th . 

4. O valor eficaz de um sinal periódico x(t) é a raiz do valor médio quadrático 
(RMS). 


X e f — 2/rms — 



-t 

x 2 dt 

■'o 


Para uma senoide, o valor RMS, ou eficaz, é sua amplitude dividida por V2. 

5. O fator de potência é o cosseno da diferença de fase entre tensão e corrente: 


FP = cos(0 v - 9j) 


Ele também é o cosseno do ângulo da impedância da carga ou a razão entre 
a potência real e a potência aparente. O FP está atrasado se a corrente esti¬ 
ver atrasada em relação à tensão (carga indutiva) e está adiantado quando 
a corrente estiver avançada em relação à tensão (carga capacitiva). 

6. A potência aparente S (em VA) é o produto dos valores RMS da tensão e 
corrente: 


S — Vrms/rms 

Ela também é dada por S= |S| = a/p 2 + Q 2 , onde Pé a potência real e Q, 
a potência reativa. 

7. A potência reativa (em VAR) é: 

1 

Q = -V m t m sen(0„ - 6,) = Vrms 4ms sen(0„ - 6,) 

8. A potência complexa S (em VA) é o produto do fasor de tensão RMS e do 
conjugado complexo do fasor de corrente RMS. Ele também é dado pela 
soma complexa da potência real P e potência reativa Q. 


S — V rms Ir MS — Prms/rms/^i;_ — P + jQ 
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Também, 


^rmsZ — 


^RMS 

Z* 


9. A potência complexa total em um circuito é a soma das potências comple¬ 
xas de cada um dos componentes. A potência real total e a potência reativa 
também são, respectivamente, as somas das potências reais e reativas indi¬ 
viduais, porém, a potência aparente total não é calculada por esse processo. 

10. A correção de fator de potência é necessária por razões econômicas; ela é 
o processo de aumento do fator de potência de uma carga pela redução da 
potência reativa total. 

11. Wattímetro é o instrumento para medição da potência média. A energia 
consumida é medida com um medidor em kilowatt-hora. 


Questões para revisão 


11.1 A potência média absorvida por um indutor é zero. 

(a) verdadeiro (b) falso 

11.2 A impedância de Thévenin de um circuito vista dos termi- 
nais da carga é 80 + j 55 12. Para máxima a transferência 
de potência, a impedância da carga deve ser: 

(a) -80 + j55 12 (b) -80 - ;55 12 

(c) 80 - j55 12 (d) 80 + ;55 12 

11.3 A amplitude da tensão disponível em uma tomada de 120 
V, 60 Hz, em sua residência é: 

(a) 110 V (b) 120 V 

(c) 170 V (d) 210 V 

11.4 Se a impedância da carga for 20 -j20, o fator de potência será: 

(a) /—45° (b) 0 (c) 1 

(d) 0,7071 (e) nenhuma das alternativas anteriores. 

11.5 A grandeza que contém todas as infomações sobre po¬ 
tência em uma determinada carga é: 

(a) o fator de potência 

(b) a potência aparente 

(c) a potência média 

(d) a potência reativa 

(e) a potência complexa 

11.6 A potência reativa é medida em: 

(a) watts 

(b) VA 

(c) VAR 

(d) nenhuma das alternativas anteriores 

11.7 No triângulo de potência mostrado na Figura 11.34a, a 
potência reativa é: 

(a) 1.000 VAR adiantada 

(b) 1.000 VAR atrasada 

(c) 866 VAR adiantada 

(d) 866 VAR atrasada 



Figura 11.34 Esquema para as Questões para revisão 11.7 
e 11.8. 

11.8 Para o triângulo de potência da Figura 11.34(6), a potên¬ 
cia aparente é: 

(a) 2.000 VA 

(b) 1.000 VAR 

(c) 866 VAR 

(d) 500 VAR 

11.9 Uma fonte é ligada a três cargas Z b Z 2 e Z 3 em paralelo. 
Qual das seguintes afirmativas não é verdadeira? 

(a) P = P| + R 2 + P 3 

(b) Q = Qi + 02 + Qi 

(c) S = S l +S 2 + S 3 

(d) S = Si + S 2 + S 3 

11.10 O instrumento para medir a potência média é o: 

(a) voltímetro 

(b) amperímetro 

(c) wattímetro 

(d) varímetro 

(e) medidor de kilowatt-hora 

Respostas: 11.1a; 11.2c; 11.3c; 11.4d; 11.5e; 11.6c; 11.7d; 
11.8a; 11.9c; 11.10c. 
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Problemas 1 


• Seção 11.2 Potências instantânea e média 


11.1 Se v(t) = 1.670 cos 50í V e i(t) = -33 sen(50t - 30°) A, 
calcule a potência instantânea e a potência média. 

11.2 Dado o circuito da Figura 11.35, determine a potência 
média fornecida ou absorvida por elemento. 


j 1 Q. 
-'T5T V 


-,/4 -Q 4= 



Figura 11.35 Esquema para o Problema 11.2. 


11.3 Uma carga é formada por um resistor de 60 íl em parale¬ 
lo com um capacitor de 90 /rF. Se a carga for conectada 
a uma fonte de tensão v s {t) = 160 cos 2.000 1, determine a 
potência média liberada para a carga. 

11.4 Elabore um problema para ajudar os estudantes a enten- 
e d der melhor as potências instantânea e média usando a Fi¬ 
gura 11.36. 

«i 

«2 

-./X c 

Figura 11.36 Esquema para o Problema 11.4. 



11.5 Supondo que no circuito da Figura 11.37 v s t = 8 cos 
(2 1 - 40°) V, determine a potência média liberada para 
cada um dos elementos passivos. E determine a potência 
média absorvida por cada elemento. 


11.7 Dado o circuito da Figura 11.39, determine a potência 
média absorvida pelo resistor de 10 íl. 



Figura 11.39 Esquema para o Problema 11.7. 


11.8 No circuito da Figura 11.40, detennine a potência média 
absorvida pelo resistor de 40 íl. 




1 a> -j 20 Q 


6/0° A Q 



0,5I o < 


40 Q. 


Figura 11.40 Esquema para o Problema 11.8. 


11.9 Para o circuito da Figura 11.41, V ç = 10^30° V. Determi¬ 
ne a potência média absorvida pelo resistor de 20 íl. 



Figura 11.41 Esquema para o Problema 11.9. 


1 Q 2£1 



11.6 Para o circuito da Figura 11.38, i s = 6 cos 10 3 í A. Deter¬ 
mine a potência média absorvida pelo resistor de 50 íl. 


20 A 



11.10 No circuito com AOPs da Figura 11.42, calcule a potên¬ 
cia média absorvida pelos resistores. 



Figura 11.42 Esquema para o Problema 11.10. 

11.11 Para o circuito da Figura 11.43, suponha que a impedân- 
cia da porta seja 


— 


R 


Vl + co 2 R 2 C 


:/ —tg -* (ORC 


Determine a potência média consumida pelo circuito quan¬ 
do R = 10 kíl, C= 200 nF e i = 33 sen(377t + 22°) mA. 


A partir do Problema 22, salvo especificação contrária, considere que todos os valores de tensões e correntes sejam RMS. 
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o a 
+ 

v 

o b 

Figura 11 .43 Esquema para o Problema 11.11. 


Rede 

linear 


• Seção 11.3 Máxima transferência de 
potência média 

11.12 Para o circuito da Figura 11.44, determine a impedância 
Z da carga para a transferência de potência máxima (pa¬ 
ra Z). Calcule a potência máxima absorvida pela carga. 


j2Q 



0,5 v, 



Figura 11.47 Esquema para o Problema 11.16. 


11.17 Calcule o valor de Z L no circuito da Figura 11.48 de 
modo que Z L receba a máxima potência média. Qual é a 
máxima potência média recebida por Z L 1 



Figura 11.48 Esquema para o Problema 11.17. 


Figura 11.44 Esquema para o Problema 11.12. 

11.13 A impedância de Thévenin de uma fonte é Z Th = 120 + 
y'60 íl, enquanto a tensão de Thévenin de pico é V Th = 
165 + j0 V. Determine a potência média máxima dispo¬ 
nível da fonte. 

11.14 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e d tender melhor a máxima transferência de potência média. 

Considere a Figura 11.45. 


C «2 




II 

—wvv \— 

') i 

8 L 

> «1 

J 


11.18 Determine o valor de Z L no circuito da Figura 11.49 para 
a transferência de potência máxima. 



11.19 O resistor variável R no circuito da Figura 11.50 é ajusta¬ 
do até ele absorver a máxima potência média. Determine 
íea máxima potência média absorvida. 


Figura 11.45 Esquema para o Problema 11.14. 

11.15 No circuito da Figura 11.46, determine o valor de Z L , 
que absorverá a potência máxima, e o valor da potência 
máxima. 


1Q -i' Çl 



Figura 11.46 Esquema para o Problema 11.15. 

11.16 Para o circuito da Figura 11.47, detennine a potência 
máxima liberada para a carga Z L . Em seguida, calcule a 
potência fornecida para a carga Z L . 




3 Q 
AWV 


33/0° A (T) 


-J2Q. 



Figura 11.50 Esquema para o Problema 11.19. 


11.20 A resistência de carga R £ na Figura 11.51 é ajustada até 
ela absorver a máxima potência média. Calcule o valor de 
R £ e a máxima potência média. 
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11.21 Supondo que a impedância da carga seja puramente re- 
sistiva, que carga deveria ser conectada aos terminais a-b 
dos circuitos da Figura 11.52, de modo que seja transferi¬ 
da a potência máxima para a carga. 


100 Q -jlOQ 



Figura 11.52 Esquema para o Problema 11.21. 


• Seção 11.4 Valor RMS ou eficaz 

11.22 Determine o valor RMS da onda senoidal deslocada da 
Figura 11.53. 



0 77 2 ir 3 tt t 


Figura 11.53 Esquema para o Problema 11.22. 

11.23 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
e‘ld entender melhor como determinar o valor RMS de uma 
forma de onda. Usando a Figura 11.54 



Figura 11.54 Esquema para o Problema 11.23. 

11.24 Determine o valor RMS da forma de onda mostrada na 
Figura 11.55. 



Figura 11.55 Esquema para o Problema 11.24. 

11.25 Determine o valor RMS do sinal exibido na Figura 11.56. 



- 4 |—I 1—1 


Figura 11.56 Esquema para o Problema 11.25. 


11.26 Determine o valor eficaz da forma de onda da tensão 
mostrada na Figura 11.57. 



Figura 11.57 Esquema para o Problema 11.26. 

11.27 Calcule o valor RMS da forma de onda de corrente da 
Figura 11.58. 



Figura 11.58 Esquema para o Problema 11.27. 

11.28 Determine o valor RMS da forma de onda da tensão ex¬ 
posta na Figura 11.59, bem como a potência média absor¬ 
vida pelo resistor de 2 fí, quando a tensão for aplicada no 
resistor. 



Figura 11.59 Esquema para o Problema 11.28. 

11.29 Calcule o valor eficaz da forma de onda da corrente mos¬ 
trada na Figura 11.60 e a potência média liberada para um 
resistor de 12 íl, quando a corrente percorre o resistor. 



Figura 11.60 Esquema para o Problema 11.29. 

11.30 Calcule o valor RMS da forma de onda representada na 
Figura 11.61. 



Figura 11.61 Esquema para o Problema 11.30. 
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11.31 Determine o valor RMS do sinal indicado na Figura 
11.62. 



Figura 11.62 Esquema para o Problema 11.31. 

11.32 Obtenha o valor RMS da forma de onda de corrente mos¬ 
trada na Figura 11.63. 



Figura 11.63 Esquema para o Problema 11.32. 

11.33 Determine o valor RMS para a forma de onda na Figura 
11.64. 

m f 



0123456789 10 t 
Figura 11.64 Esquema para o Problema 11.33. 

11.34 Determine o valor eficaz d sfit) definida na Figura 11.65. 


m J 






-1 0 

1 2 3 4 5 

t 


Figura 11.65 Esquema para o Problema 11.34. 

11.35 Um ciclo de uma forma de onda periódica é representado 
na Figura 11.66. Determine o valor eficaz da tensão. Note 
que o ciclo se inicia em t = 0 e termina em t = 6 s. 

v(t) n 

30 “ - 

20 - - - 

10 - - 


0 1 2 3 4 5 6 ? 

Figura 11.66 Esquema para o Problema 11.35. 


11.36 Calcule o valor RMS para cada uma das seguintes funções: 

(a) /(?) = 10 A (b) v(t) = 4 + 3 cos 5r V 

(c) ?(?) = 8—6 sen 2? A (d) i>(?) = 5 sen? + 4 cos? V 

11.37 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eUd tender melhor como determinar o valor RMS da soma de 

correntes múltiplas. 

• Seção 11.5 Potência aparente e fator 
de potência 

11.38 Para o sistema de potência da Figura 11.67, determine: 
(a) potência média; ( b ) potência reativa; (c) fator de po¬ 
tência. Note que 220 V é um valor RMS. 



Figura 11.67 Esquema para o Problema 11.38. 

11.39 Um motor CA com impedância Z z = 4,2 + y'3,6 Í1 é ali¬ 
mentado por uma fonte de 220 V, 60 Hz. (a) Determine 
FP, P e Q. ( b ) Determine o capacitor necessário para ser 
conectado em paralelo com o motor de modo que o fator 
de potência seja corrigido para a unidade. 

11.40 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 

eUd tender melhor a potência aparente e o fator de potência. 

11.41 Obtenha o fator de potência para cada um dos circuitos da 
Figura 11.68. Especifique se cada fator de potência está 
adiantado ou atrasado. 


4 Q 

j 5 D 

o —VWV— 

—nmp— 


= -j 2 n = 




O) 

4£2 



Figura 11.68 Esquema para o Problema 11.41. 

• Seção 11.6 Potência complexa 

11.42 Uma fonte de 110 V RMS, 60 Hz é aplicada a uma impe¬ 
dância de carga Z. A potência aparente entrando na carga 
é de 120 VA com um fator de potência 0,707 atrasado. 
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(a) Calcule a potência complexa. 

(b) Determine a corrente RMS fornecida para a carga. 

(c) Determine Z. 

(d) Supondo que Z = R + jcoL, determine os valores de 
ReL. 

11.43 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eOd tender a potência complexa. 


11.44 Determine a potência complexa liberada por v s para o cir¬ 
cuito da Figura 11.69. Seja v s = 100 cos 2.0001 V. 


30 Q, 40 20 Q. 



4L 


Figura 11.69 Esquema para o Problema 11.44. 


11.45 A tensão em uma carga e a corrente através dela são da¬ 
das por 


v(t) = 20 + 60 cos 100r V 
í'(í) = 1—0,5 sen lOOí A 

Determine: 

(a) Os valores RMS de tensão e corrente. 

(b) A potência média dissipada na carga. 

11.46 Para os fasores de tensão e corrente a seguir, calcule a 
potência complexa, a potência aparente, a potência real e 
a potência reativa. Especifique se o FP está adiantado ou 
atrasado. 

(a) V = 220/30°V RMS, I = 0,5 /60° A RMS 

(b) V = 250/-10° V RMS, 

I = 6,2 /—25° A RMS 

(c) V = 120// V RMS, I = 2,4 /-15° A RMS 

(d) V = 160 /45° V RMS, I = 8,5/90/ A RMS 

11.47 Para cada um dos casos a seguir, determine a potência 
complexa, a potência média e a potência reativa: 

(a) u(f) = 112 cos(ci)l + 10°) V, 
i(t) = 4 cos(a)t — 50°) A 

(b) u(t) = 160 cos 377f V, 
f(0 = 4 cos(377í + 45°) A 

(c) V = 80 /60° V RMS,Z = 50 /30° íl 

(d) I = 10/60° A RMS,Z = 100/45° íl 

11.48 Determine a potência complexa para os seguintes casos: 

(a) P = 269 W, g = 150 VAR (capacitivo) 

(b) Q = 2.000 VAR, FP= 0,9 (adiantado) 

(c) S = 600 VA, Q = 450 VAR (indutivo) 

(d) VRMs= 220 V, P = lkW, 

|Z| = 40 íl (indutivo) 


11.49 Determine a potência complexa para os seguintes casos: 

(a) P = 4 kW, FP= 0,86 (atrasado) 

(b) S = 2 kVA, P = 1,6 kW (capacitivo) 

(c) Vrms= 208/2/ V, Irms= 6,5 /~50° A 

(d) V RMS = 120/30° V, Z = 40 + j60 íl 

11.50 Obtenha a impedância total para os seguintes casos: 

(a) P = 1.000 W, FP = 0,8 (adiantado), 

VWs= 220 V 

(b) P = 1.500 W, Q = 2.000 VAR (indutivo), 

1rms = 12 A 

(c) S = 4.50(/6/ VA, V = 120/45° V 


11.51 Para o circuito inteiro da Figura 11.70, calcule: 


(a) O fator de potência. 

(b) A potência média liberada pela fonte. 

(c) A potência reativa. 

(d) A potência aparente. 

(e) A potência complexa. 


2Ü 
-VWV 


16 /45° V (/) 



j 6 0 

8£2 


Figura 11.70 Esquema para o Problema 11.51. 


11.52 No circuito da Figura 11.71, o dispositivo A recebe 2 kW 
com FP = 0,8 (atrasado), o dispositivo B recebe 3 kVA 
com FP = 0,4 (adiantado), enquanto o dispositivo C é in¬ 
dutivo e consome 1 kW e recebe 500 VAR. 


(a) Detennine o fator de potência para o sistema todo. 

(b) Calcule I dado que V, = 120/4/ V RMS. 


+ 

v r 


I 


-CD- 


1 


Figura 11.71 Esquema para o Problema 11.52. 


11.53 No circuito da Figura 11.72, a carga A recebe 4 kVA com 
FP = 0,8 (adiantado). A carga B recebe 2,4 kVA com FP = 0,6 
(atrasado). C é uma carga indutiva que consome 1 kW e 
recebe 500 VAR. 

(a) Detennine I. 

(b) Calcule o fator de potência da associação. 




120/30° V 


Figura 11.72 Esquema para o Problema 11.53. 
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• Seção 11.7 Conservação de potência CA 

11.54 Para o circuito da Figura 11.73, determine a potência 
complexa absorvida por cada elemento. 


50 £2 


8/-20° V Q 



j5Q 


Figura 11.73 Esquema para o Problema 11.54. 

11.55 Considere a Figura 11.74 e elabore um problema para 
edd ajudar outros estudantes a entender melhor a conservação 
de potência CA. 


-7'X C 



Figura 11.74 Esquema para o Problema 11.55. 

11.56 Obtenha a potência complexa liberada pela fonte no cir- 
JMI -jj cuito da Figura 11.75. 

ML 

3 £2 74 £2 

-WsA/—nSTiP- 


2/30° A (y 


5 £2 


-72 Q 


6 £2 


Figura 11.75 Esquema para o Problema 11.56. 

11.57 Para o circuito da Figura 11.76, determine as potências 
JE média, reativa e complexa liberadas pela fonte de cor- 
ML rente dependente. 


-71 £2 


2 £2 



24/0° V 


Figura 11.76 Esquema para o Problema 11.57. 

11.58 Obtenha a potência complexa liberada para o resistor de 
Ü 10 kíl da Figura 11.77 a seguir. 

ML 



10 k£2 


Figura 11.77 Esquema para o Problema 11.58. 

11.59 Calcule a potência reativa no indutor e no capacitor da 
Ü Figura 11.78. 

ML 


730 £2 
aíiA 



240/0° V ( ± ) 


40 £2 


Figura 11.78 Esquema para o Problema 11.59. 

11.60 Para o circuito da Figura 11.79, determine V D eo fator de 
potência de entrada. 





+ 



D 

20 kW 


16 kW 

FP = 0,8 (atrasado) 

* O 

FP = 0,9 (atrasado) 




- 




Figura 11.79 Esquema para o Problema 11.60. 

11.61 Dado o circuito da Figura 11.80, determine I D e a potência 
complexa total fornecida. 


100/90° V 



Figura 11.80 Esquema para o Problema 11.61. 

11.62 Para o circuito da Figura 11.81, determine V s . 
0,2 £2 70,04 £2 0,3 £2 70,15 £2 

—ww—'Tinp——m—'Tmr'- 


10 W 

15 W 

FP = 0,9 (adiantado) 

FP = 0,8 (adiantado) 


+ 

120VRMS 


Figura 11.81 Esquema para o Problema 11.62. 
11.63 Determine I 0 no circuito da Figura 11.82. 


220/0° V 



Figura 11.82 Esquema para o Problema 11.63. 

11.64 Determine I, no circuito da Figura 11.83, se a fonte de 
tensão fornece 2,5 kW e 0,4 kVAR (adiantado). 



(y 120/0° V 


Figura 11.83 Esquema para o Problema 11.64. 
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11.65 No circuito com amplificador operacional da Figura 
11.84, v s = 4 cos 10 4 í V. Determine a potência média libe¬ 
rada para o resistor de 50 kíl. 



Figura 11.84 Esquema para o Problema 11.65. 


11.66 Obtenha a potência média absorvida pelo resistor de 6 kíl 
no circuito com AOP Figura 11.85. 


2 kQ j 4 kíl 



6 kíl 
-j2 kíl 


Figura 11.85 Esquema para o Problema 11.66. 


11.67 Para o circuito com AOP da Figura 11.86, calcule: 

(a) A potência complexa liberada pela fonte de tensão. 

(b) A potência média dissipada no resistor de 12 íl. 


10 Í1 


0,6 sen(2f + 20°) 



12 íl 


Figura 11.86 Esquema para o Problema 11.67. 


11.68 Calcule a potência complexa fornecida pela fonte de cor¬ 
rente no circuito RLC em série da Figura 11.87. 

R L 



Figura 11.87 Esquema para o Problema 11.68. 


• Seção 11.8 Correção do fator de potência 


11.69 Consulte o circuito mostrado na Figura 11.88. 

(a) Qual é o fator de potência? 

(b) Qual é a potência média dissipada? 

(c) Qual é o valor da capacitância que fornecerá um fator 
de potência unitário quando conectada à carga? 


120VRMS 
60 Hz 




1 

Z = 10 +fl2 íl 

X 


11.70 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eQd tender melhor a correção de fator de potência. 

11.71 Três cargas são associadas em paralelo com uma fonte 
de 120^CF V RMS. A carga 1 absorve 60 kVAR com 
FP = 0,85 atrasado, a carga 2 absorve 90 kW e 50 kVAR 
adiantado e a carga 3 absorve 100 kW com FP = 1. (a) 
Determine a impedância equivalente. ( b ) Calcule o fator 
de potência da associação em paralelo, (c) Determine a 
corrente fornecida pela fonte. 

11.72 Duas cargas conectadas em paralelo absorvem um total 
de 2,4 kW com FP = 0,8 (atrasado) de uma linha de 120 V 
RMS, 60 Hz. Uma carga absorve 1,5 kW com FP = 0,707 
(atrasado). Determine: (d) o FP da segunda carga; ( b ) o 
elemento em paralelo necessário para corrigir o FP para 
0,9 (atrasado) para as duas cargas. 

11.73 Uma fonte de 240 V RMS, 60 Hz supre uma carga de 10 
kW (resistiva), 15 kVAR (capacitiva) e 22 kVAR (induti¬ 
va). Determine: 

(a) A potência aparente. 

(b) A corrente absorvida da fonte. 

(c) A capacitância e valor nominal kVAR necessários para 
aumentar o fator de potência para 0,96 (atrasado). 

(d) A corrente fornecida pela fonte sob as novas condi¬ 
ções de fator de potência. 

11.74 Uma fonte de 120 V RMS, 60 Hz alimenta duas cargas 
conectadas em paralelo, como mostra a Figura 11.89. 

(a) Determine o fator de potência da associação em paralelo. 

(b) Calcule o valor da capacitância conectada em para¬ 
lelo que elevará o fator de potência para um valor 
unitário. 



Figura 11.89 Esquema para o Problema 11.74. 

11.75 Considere o sistema de potência mostrado na Figura 
11.90. Calcule: 

(a) A potência complexa total. 

(b) O fator de potência. 



Figura 11.88 Esquema para o Problema 11.69. 


Figura 11.90 Esquema para o Problema 11.75. 
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• Seção 11.9 Aplicações 

11.76 Obtenha a leitura do wattímetro no circuito da Figura 
11.91. 


4 q ~j 3 12 



Figura 11.91 Esquema para o Problema 11.76. 

11.77 Qual é a leitura do wattímetro no circuito da Figura 
11.92? 



11.81 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e d tender melhor como corrigir um fator de potência diferen¬ 
te da unidade. 

11.82 Uma fonte de 240 V RMS, 60 Hz alimenta uma asso¬ 
ciação em paralelo entre um aquecedor de 5 kW e um 
motor de indução de 30 kVA cujo fator de potência é 
0,82. Determine: 

(a) A potência aparente do sistema. 

(b) A potência reativa do sistema. 

(c) O valor nominal em kVA de um capacitor necessário 
para ajustar o fator de potência do sistema para 0,9 
(atrasado). 

(d) O valor do capacitor necessário. 



Figura 11.92 Esquema para o Problema 11.77. 

11.78 Determine a leitura do wattímetro para o circuito mostra¬ 
do na Figura 11.93. 


20 cos At V 



— F 
12 r 


Figura 11.93 Esquema para o Problema 11.78. 

11.79 Determine a leitura do wattímetro no circuito da Figura 
11.94. 


20 Q. 'o 



Figura 11.94 Esquema para o Problema 11.79. 


11.80 O circuito da Figura 11.95 representa um wattímetro co¬ 
nectado a uma rede CA. 


(a) Determine a corrente da carga. 

(b) Calcule a leitura do wattímetro. 



Z L = 6,4 D 
pf = 0,825 


11.83 As medições com um osciloscópio indicam que a tensão 
em uma carga e a corrente através dela são, respectiva¬ 
mente, 210 /60° V e 8 /25° A. Determine: 

(a) A potência real. 

(b) A potência aparente. 

(c) A potência reativa. 

(d) O fator de potência. 

11.84 Um consumidor tem um consumo anual de 1.200 MWh e 
e d demanda máxima de 2,4 MVA. A tarifa por demanda má¬ 
xima é de US$ 30 por kVA por ano e a tarifa por energia 
consumida por kWh é de 4 centavos. 

(a) Determine o custo anual da energia. 

(b) Calcule a tarifa por kWh com uma taxa fixa se a re¬ 
ceita da concessionária de energia elétrica deve per¬ 
manecer a mesma para a tarifa constituída por duas 
partes. 

11.85 Um sistema residencial comum de um circuito trifilar 
monofásico pennite a operação de eletrodomésticos de 
120 V, bem como de 240 V, ambos a 60 Hz. O circuito 
residencial tem como modelo aquele mostrado na Figura 
11.96. Calcule: 


(a) As correntes I l5 1 2 e I„. 

(b) A potência complexa total fornecida. 

(c) O fator de potência para todo o circuito. 



Elevador 
de cozinha 


Figura 11.95 Esquema para o Problema 11.80. 


Figura 11.96 Esquema para o Problema 11.85. 
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Problemas abrangentes 


11.86 Um transmissor libera potência máxima para uma antena 
e€)d quando essa última é ajustada para representar uma carga 

de uma resistência de 75 Í1 em série com uma indutância 
de 4 /j,H. Se o transmissor opera em 4,12 MHz, determine 
sua impedância interna. 

11.87 Em um transmissor de TV, um circuito em série tem im¬ 
pedância de 3 kíl e uma corrente total igual a 50 mA. Se 
a tensão no resistor for 80 V, qual é o fator de potência do 
circuito? 

11.88 Determinado circuito eletrônico é ligado a uma linha CA 
de 110 V. O valor RMS da corrente absorvida é 2 A, com 
ângulo de fase 55°. 

(a) Determine a potência real absorvida pelo circuito. 

(b) Calcule a potência aparente. 

11.89 Um aquecedor industrial tem uma plaqueta do fabricante 
e€*d indicando o seguinte: 210 V/60 Hz/ 12kVA/ FP de 0,78 

(atrasado). Determine: 

(a) As potências aparente e complexa. 

(b) A impedância do aquecedor. 

* 11.90 Um turbogerador de 2.000 kW com fator de potência 
e0d 0 ,85 opera na carga nominal. É acrescentada outra carga 
de 300 kW com fator de potência 0,8. Qual o valor em 
kVAR de capacitores é necessário para operar o turboge¬ 
rador, porém impedir que este fique sobrecarregado? 

11.91 A plaqueta do fabricante de um motor elétrico apresenta 
eüd as seguintes infonnações: 

Tensão de linha: 220 V RMS 
Corrente de linha: 15 A RMS 
Frequência de linha: 60 Hz 
Potência: 2.700 W 

Determine o fator de potência (atrasado) do motor. De¬ 
termine o valor da capacitância C que deve ser ligada ao 
motor para elevar o FP para um valor unitário. 

11.92 Conforme mostrado na Figura 11.97, uma linha de ali¬ 
mentação de 550 V alimenta uma planta industrial for¬ 
mada por um motor que consome 60 kW com FP 0,75 
(indutiva), um capacitor com potência nominal 20 kVAR 
e iluminação que consome 20 kW. 


(a) Calcule as potências reativa e aparente totais absorvi¬ 
das pela fábrica. 

(b) Detennine o FP geral. 

(c) Detennine a corrente da linha de alimentação. 


550 V 


m 


60 kW 
pf = 0,75 


20 kVAR 


20 kW 


Figura 11.97 Esquema para o Problema 11.92. 


11.93 Uma fábrica possui as quatro cargas principais indicadas 
a seguir: 

• Um motor com potência nominal de 5 hp, FP igual a 
0,8 (atrasado) (1 hp = 0,7457 kW). 

• Um aquecedor com potência nominal 1,2 kW, FP 
igual a 1,0. 

• Dez lâmpadas de 120 W. 

• Um motor síncrono com potência nominal 1,6 kVAR, 
FP igual a 0,6 (adiantado). 

(a) Calcule a potência total real e reativa. 

(b) Determine o fator de potência geral. 

11.94 Uma subestação de 1 MVA opera a plena carga com fator 
eOd de potência 0,7. Deseja-se aumentar o fator de potência 

para 0,95 por meio da instalação de capacitores. Suponha 
que a nova subestação e as instalações de distribuição 
custem US$ 120 por kVA instalado e os capacitores cus¬ 
tem US$ 30 por kVA instalado. 

(a) Calcule o custo dos capacitores necessários. 

(b) Determine a economia na capacidade da subestação 
liberada. 

(c) Os capacitores são econômicos na liberação da capa¬ 
cidade da subestação? 

11.95 Um capacitor de acoplamento é usado para bloquear 
e€xl corrente CC de um amplificador, como mostra a Figura 

11.98a. O amplificador e o capacitor atuam como uma 
fonte, enquanto o alto-falante é a carga como indicado na 
Figura 11.986. 

(a) Em que frequência ocorre a máxima transferência de 
potência para o alto-falante? 

(b) Se V s = 4,6 V RMS, quanta potência é liberada para o 
alto-falante a essa frequência? 

Amplificador 



Figura 11.98 Esquema para o Problema 11.95. 


Um asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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11.96 Um amplificador de potência tem impedância de saída 
eOd igual a 40 — /8 íl. Ele produz uma tensão de saída sem 

carga de 146 V a 300 Hz. 

(a) Determine a impedância da carga para obter a máxi¬ 
ma transferência de potência. 

(b) Calcule a potência da carga na condição dada ante¬ 
riormente. 

11.97 Um sistema de transmissão de potência tem como modelo 
aquele mostrado na Figura 11.99. Se V s = 240 /0° RMS, 
determine a potência média absorvida pela carga. 


0,1 Q j 1£2 



Figura 11.99 Esquema para o Problema 11.97. 
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CIRCUITOS TRIFÁSICOS 


Aquele que não consegue perdoar os outros interrompe o seu próprio caminho. 

G. Herbert 


Progresso profissional 

Critérios ABET EC 2000 (3.e), "habilidade em identificar, formular e solucionar 
problemas de engenharia". 


Desenvolver e aperfeiçoar sua “habilidade em 
identificar, formular e solucionar problemas de 
engenharia” é o objetivo fundamental deste li¬ 
vro. E seguir nosso processo de seis etapas para 
resolução de problemas é a melhor maneira de 


praticar essa habilidade. Recomendamos que você 
use esse processo sempre que possível. É bem 
provável que você se alegre ao descobrir que isso 
também funciona para cursos que não são de 
engenharia. 


Critérios ABET EC 2000 (f), "entendimento sobre responsabilidade ética e 
profissional". 


É necessário que todo engenheiro tenha um “enten¬ 
dimento sobre responsabilidade ética e profissio¬ 
nal”. Até certo ponto, esse entendimento é muito 
pessoal, variando, assim, para cada um de nós. 
Por isso, identificamos alguns indicadores para 
ajudá-lo a criar esse entendimento. Um dos meus 
exemplos favoritos é o do engenheiro que tem a 
responsabilidade de responder àquilo que chamo 
“pergunta não feita”. Suponhamos que você tenha 
um carro que esteja apresentando um problema de 
transmissão. No processo de venda desse carro, 
o possível comprador lhe pergunta se há um pro¬ 


blema no mancai da roda frontal direita. Você res¬ 
ponde, então, “não”. Entretanto, é seu dever como 
engenheiro informar ao comprador que existe um 
problema com a transmissão sem que lhe tenha 
sido perguntado. 

Sua responsabilidade, tanto profissional quanto 
ética, é se comportar de forma que não prejudique 
aqueles à sua volta e pelos quais você é responsável. 
Fica claro que desenvolver essa capacidade levará 
tempo e exigirá maturidade de sua parte. Aconse¬ 
lhamos essa prática pela procura das componentes 
éticas e profissionais em suas atividades do dia a dia. 


445 
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Nota histórica'. Thomas Edison 
inventou um sistema trifilar, usando 
três fios em vez de quatro. 


Introdução 

Até o momento, neste texto, tratamos de circuitos monofásicos. Um sistema de 
energia CA monofásico é formado por um gerador conectado por meio de um par 
de fios (linha de transmissão) a uma carga. A Figura 12.1a representa um 
sistema bifilar monofásico, em que V p é a magnitude da tensão da fonte c 4> é a 
fase. O que temos de modo geral, na prática, é um sistema trifilar como o mos¬ 
trado na Figura 12.1 b, que contém duas fontes idênticas (mesma magnitude e 
fase) que são conectadas a duas cargas por dois fios mais externos e o neutro. 
Por exemplo, o sistema doméstico comum usa esse sistema, pois as tensões nos 
terminais têm a mesma magnitude e a mesma fase. Um sistema destes permite 
a conexão tanto de aparelhos para 120 V como para 240 V. 


12.1 





Z L 



(a) (b) 

Figura 12.1 Sistemas monofásicos: (a) tipo bifilar; ( b ) tipo trifilar. 


a A 



o-o—31 



Figura 12.2 Sistema trifilar bifásico. 



Figura 12.3 Sistema trifilar trifásico. 


Circuitos ou sistemas nos quais as fontes CA operam na mesma frequên¬ 
cia, porém, em fases diferentes, são conhecidos como polifásicos. A Figura 
12.2 ilustra um sistema trifásico bifilar e a Figura 12.3, um sistema quadrifilar 
trifásico. Diferentemente de um sistema monofásico, um sistema bifásico é 
produzido por um gerador formado por duas bobinas colocadas perpendicu¬ 
larmente uma em relação à outra de modo que a tensão gerada por uma está 
atrasada em 90° em relação à outra. De forma semelhante, um sistema trifásico 
é produzido por um gerador formado por três fontes de mesma amplitude e 
frequência, porém defasadas entre si por 120°. Uma vez que o sistema trifásico 
é o sistema polifásico muito mais frequente e mais econômico, discutiremos 
neste capítulo basicamente sobre sistemas trifásicos. 

Os sistemas trifásicos são importantes em decorrência, pelo menos, de três 
razões. Em primeiro lugar, quase toda energia elétrica é gerada e distribuída 
em três fases, em uma frequência de operação igual a 60 Fiz (ou &> = 377 rad/s), 
nos Estados Unidos, ou 50 Fiz (ou w = 314 rad/s), em algumas outras partes 
do mundo. Quando se precisa de entradas monofásicas ou trifásicas, elas são 
extraídas do sistema trifásico em vez de serem geradas de forma independen¬ 
te. Mesmo quando são necessárias mais de três fases - como na indústria do 
alumínio, por exemplo, onde são indispensáveis 48 fases para fins de fusão -, 
podem ser fornecidas manipulando-se as três fases fornecidas. Em segundo 
lugar, a potência instantânea em um sistema trifásico pode ser constante (não 
pulsante), como veremos na Seção 12.7. Isso resulta em uma transmissão de 
energia uniforme e menor vibração das máquinas trifásicas. Em terceiro lugar, 
para a mesma quantidade de energia, o sistema trifásico é mais econômico que 
o monofásico, pois sua quantidade de fios necessária é menor. 

Iniciamos nossa discussão com as tensões trifásicas equilibradas. Em se¬ 
guida, analisamos cada uma das quatro configurações possíveis dos sistemas 
trifásicos equilibrados. Também tratamos dos sistemas trifásicos desequilibra¬ 
dos. Aprenderemos como usar o PSpice for Windows para analisar um sistema 
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PERFIS HISTÓRICOS 


Nikola Tesla (1856-1943) foi engenheiro croata-americano cujas invenções - 
entre as quais o motor de indução e o primeiro sistema de energia polifásico - 
influenciaram muito na definição do debate CA versus CC a favor da CA. Ele foi 
responsável pela adoção de 60 Hz como a frequência-padrão para sistemas de 
energia elétrica CA nos Estados Unidos. 

Nascido no antigo império austro-húngaro (hoje, Croácia), filho de um cléri¬ 
go, Tesla tinha uma memória incrível e grande afinidade pela matemática. Mu¬ 
dou-se para os Estados Unidos em 1884 e, inicialmente, trabalhou para Thomas 
Edison. Naquela época, o país se encontrava na “batalha das correntes” com 
George Westinghouse (1846-1914) promovendo a CA e Thomas Edison lide¬ 
rando de forma estrita as forças da CC. Tesla abandonou Edison e juntou-se a 
Westinghouse por causa de seu interesse pela CA. Por causa de Westinghouse, 
Tesla ganhou fama e aceitação para seu sistema polifásico de geração, transmis¬ 
são e distribuição em CA. Durante sua vida chegou a deter 700 patentes. Entre 
outras de suas invenções, temos o aparelho de alta tensão (a bobina de Tesla) e 
o sistema de transmissão sem fio. A unidade de densidade de fluxo magnético, o 
tesla, recebeu esse nome em sua homenagem. 



Cortesia da Smithsonian 
Institution. 


trifásico equilibrado ou desequilibrado. Finalmente, aplicamos os concei¬ 
tos trabalhados neste capítulo na medição de energia trifásica e na instalação 
elétrica residencial. 


12.2 Tensões trifásicas equilibradas 

As tensões trifásicas são produzidas normalmente por um gerador CA trifásico 
(ou alternador) cuja vista em corte é mostrada na Figura 12.4. Esse gerador 
é constituído, basicamente, por um ímã rotativo (denominado rotor) envolto 
por um enrolamento fixo (denominado estator). Três bobinas ou enrolamentos 
distintos com terminais a-a', b-b' e c-c' são dispostos e separados fisicamente 
a 120° em torno do estator. Os terminais a e a ', por exemplo, representam um 
dos terminais da bobina entrando e outro saindo da página. A medida que 
o rotor gira, seu campo magnético “corta” o fluxo das três bobinas e induz 
tensões nas bobinas. Como elas se encontram separadas a 120°, as tensões 


Saída 

trifásica 



Figura 12.4 Gerador trifásico. 
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Figura 12.5 As tensões geradas se 
encontram afastadas a 120° entre si. 


induzidas nas bobinas são iguais em magnitude, porém defasadas por 120° 
(Figura 12.5). Uma vez que cada bobina pode ser considerada ela própria um 
gerador monofásico, o gerador trifásico é capaz de fornecer energia tanto para 
cargas monofásicas quanto trifásicas. 

Um sistema trifásico típico é formado por três fontes de tensão conecta¬ 
das a cargas por três ou quatro fios (ou linhas de transmissão). (As fontes de 
corrente trifásicas são pouco comuns.) Um sistema trifásico equivale a três 
circuitos monofásicos. As fontes de tensão podem ser interligadas em triân¬ 
gulo, como indicado na Figura 12.6a, ou então em estrela, como indicado na 
Figura 12.66. 




Figura 12.6 Fontes de tensão trifásicas: (a) fonte conectada em estrela; 
( b ) fonte conectada em triângulo. 




Figura 12.7 Sequências de fases: 

(а) abc ou sequência positiva; 

(б) acb ou sequência negativa. 


Por enquanto, consideremos as tensões ligadas em triângulo da Figura 
12.6a. As tensões Y an , Y bn e Y cn , chamadas tensões de fase, são, respectiva¬ 
mente, aquelas entre as linhas a, b e c e o neutro n. Se as fontes de tensão tive¬ 
rem a mesma amplitude e frequência w e estiverem defasadas por 120°, diz-se 
que as tensões estão equilibradas. Isso implica 


V„„ + Y bn + Y cn - 0 

(12.1) 

|VJ = |v*„| = |VJ 

(12.2) 


Portanto, 


As tensões de fase equilibradas são iguais em magnitude e estão defasa¬ 
das entre si por 120°. 


Por conta dessa defasagem há duas situações possíveis. Uma delas é mos¬ 
trada na Figura 12.7a e expressa matematicamente como 


V a „ = V p /ff 
Y bn = Vp /—120° 

Yen = V j- 240° = Vp /+120° 


(12.3) 


onde V p é o valor eficaz ou valor RMS das tensões de fase. Isso é conhecido 
como sequência abc ou sequência positiva. Nessa sequência de fases, Y an está 
adiantada em relação a Y bn que, por sua vez, está adiantada em relação a Y cn . 
Essa sequência é produzida quando o rotor da Figura 12.4 gira no sentido anti- 
-horário. A outra possibilidade é mostrada na Figura 12.76 e dada por 
























Capítulo 12 • Circuitos trifásicos 449 • 


Van = V p /0T 
\ cn = V p /-120° 

\ bn = Vp /—240° = Vp / +120° 


Isso é denominado sequência acb ou sequência negativa. Para essa sequência 
de fases, \ an está adiantada em relação a \ cn que, por sua vez, está adiantada 
em relação a V bn . A sequência acb é produzida quando o rotor na Figura 12.4 
gira no sentido anti-horário. É fácil demonstrar que as tensões nas Equações 
(12.3) ou (12.4) satisfazem as Equações (12.10) e (12.2). Por exemplo, da 
Equação (12.3), 

v a „ + y bn + Y cn = Ep/Cf + Vp / —120° + Vp /+120° 

= Vp(l,0 - 0,5 - y'0,866 - 0,5 +70,866) (12.5) 
= 0 


Sequência de fases é a ordem cronológica na qual as tensões passam atra¬ 
vés de seus valores máximos. 


A sequência de fases é determinada pela ordem na qual os fasores passam por 
determinado ponto no diagrama de fases. 

Na Figura 12.7a, conforme os fasores giram no sentido anti-horário com 
frequência oj, passam pelo eixo horizontal em uma sequência abcabca... Por¬ 
tanto, a sequência é abc ou bca ou cab. De modo similar, para os fasores da 
Figura Yl.lb, à medida que eles forem girando no sentido anti-horário, passam 
o eixo horizontal em uma sequência acbacba... Isso descreve a sequência acb. 
Essa sequência de fases é importante em sistemas de distribuição de energia 
trifásicos, porque determina, por exemplo, o sentido da rotação de um motor 
ligado a uma fonte de energia elétrica. 

Assim como nas ligações do gerador, uma carga trifásica pode ser conec¬ 
tada em estrela ou triângulo, dependendo da aplicação final. A Figura 12.8a 
mostra uma carga conectada em estrela, e a Figura 12.8Z>, uma carga conectada 
em triângulo. A linha neutra na Figura 12.8a pode ou não estar lá, dependendo 
se o sistema for quadrifilar ou trifilar. (E, obviamente, uma conexão neutra é 
topologicamente impossível para uma conexão em triângulo.) Diz-se que uma 
carga conectada em estrela ou em triângulo está desequilibrada se as impedân- 
cias por fase não forem iguais em magnitude ou fase. 


Uma carga equilibrada é aquela no qual as impedâncias por fase são iguais 
em magnitude e fase. 


Para uma carga conectada em estrela equilibrada, 

Zi = Z 2 = Z 3 = Z y (12.6) 

onde Z 7 é a impedância de carga por fase. Para uma carga conectada em estrela 
equilibrada, 


Z a = Z b = Z c = Z A (12.7) 

onde Z A é, nesse caso, a impedância de carga por fase. Voltando à Equação 
(9.69), temos 


Em virtude do uso tradicional em 
sistemas de energia, a tensão e a 
corrente neste capítulo estão em 
valores RMS a menos que seja 


dito o contrário. 



A sequência de fases também 
pode ser considerada como a 
ordem na qual as tensões de fase 
atingem seus valores de pico (ou 
máximos) em relação ao tempo. 



Lembrete: À medida que o 
tempo aumenta, cada fasor gira 
em uma velocidade angular w. 




Figura 12.8 Duas configurações 
possíveis para cargas trifásicas: 

(a) carga conectada em estrela; 

( b ) carga conectada em triângulo. 
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Lembrete: Uma carga conectada 
em estrela consiste em três 
impedâncias conectadas a 
um nó neutro, enquanto uma 
carga conectada em triângulo é 
composta por três impedâncias 
conectadas em volta de um anel. 
A carga equilibrada se encontra 
equilibrada quando as três 
impedâncias forem iguais em 
qualquer um dos casos. 



1 

Za — 3Zy ou Z y — ^Za (12.8) 

portanto, sabemos que uma carga conectada em estrela pode ser transformada 
em uma carga conectada em triângulo, ou vice-versa, usando a Equação (12.8). 

Como tanto a fonte trifásica quanto a carga trifásica podem estar conecta¬ 
das em estrela ou então em triângulo, temos quatro conexões possíveis: 

• Conexão estrela-estrela (isto é, fonte conectada em estrela com uma carga 
conectada em estrela). 

• Conexão estrela-triângulo. 

• Conexão triângulo-triângulo. 

• Conexão triângulo-estrela. 

Nas seções seguintes, vamos considerar cada uma dessas possíveis configurações. 

É importante citar que uma carga conectada em triângulo equilibrada é 
mais comum que uma carga conectada em estrela equilibrada. Isso se deve à 
facilidade com que as cargas podem ser acrescentadas ou eliminadas de cada 
fase de uma carga conectada em triângulo. Isso é muito mais difícil em uma 
carga conectada em estrela, pois, talvez, o neutro não esteja acessível. Em 
contrapartida, as fontes ligadas em triângulo não são comuns na prática em vir¬ 
tude da corrente circulante que resultará na malha A, caso as tensões trifásicas 
estejam ligeiramente desequilibradas. 


• EXEMPLO 12.1 


• PROBLEMA PRÁTICO 12.1 


Determine a sequência de fases do conjunto de tensões 

v an = 200 cos(w? + 10°) 

v bn = 200 cos(W — 230°), v cn = 200 cos(&rf — 110°) 

Solução: As tensões podem ser expressas na forma fasorial como 

V a „ = 200/lCL V, \ bn = 200 /—230° V, V c „ = 200 /-110° V 

Percebemos que V a „ está adiantada em relação a V cn por 120° e que, por sua vez, V cn 
está adiantada em relação a V bn por 120°. Logo, temos uma sequência acb. 

Dado que V A „ = 110 /30° V, determine \ an e V c .„ supondo uma sequência positiva (abc). 
Resposta: 110/150° V, 110/-90°V. 


12.3 


Conexão estrela-estrela equilibrada 


Começaremos pelo sistema estrela-estrela, porque qualquer sistema trifásico 
equilibrado pode ser reduzido a um sistema estrela-estrela equivalente. Logo, 
a análise desse sistema deve ser considerada como a chave para resolução de 
todos os sistemas trifásicos equilibrados. 


Sistema estrela-estrela equilibrado é um sistema trifásico com uma fon¬ 
te conectada em estrela equilibrada e uma carga conectada em estrela 
equilibrada. 


Consideremos o sistema estrela-estrela quadrifilar equilibrado da Figura 
12.9, em que uma carga conectada em estrela é conectada a uma fonte conec¬ 
tada em estrela. Supomos uma carga equilibrada de modo que as impedâncias 
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de carga sejam iguais. Embora a impedância Z Y seja a impedância de carga 
total por fase, ela também pode ser considerada a soma da impedância da fonte 
Z s , a impedância da linha Z f ea impedância de carga Z L por fase, já que essas 
impedâncias estão em série. Como ilustrado na Figura 12.9, Z s representa 
a impedância interna do enrolamento de fase do gerador; Z e é a impedância da 
linha que conecta a fase da fonte com a fase da carga; Z L é a impedância de cada 
fase da carga; e Z„ é a impedância da linha neutra. Portanto, geralmente 


Z y — Z s + Zf + 


z z. 


(12.9) 



Figura 12.9 Um sistema estrela-estrela equilibrado 
mostrando as impedâncias da fonte, da linha e das cargas. 

Z s e Z f normalmente são muito pequenas quando comparadas a Z L , de modo 
que se possa supor Z Y = Z L caso não sejam fornecidas as impedâncias da li¬ 
nha ou da fonte. De qualquer forma, agrupando-se as impedâncias, o sistema 
estrela-estrela da Figura 12.9 pode ser simplificado para aquele mostrado na 
Figura 12.10. 

Supondo-se a sequência positiva, as tensões de fase (ou tensões linha- 
-neutro) são 


l a 

a -► A 



Figura 12.10 Conexão estrela-estrela 
equilibrada. 


Van = V p l& 

\ bn = V p / — 120° , V cn = V p /+ 120° 


( 12 . 10 ) 


As tensões linha-linha ou, simplesmente, as tensões de linha V ah , V hc e V ca 
estão relacionadas com as tensões de fase. Por exemplo, 

Vab = Van + V nh = V an ~ V hn = V p /if ~ V p /~ 120° 

= v,(l + | = V 3 V p / 30 ° 

De forma semelhante, podemos obter 

v bc = v hn - V c „ = V3Vp /—90° 


(12.11a) 


(12.11Ô) 


V ca = V„, - Y an = V3Vp /-2W° (12.11c) 

Portanto, a magnitude das tensões de linha V L é V3 vezes a magnitude das 
tensões de fase V p ou 
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onde 


e 


= V3V„ 


( 12 . 12 ) 


= |VJ = |V ÈII j = |VJ 


(12.13) 


V L = |V a6 | = |V* C | = |VJ (12.14) 




(b) 

Figura 12.11 Diagrama fasorial 
ilustrando as relações entre tensões de 
linha e tensões de fase. 


As tensões de linha estão adiantadas em relação às tensões de fase correspon¬ 
dentes a 30°. A Figura 12.11a também mostra como determinar V ab das tensões 
de fase, enquanto a Figura 12.11 mostra o mesmo para as três tensões de 
linha. Note que V ah está adiantada em relação a V 6c por 120° e \ bc está adian¬ 
tada em relação a V ca por 120°, de modo que a soma das tensões de linha seja 
zero como as tensões de fase. 


Aplicando a LKT a cada fase na Figura 12.10, obtemos as correntes de 
linha, como segue 



I c 


I/, 


y*. 

Zy 


Van/~ 120 ° 


~ Ia /" 120° 


V™ V a „/-240° 

— = —= = I„/—240 

Zy Zy L - 


(12.15) 


Podemos inferir imediatamente que a soma das correntes de linha é zero 


I a + Ife + I c - 0 


de modo que 


(12.16) 


I n = ~da + Ifc + I c ) = 0 (12.17a) 


ou 


V,„v — Z„I„ — 0 


(12.17 b) 



Figura 12.12 Circuito monofásico 
equivalente. 


isto é, a tensão no fio neutro é zero. Portanto, a linha neutra pode ser elimina¬ 
da sem afetar o sistema. De fato, na transmissão de energia elétrica em longas 
distâncias, os condutores em múltiplos de três são usados com a própria terra 
atuando como condutor neutro. Os sistemas de energia elétrica projetados dessa 
forma são bem aterrados em todos os pontos cruciais para garantir segurança. 

Enquanto a corrente de linha é a corrente em cada linha, a corrente de 
fase é a corrente em cada fase da fonte ou carga. No sistema estrela-estrela, a 
corrente de linha é a mesma que a corrente de fase. Usaremos subscritos com 
uma única letra para as correntes de linha, pois é natural e convencional supor 
que elas fluem da fonte para a carga. 

Uma maneira alternativa de analisar um sistema estrela-estrela equilibra¬ 
do é fazer como “por fase”. Observamos uma fase, a fase a, e analisamos o 
circuito monofásico equivalente na Figura 12.12. A análise monofásica leva à 
corrente de linha l a , como segue 



(12.18) 
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A partir de I fl , usamos a sequência de fases para obter outras correntes de linha. 
Portanto, desde que o sistema esteja equilibrado, precisamos apenas analisar 
uma fase. Poderíamos fazer isso mesmo se a linha neutra estivesse ausente, 
como no sistema trifilar. 


Calcule as correntes de linha nesse sistema estrela-estrela trifilar da Figura 12.13. 



10 + j 8 Q 


10 + j 8 Q 


Figura 12.13 Sistema estrela-estrela trifilar para o Exemplo 12.2. 

Solução: O circuito trifásico da Figura 12.13 é equilibrado; poderíamos substituí-lo 
por seu circuito monofásico equivalente como aquele da Figura 12.12. Obtemos l a da 
análise monofásica, como segue 


L = 


onde Z y = (5 -J2) + (10 +jS) = 15 + j6 = 16,155 /21,8° por isso, 

110 / 0 ° 

I fl =- — = 6,81 /—21,8° A 

16,155 /21,8° L -— 

Já que as tensões da fonte na Figura 12.13 estão na sequência positiva, as correntes de 
linha também estão na sequência positiva: 

I* = In / —120° = 6,81 /—141,8° A 

I c = !„ /—240° = 6,81 /—261,8° A = 6,81 /98,2° A 


Um gerador trifásico conectado em estrela equilibrado com impedância por fase 0,4 
+j0,3 12 é conectado a uma carga em estrela equilibrada com impedância 24 + j 19 12 
por fase. A linha que conecta o gerador e a carga tem impedância 0,6 + /0,7 12 por fase. 
Supondo uma sequência positiva para as tensões de fonte e que V n „ = 120 /30° V, deter¬ 
mine: (a) as tensões de linha; (b) as correntes de linha. 

Resposta: (a) 207,8/60° V, 207,8 /-60° V, 207,8 /-180° V; 

(b) 3,75 /—8,66° A, 3,75 /-128,66° A, 3,75 /111,34° A. 


EXEMPLO 12.2 • 


PROBLEMA PRÁTICO 12.2 • 


12.4 Conexão estrela-triangulo equilibrada 


Um sistema estrela-triângulo consiste em uma fonte conectada em estrela 
equilibrada alimentando uma carga conectada em triângulo equilibrada. 
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Talvez esse seja o sistema 
trifásico mais prático, pois as 
fontes trifásicas são geralmente 
conectadas em estrela, enquanto 
as cargas são normalmente 
conectadas em triângulo. 



O sistema estrela-triângulo equilibrado é mostrado na Figura 12.14, em 
que a fonte está conectada em estrela e a carga, conectada em triângulo. Nesse 
caso, não há, obviamente, nenhuma conexão neutra da fonte para a carga. Su¬ 
pondo a sequência positiva, as tensões de fase são novamente 


V a „ = V p /W 

\ bn = y p /-i20° , v c „ = y p /+i20° 


(12.19) 


Como vimos na Seção 12.3, as tensões de linha são 


y ab 


V3V p /30° 


Vab, Vbc = V3y P /-9o° = V, 
V3y p /-150° = Vca 


( 12 . 20 ) 


mostrando que as tensões de linha são iguais às tensões nas impedâncias de carga 
para essa configuração do sistema. A partir dessas tensões, podemos obter as 
correntes de fase, como segue 


I AB 


Xab 

Za’ 




( 12 . 21 ) 


Essas correntes possuem a mesma magnitude, porém, estão defasadas entre si 
por 120°. 


a 



Figura 12.14 Conexão estrela-triângulo equilibrada. 


Outra maneira de se obter essas correntes de fase é aplicar a LKT. Aplican¬ 
do, por exemplo, a LKT na malha aABbna, temos 


ou 


~y an + z A i AB + \ bn - o 



( 12 . 22 ) 


que é o mesmo que a Equação (12.21). Esta é a forma mais genérica de encon¬ 
trar correntes de fase. 

As correntes de linha são obtidas das correntes da fase aplicando a LKC 
aos nós A,BeC. Portanto, 

I a — IaB — I CA> Ifc = I BC ~ I AB, Ic = I CA ~ I BC (12.23) 

Já que 1 CA = Eu/ —240° , 
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4 = I AB ~ I CA = yi “ I / — 240° ) 

= UI + 0,5 - ,/0,866) = I Aj? V3 /-30° (12 ’ 24) 


demonstrando que a magnitude I L da corrente de linha é V3 vezes a magnitude 
I p da corrente de fase ou 


h = V3/ p 

onde 


(12.25) 


4 = |4| = 141 = 141 


(12.26) 


e 


4 — I4sl - I4cl — |ict| 


(12.27) 


Da mesma forma, as correntes de linha estão atrasadas em relação às correntes 
de fase de 30°, supondo uma sequência positiva. A Figura 12.15 é um diagrama 
fasorial ilustrando a relação entre as correntes de linha e de fase. 

Uma maneira alternativa de analisar o circuito estrela-triângulo é transfor¬ 
mar a carga conectada em triângulo em uma carga conectada em estrela equiva¬ 
lente. Usando a fórmula de transformação triângulo-estrela na Equação (12.8), 



(12.28) 


Após essa transformação, temos um sistema estrela-estrela como o mostrado 
na Figura 12.10. O sistema trifásico estrela-triângulo na Figura 12.14 pode ser 
substituído pelo circuito monofásico equivalente da Figura 12.16. Isso permite 
que calculemos apenas as correntes de linha. As correntes de fase são obtidas 
usando a Equação (12.25) e utilizando o fato de que cada uma das correntes de 
fase está adiantada em relação à linha correspondente a 30°. 


Uma fonte conectada em estrela equilibrada com sequência abc com \ an = 100 /10° V é 
conectada a uma carga em triângulo equilibrada (8 + j4) Í1 por fase. Calcule as corren¬ 
tes de fase e de linha. 

Solução: Esse problema pode ser resolvido de duas maneiras: 

M MÉTODO 1 A impedância de carga é 

Z A = 8 + y'4 = 8,944 /26,57° Í1 


Se a tensão de fase for V a „ = 100 /10° V, então a tensão da linha será 
y ab = V fln V3/30° = 100V3 /10° + 30° = \ AB 


\ AB = 173,2/40° V 


As correntes de fase são 


y. H 173,2/40° 

4/í = ■ =- 7 = — = 19,36/13,43° A 

Z A 8,944 /26,57° z —— 

4c = 4 b /-120° = 19,36 /-106,57° A 

4a = 4a /+120° = 19,36 /133,43° A 



Figura 12.15 Diagrama fasorial 
ilustrando a relação entre correntes de 
fase e de linha. 


4 



Figura 12.16 Circuito monofásico 
equivalente a um circuito estrela- 
triângulo equilibrado. 

EXEMPLO 12.3 • 
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• PROBLEMA PRÁTICO 12.3 


As correntes de linha são 

l a = I ab V 3 /-30° = V3(19,36) /l3,43° - 30° 
= 33,53 /-16,57° A 
l b = \ J- 120° = 33,53 /—136,57° A 
I c = l a /+ 120° = 33,53 /103,43° A 


I MÉTODO 2 De modo alternativo, usando análise monofásica, 


v 100/10° 

T an L _ 

Z a /3 “ 2,981 /26,57° 


33,54 /—16,57° A 


como exposto anteriormente. As demais correntes de linha são obtidas usando a se¬ 
quência de fase abc. 

Uma tensão de linha de uma fonte conectada em estrela equilibrada é V AB = 1 20/—20° V. 
Se a fonte estiver conectada a uma carga em triângulo de 20/40° íl, determine as cor¬ 
rentes de fase e de linha. Suponha a sequência abc. 

Resposta: 6 /-60° A, 6 /-180° A, 6/60° A, 10,392 /-90° A, 

10,392 /150° A, 10,392/30° A. 


12.5 


Conexão triângulo-triângulo 
equilibrada 


Um sistema triângulo-triângulo é aquele no qual tanto a fonte equilibrada 
quanto a carga equilibrada estão conectadas em triângulo. 


A fonte, bem como a carga, pode estar conectada em triângulo, como visto 
na Figura 12.17. Nosso objetivo é obter as correntes de fase e de linha como 
de praxe. 


K 

a -► A 



Figura 12.17 Uma conexão triângulo-triângulo equilibrada. 

Supondo uma sequência positiva, as tensões de fase para uma fonte conectada 
em triângulo são 


y ab = v p /çp 

\ bc . = Vp /—120° , V ra = Vp / +120° 


(12.29) 


As tensões de linha são as mesmas que as tensões de fase. Da Figura 12.17, su¬ 
pondo que não haja impedâncias de linha, as tensões de fase da fonte conectada 
em triângulo são iguais àquelas das tensões nas impedâncias; isto é, 
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V aè = V AB , \ bc = V BC , \ ca = V C A 
Logo, as correntes de fase são 



(12.30) 


(12.31) 


Como a carga está conectada em triângulo da mesma forma que na seção an¬ 
terior, algumas das fórmulas ali derivadas também se aplicam a esse caso. As 
correntes de linha são obtidas das correntes de fase aplicando-se a LKC aos 
nós A,B e C, como já fizemos: 

I a = I AB ~ I CA» I* = I BC ~ ^AB> I c = I CA ~ I BC (12.32) 

Da mesma forma, como mostrado anteriormente, cada corrente de linha está 
atrasada em relação à corrente de fase correspondente a 30°; a magnitude I L da 
corrente de linha é V3 vezes a magnitude I p da corrente de fase, 

II = V3/„ (12.33) 

Uma maneira alternativa de analisar o circuito triângulo-triângulo é con¬ 
verter tanto a fonte quanto a carga em seus equivalentes estrela. Já sabemos 
que Zy = Z a / 3. Para converter uma fonte conectada em triângulo a uma fonte 
conectada em estrela, veja a próxima seção. 


Uma carga conectada em triângulo equilibrada com impedância 20 -y'15 Í1 está co¬ 
nectada a um gerador de sequência positiva ligado em triângulo com \ ab = 330/ÇP V. 
Calcule as correntes de fase da carga e as correntes de linha. 

Solução: A impedância de carga por fase é 

Z A = 20 - y'15 = 25 /—36,87° Í1 


Uma vez que V AB = \ ab , as correntes de fase são 
V AB 330/0: 


I AB = ~é 1 = ] = 13,2/36,87° A 

Z A 25 /—36,87 L — 1 — 

I BC = W-120° = 13,2 /—83,13° A 

IC4 = \ AB / +120° = 13,2/156,87° A 


Para uma carga em triângulo, a corrente de linha está atrasada em relação à corrente de 
fase correspondente a 30° e tem uma magnitude V3 vezes a corrente de fase. Logo, as 
correntes de linha são 

I fl = I A gV3 /-30° = (13,2 /36,87° )(V3 /—30° ) 

= 22,86 /6,87° A 

l h = lj- 120° = 22,86 /-113,13° A 
I c = I a /+120° = 22,86 /126,87° A 


Uma fonte de sequência positiva e conectada em triângulo equilibrada alimenta uma 
carga conectada em triângulo equilibrada. Se a impedância de carga por fase for 18 + 
y'12 Í1 e I a = 9,609 /35° A, detennine l AB e V AB . 


Resposta: 5,548/65° A, 120 /98,69° V. 


EXEMPLO 12.4 • 


PROBLEMA PRÁTICO 12.4 • 
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12.6 


Conexão triângulo-estrela equilibrada 


Um sistema triângulo-estrela equilibrado é formado por uma fonte 
conectada em triângulo equilibrada alimentando uma carga conectada em 
estrela equilibrada. 


Consideremos o circuito triângulo-estrela da Figura 12.18. Novamente, 
supondo-se a sequência abc, as tensões de fase de uma fonte conectada em 
triângulo são 


v aè = v p /or, y bc = y p /—120° 
y ca = v P /+i2o° 


(12.34) 


Há também as tensões de linha, bem como as tensões de fase. 

Podemos obter as correntes de linha de várias maneiras. Uma delas é apli¬ 
car a LKT à malha aANBba da Figura 12.18, escrevendo 

_ yab + Z y I a — Z Y l b = 0 


ou 

Zy(i a - I b ) = y ab = v p /or 


Portanto, 


v p /w 

la -h = ~%= (12-35) 

Li Y 


I a 

a -► A 



Figura 12.18 Uma conexão triângulo-estrela equilibrada. 


Mas l b está atrasada em relação a \ a por 120°, já que supusemos a sequência 
abc, isto é, \ b = \J — 120°. Logo, 


la ~ h = UI ~ l / — 120° ) 

= 1^1 + = I»V3/30° 

Substituindo a Equação (12.36) na Equação (12.35) resulta 

U/V3/-3Q 0 


(12.36) 


I, 


(12.37) 
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A partir dessa última, obtemos as demais correntes de linha, \ h e l c , usando a 
sequência de fases positiva, isto é, \ b = I a /—120°, I c = I a /+120°. As correntes 
de fase são iguais às correntes de linha. 

Outra forma de obtermos as correntes de linha seria substituir a fonte co¬ 
nectada em triângulo pela sua fonte conectada em estrela equivalente, como 
mostrado na Figura 12.19. Na Seção 12.3, vimos que as tensões linha-linha de 
uma fonte conectada em estrela estão adiantadas em relação às suas tensões de 
fase correspondentes a 30°. Consequentemente, obtemos cada tensão de fase 
da fonte conectada em estrela equivalente dividindo a tensão de linha corres¬ 
pondente da fonte conectada em triângulo por V3 e deslocando sua fase em 
-30°. Portanto, a fonte conectada em estrela equivalente apresenta as seguintes 
tensões de fase 


a 



Figura 12.19 Transfomiação de uma 
fonte conectada em triângulo em uma 
fonte conectada em estrela equivalente. 


^ an 

y bn = 2 % /-150° , v c „ = 2% /+90° 


(12.38) 


Se a fonte conectada em triângulo tiver uma impedância Z s por fase, a fonte 
conectada em estrela equivalente terá uma impedância de fonte igual a Z s /3 
por fase, de acordo com a Equação (9.69). 

Assim que a fonte for transformada em estrela, o circuito se torna um sis¬ 
tema estrela-estrela. Consequentemente, podemos usar o circuito monofásico 
equivalente mostrado na Figura 12.20, a partir do qual a corrente de linha por 
fase a é 


4 



Figura 12.20 Circuito monofásico 
equivalente. 


V p /V 3/-30° 

I, = (12.39) 


que equivale à Equação (12.37). 

De forma alternativa, poderíamos transformar a carga conectada em estre¬ 
la em uma carga conectada em triângulo equivalente. Isso resulta em um siste¬ 
ma triângulo-triângulo, que pode ser analisado como na Seção 12.5. Note que 


^AN — I — 

V«v = v y—120° , 


v 

V3 Z - 

Vov = W+120° 


(12.40) 


Como afirmado anteriormente, a carga conectada em triângulo é mais re¬ 
querida que a carga conectada em estrela. E mais fácil alterar as cargas em 
qualquer uma das fases das cargas ligadas em triângulo já que dificilmente a 
fonte conectada em triângulo é usada na prática, pois qualquer ligeiro desequi¬ 
líbrio nas tensões de fase resultará em correntes circulantes indesejadas. 

A Tabela 12.1 traz um resumo das fórmulas para correntes e tensões de 
fase e correntes e tensões de linha para as quatro conexões. Recomenda-se que 
os alunos não memorizem as fórmulas, mas, sim, entendam-nas. As fórmulas 
sempre podem ser obtidas diretamente aplicando a LKC e LKT aos circuitos 
trifásicos apropriados. 
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Tabela 12.1 • Resumo das fórmulas para correntes/tensões de linha e de fase para 
sistemas trifásicos equilibrados. 1 

Conexão 

- . .. - - , Idêntico as correntes 

Correntes/tensoes de fases . .. . 

de linha 

estrela-estrela 

V fl „ 

= V P /W 

y ah 

= V3V p /30° 


V*„ 

= V p /~ 120° 

V„C 

= V ai /-120° 


v cn 

= Vp/+120° 

Vca 

= V a ,/+120° 


Idêntico às correntes de linha I a = 

v a „/z y 




h = 

V 120° 




I c = 

I a / +120° 

estrela-triângulo 

v fl „ 

= V p /V 

y ah 

= V AB = V3Vp/30° 


y b n 

= Vp/- 120° 

V„C 

= V BC = V afc /—120° 


v 

T cn 

= Vp/+ 120° 

Vca 

= V CA = V afc / +120° 


I AB 

= V AB /Z A 

I fl = 

I„ /; V3/ 30° 


I BC 

= V BC /Z A 

I* = 

V 120° 


I CA 

= Vca/ Z a 

Ic = 

l a / +120° 

triângulo-triângulo 

v ab 

= Vp/V 

Idêntico às tensões de fase 


V b c 

= Vp/- 120° 




Vca 

= Vp/+120° 




I AB 

= v a ,/z A 

I„ = 

WV3/-30° 


I BC 

= V„ f /Z A 

I* = 

V 120° 


I CA 

= V ca /Z A 

I, = 

I a / +120° 

triângulo-estrela 

\ ab = V p / 0° Idêntico às tensões de fase 

y„c = Vp/—120° 

y ca = v p /+ i 2 o° 

Vp/- 30° 

Idêntico às correntes de linha I„ — _ 

V3Zy 

I* = Ia/ - 120° 

I c = I fl /+120° 


1 Supondo a sequência abc ou positiva. 


• EXEMPLO 12.5 

Uma carga conectada em estrela equilibrada com impedância por fase 40 + j'25 Í1 
é alimentada por uma fonte conectada em triângulo equilibrada e de sequência posi¬ 
tiva com tensão de linha igual a 210 V. Calcule as correntes de fase. Use V ab como 
referência. 

Solução: A impedância de carga é 

Z r = 40 + j25 = 47,17 /32° íl 


e a tensão da fonte é 


\ ab = 210 /çr V 

Quando a fonte conectada em triângulo é transformada em uma fonte conectada em 
estrela, 


—^/-30° = 121,2/—30° V 

V3 Z - L - 


V, 
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As correntes de linha são 


h = 


121 , 2 / —30° 


= 2,57/—62° A 


Z y 47,12/32° 
l b = I a / —120° = 2,57 /-178° A 
l c = I fl /l20° = 2,57/58° A 


que são idênticas às correntes de fase. 


Em um circuito triângulo-estrela, \ ab = 24(//l5° e Z Y = (12 + 7 15) a. Calcule as cor¬ 
rentes de linha. 

Resposta: 7,2l /-66,34° A, 7.21 /+173,66° A, 7,21 /53,66° A. 


Potência em um sistema equilibrado 

Consideremos a potência em um sistema trifásico equilibrado. Iniciemos pelo 
exame da potência instantânea absorvida pela carga, que requer que a análise 
seja feita no domínio do tempo. Para uma carga conectada em estrela, as ten¬ 
sões de fase são 


12.7 


Uyyv = V2Vp cos cot, v BN = V2V/ cos (cot — 120°) 
v CN = V2VpCos (<wí + 120°) 


(12.41) 


onde o fator V2 é necessário, pois V p foi definida como o valor RMS da tensão 
de fase. Se Z Y = Zj9, as correntes de fase estão atrasadas em relação às suas 
tensões de fase correspondentes em 0. Portanto, 

i a = V2 I p cos(a> t — 9), i h = V2 I p cos(o >t — d — 120°) 

i c = ^/2I p cos(o)t — 6 + 120°) (12.42) 


onde Ipê o valor RMS da corrente de fase. A potência instantânea na carga é a 
soma das potências instantâneas nas três fases; isto é, 


P = Pa + Pb + Pc = v AN i a + v BN i b + v CN i c 
= 2V p I p [cos cotcos(tot — 6) 

+ cos(cuí - 120°) cos (wt - d - 120°) 
+ cos (cot + 120°) cos (wt — 6 + 120°)] 

Aplicando a identidade trigonométrica 

1 

cos A cos B = — [cos(A + B) + cos(A - R)] 


(12.43) 


(12.44) 


obtemos 


p = V p I p [3 cos 6 + cos(2 cot — 9) + cos(2 cot — 6 — 240°) 

+ cos(2wí - 0 + 240°)] 

= V p Ip[ 3 cos 9 + cos a + cos a cos 240° + sena sen 240° 
+ cos a cos 240° — sena sen 240°] 
onde a = 2 a>t — 9 


v P i P 


3 cos 0 + cos a + 2' — )cosa 


= 3 V p Ip cos 9 


PROBLEMA PRÁTICO 12.5 • 


(12.45) 
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Portanto, a potência instantânea total em um sistema trifásico equilibrado é 
constante - ela não muda com o tempo à medida que a potência instantânea 
de cada fase muda. Esse resultado é verdadeiro tanto para a carga conectada 
em triângulo como para a carga conectada em estrela. Isso é importante, inde¬ 
pendentemente do sistema trifásico gerar e distribuir energia. Veremos outro 
motivo um pouco mais adiante. 

Já que a potência instantânea total é independente do tempo, a potência 
média por fase, P p , tanto para a carga conectada em triângulo como para a 
carga conectada em estrela, é p/3 ou 


Pp = Vpl p cos 0 


e a potência reativa por fase é 


(12.46) 


Q P = V p Ip sen d 


A potência aparente por fase é 


(12.47) 


S P = V p I p (12.48) 

A potência complexa por fase é 

S p = P P + ÍQp = W p 1 % (12.49) 

em que V p e \ p são, respectivamente, a tensão de fase e a corrente de fase de 
magnitudes V p e I p . A potência média total é a soma das potências médias nas 
fases: 


P = P a + P b + P c = 3P p = 3 VpIp cosd = V3 V L l L cos0 (12.50) 


Para uma carga conectada em estrela, I L = I porém, V L = V3 V p , enquanto para 
uma carga conectada em triângulo, I L = V3/ , porém, V L = V p . Logo, a Equa¬ 
ção (12.50) pode ser aplicada tanto para cargas ligadas em estrela como para 
aquelas ligadas em triângulo. De forma semelhante, a potência reativa total é 

Q = SVpIpScnd = 3 Q p = V3V L I L scnd (12.51) 


e a potência complexa total é 


S = 3S p 


3V I = 3/ Z 



(12.52) 


onde Tj p = Z p /_Q é a impedância de carga por fase. (Z p poderia ser Z Y ou Z A ). De 
modo alternativo, poderíamos escrever a Equação (12.52) como 


S = P+jQ= V3 v L i L [e 


(12.53) 


Lembre-se de que V, I p , V, e I L são todos valores RMS e que 0 é o ângulo 
da impedância de carga ou o ângulo entre a tensão de fase e a corrente de fase. 

A segunda grande vantagem dos sistemas trifásicos para distribuição de 
energia é que o sistema trifásico usa uma quantidade menor de fio que o siste¬ 
ma monofásico para a mesma tensão de linha V L e a mesma potência absorvida 
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P L . Vamos comparar esses casos e supor que ambos os fios são do mesmo 
material (por exemplo, cobre com resistividade p), do mesmo comprimento f, 
e que as cargas são resistivas (isto é, fator de potência unitário). Para o sistema 
monofásico bifilar da Figura 12.21a, I L = P L /V L e, portanto, a perda de potência 
nos dois fios é 


'perda' 


p 2 

.= 2 llR 2R — 


Ví 


(12.54) 



R' 

—o—WvV- 


Fonte 

trifásica 

equilibrada 


R' l b 
—o—VM—— 


+ 

v L /o: 


R' I, 

-o— 


+ 

V, /-120° 


Carga 
trifásica 
equilibrada 


Linhas de transmissão 
(b) 

Figura 12.21 Comparação da perda de potência entre: (a) sistemas monofásicos; ( b ) sistemas trifásicos. 


Para o sistema trifásico trifilar da Figura 12.21b, P L = |IJ = |I È | = |I C | =/ > i /V 3V L 
a partir da Equação (12.50). A perda de potência nos três fios é 


p2 p2 

Ppe rda= 3 {I' L ?R’ = 3R’ ^2 = R ’ y 2 


(12.55) 


As Equações (12.54) e (12.55) mostram que para a mesma potência total libe¬ 
rada P L e para a mesma tensão de linha V L , 


P perda 27? 

P f R' 

1 perda iV 


(12.56) 


Mas, a partir do Capítulo 2, R = pthrr e R' = pt/irr' 1 , onde r e r' são os raios 
dos fios. Logo, 


P 

1 perda 

P' 

1 perda 



(12.57) 


Se a mesma perda de potência for tolerada em ambos os sistemas, então r = 
2r' 2 . O raio do material necessário é determinado pelo número de fios e seus 
volumes, assim 


Material para monofásico 
Material para trifásico 


2(t rr 2 l) _ 2 
3(tt -r’ 2 f) ~ 3r' 2 

-(2) = 1,333 

3 


(12.58) 


uma vez que r 2 = 2r' 2 . A Equação (12.58) mostra que o sistema monofásico 
usa 33% mais de material que o sistema trifásico ou que o sistema trifásico usa 
apenas 75% do material usado no sistema monofásico equivalente. Em outras 
palavras, é necessária uma quantidade consideravelmente menor de material 
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para transmitir a mesma potência em um sistema trifásico em comparação com 
um sistema monofásico. 


• EXEMPLO 12.6 


• PROBLEMA PRÁTICO 12.6 


Observe o circuito da Figura 12.13 (no Exemplo 12.2). Determine a potência média 
total, a potência reativa e a potência complexa na fonte e na carga. 

Solução: É suficiente levar em conta uma fase, já que o sistema é equilibrado. Para a 
fase a, 

V p = 110/CE V e I p = 6,81 /—21,8° A 

Portanto, na fonte, a potência complexa absorvida é 

S, = — 3VpI* = -3(110/0° )(6,81 /21,8° ) 

= -2.24 7/21,8° = -(2.087 + j'834,6) VA 

A potência real ou média absorvida é -2.087 W e a potência reativa é -834,6 VAR. 

Na carga, a potência complexa absorvida é 

Sr = 3|Ip| 2 Zp 

onde Z p = 10 + /8 = 12,81 /38,66° e l p = l a = 6,8l /-21,8° . Logo, 

S L = 3(6,81) 2 12,81 /38,66° = 1.782 /38,66 
= (1.392 + 71.113) VA 

A potência real absorvida é 1.391,7 W e a potência reativa absorvida é 1.113,3 VAR. 
A diferença entre as duas potências complexas é absorvida pela impedância de linha 
(5 —J2 ) íl. Para mostrar que este é o caso, encontramos a potência complexa absorvida 
pela linha, como segue 

S f = 3|Ip| 2 Z € = 3(6,81) 2 (5 - y'2) = 695,6 - y'278,3 VA 

que é a diferença entre e S L ; isto é, + S* + S L = 0, como esperado. 

Calcule a potência complexa na fonte e na carga para o circuito estrela-estrela do Pro¬ 
blema prático 12.2. 

Resposta: -(1.054,2 + y'843,3)VA, (1.012 + y'801,6) VA. 


• EXEMPLO 12.7 

Um motor trifásico pode ser considerado uma carga conectada em estrela equilibrada. 
E absorve 5,6 kW quando a tensão de linha for 220 V e a corrente de linha for 18,2 A. 
Determine o fator de potência do motor. 

Solução: A potência aparente é 

5 = V3V l I l = V3(220)(18,2) = 6.935,13 VA 

Como a potência real é 

P = S cose = 5.600 W 


• PROBLEMA PRÁTICO 12.7 


o fator de potência será 


FP= cos d 


P _ 5.600 
5 ~~ 6.935,13 


0,8075 


Calcule a corrente de linha necessária para um motor trifásico de 30 kW de fator de 
potência 0,85 (atrasado), se ele estiver conectado a uma fonte equilibrada com tensão 
de linha 440 V. 

Resposta: 46,31 A. 
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Duas cargas equilibradas são ligadas a uma linha de 60 HZ, 240 kV RMS, como mostra¬ 
do na Figura 12.22a. A carga 1 absorve 30 kW com um fator de potência 0,6 (atrasado), 
enquanto a carga 2 absorve 45 kVAR com fator de potência 0,8 (atrasado). Supondo a 
sequência abc, determine: (a) as potências complexa, real e reativa absorvidas pela car¬ 
ga conectada; (b) as correntes de linha; (c) kVAR nominal dos três capacitares ligados 
em triângulo em paralelo com a carga que elevará o fator de potência para 0,9 (atrasado) 
e a capacitância de cada capacitor. 

Solução: (a) Para a carga 1, dado que P x = 30 kW e cos 6 X = 0,6, então sen d x = 0,8. 
Logo, 


Si 


P i 

COS0J 


30 kW 

0,6 


= 50 kVA 


EXEMPLO 12.8 




Carga 


Carga 

equilibrada 1 


equilibrada 2 


(a) 


e Q\ = S x sen (9, = 50(0,8) = 40 kVAR. Logo, a potência complexa para a carga 1 é 

Si = Pi + jQi = 30-1- j40 kVA (12.8.1) 

Para a carga 2, se Q 2 = 45 kVAR e cos d 2 = 0,8, então sen d 2 = 0,6. Descobrimos que 


S , = 


Qi 


45 kVA 


= 75 kVA 


senf ?2 0,6 

e P 2 = S-, cos = 75(0,8) = 60 kW. Portanto, a potência complexa da carga 2 é 


S 2 = P 2 + jQ 2 = 60 + y'45 kVA (12.8.2) 

A partir das Equações (12.8.1) e (12.8.2), a potência complexa total absorvida pela 
carga é 

S = Si + S 2 = 90 + j85 kVA = 123,8 /43,36° kVA (12.8.3) 

que tem um fator de potência igual a cos 43,36° = 0,727 (atrasado). A potência real é 
então 90 kW, enquanto a potência reativa é 85 kVAR. 

(b) Uma vez que S = V3 V L I L , a corrente de linha é 



T 




T C 

= c 






Carga 

associada 


(b) 

Figura 12.22 Esquema para 
o Exemplo 12.8: (a) as cargas 
equilibradas originais; ( b ) a carga 
associada com fator de potência 
melhorado. 


4 = 


s 

V3V l 


(12.8.4) 


Aplicamos esta a cada uma das cargas, tendo em mente que, para ambas as cargas, 
V L = 240 kV. Para a carga 1, 


4i 


50.000 
V3 240.000 


120,28 mA 


Como o fator de potência está atrasado, a corrente de linha está atrasada em relação à 
tensão de linha em 0, = cos -1 0,6 = 53,13°. Portanto, 

I„, = 120,28 /—53,13° 

Para a carga 2, 


4.2 


75.000 
V3 240.000 


180,42 mA 


e a corrente de linha está atrasada em relação à tensão de linha em d-, = cos 1 0,8 = 
36,87°. Logo, 


l a2 = 180,42 /—36,87° 

A corrente de linha total é 

I fl = I al + I a2 = 120,28 /—53,13° + 180,42 /-36,87° 

= (72,168 -;96,224) + (144,336 - ./108,252) 
= 216,5 — y'204,472 = 297,8/-43,36° mA 
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De forma alternativa, poderíamos obter a corrente da potência complexa total usando a 
Equação (12.8.4), como segue 


123.800 

I L = , - 

V3 240.000 


297,82 mA 


e 


• PROBLEMA PRÁTICO 12.8 


l a = 297,82 /—43,36° mA 

que é o mesmo resultado obtido anteriormente. As demais correntes de linha, I b2 e I ca , 
podem ser obtidas de acordo com a sequência abc (isto é, l b = 297,82/—163,36° mA e 
I c = 297,82 /76,64° mA). 

(c) Podemos encontrar a potência reativa necessária para elevar o fator de potência para 
0,9 (atrasado) usando a Equação (11.59), 

Qc~ ^rig $ anterior — ^8 ^ atual) 

onde P = 90 kW, d antcnor = 43,36° e 0 atua i = cos~' 0,9 = 25,84°. Portanto, 

Qc = 90.000(tg 43,36° - tg 25,84°)= 41,4 kVAR 


Essa potência reativa é para os três capacitores. Para cada um deles, o valor nominal 
Qc= 13,8 kVAR. Da Equação (11.60), a capacitância necessária é 

Qc 

C = ~^~ 

<*>Vrms 


Como os capacitores estão ligados em triângulo conforme mostrado na Figura 12.226, 
K rms na fórmula anterior é a tensão linha-linha ou, simplesmente, tensão de linha, que 
é igual a 240 kV. Portanto, 


13.800 

(2 7T 60)(240.000) 2 


635,5 FP 


Suponha que as duas cargas equilibradas na Figura 12.22a sejam alimentadas por uma 
linha de 60 Hz, 840 V RMS. A carga 1 é conectada em estrela com 30 + j40 Í1 por 
fase, enquanto a carga 2 é um motor trifásico equilibrado absorvendo 48 kW com 
fator de potência 0,8 (atrasado). Supondo-se a sequência abc, calcule: (a) a potência 
complexa absorvida pela carga associada; (b) o valor nominal de kVAR de cada um 
dos três capacitores ligados em triângulo em paralelo com a carga para elevar o fator 
de potência para o valor unitário; (c) a corrente drenada da fonte na condição de fator de 
potência unitário. 

Resposta: (a) 56,47 + y'47,29 kVA; (b) 15,76 kVAR; (c) 38,81 A. 


12.8 


t Sistemas trifásicos desequilibrados 


Este capítulo seria incompleto se não mencionássemos os sistemas trifásicos 
desequilibrados, que são provocados por duas situações possíveis: (1) as ten¬ 
sões de fonte não são iguais em magnitude e/ou diferem em fase por ângulos 
desiguais ou então (2) as impedâncias de carga são desiguais. Logo, 


Um sistema desequilibrado se deve a fontes de tensão desequilibradas ou 
a uma carga desequilibrada. 


Para simplificar a análise, vamos supor fontes de tensão equilibradas, porém, 
uma carga desequilibrada. 
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Sistemas trifásicos desequilibrados são resolvidos pela aplicação direta de 
análise de malhas e análise nodal. A Figura 12.23 mostra um exemplo de um 
sistema trifásico desequilibrado formado por tensões de fonte equilibradas (não 
mostradas na figura) e por uma carga conectada em estrela desequilibrada (mos¬ 
trada na figura). Uma vez que a carga está desequilibrada, Z A , Z B e Z c não são 
iguais. As correntes de linha são detenninadas pela lei de Ohm, como segue 



(12.59) 


Esse conjunto de correntes de linha desequilibradas produz corrente na linha 
neutra, que não é zero como no sistema equilibrado. Aplicar a lei dos nós ao nó 
N fornece a corrente da linha neutra, como segue 


- “(In + Ifc + I c ) 


(12.60) 


Em um sistema trifilar no qual a linha neutra não está presente, ainda as¬ 
sim, podemos encontrar as correntes de linha I a , \ b e I c através da análise de 
malhas. No nó N, a LKC deve ser satisfeita de modo que \ a +\ b + \ c = 0, nes¬ 
se caso. O mesmo poderia ser feito para um sistema trifilar triângulo-estrela, 
estrela-triângulo ou triângulo-triângulo. Conforme mencionado anteriormente, 
em transmissão de energia elétrica a longas distâncias, são usados condutores 
em múltiplos de três (sistemas trifilares múltiplos), com o próprio terra atuando 
como condutor neutro. 

Calcular a potência em um sistema trifásico desequilibrado requer a deter¬ 
minação da potência em cada fase por meio das Equações (12.46) a (12.49). A 
potência total não é simplesmente três vezes a potência em cada fase, mas, sim, 
a soma das potências nas três fases. 


A carga conectada em estrela desequilibrada da Figura 12.23 tem tensões equilibradas 
de 100 V e a sequência acb. Calcule as correntes de linha e a corrente neutra. Adote 
Z Á = 15 Í2, Z s = 10 +j5 n e Z c = 6-/8 íl. 

Solução: Usando a Equação (12.59), as correntes de linha são 


h = 

I c = 


100 / 120 ° 
10 + j5 ' 
100 /- 120 ° 
6 -jS 


100 / 0 ° 

15 

100/120' 


11,18 /26,56° 
100 /- 120 ° 
~ 10 /—53,13° 


= 6,67/0/ A 

8,94 /93,44° 


10/—66,87° 


A 

A 


Utilizando a Equação (12.60), a corrente na linha neutra é 


I„ = -(I fl + l b + I c ) = -(6,67 - 0,54 + ,/8,92 + 3,93 - j9,2) 
= -10,06 + j0,28 = 10,06 /178,4° A 


A carga conectada em triângulo desequilibrada da Figura 12.24 é alimentada por ten¬ 
sões linha-linha equilibradas de 440 V na sequência positiva. Detennine as correntes de 
linha. Adote \ ah como referência. 

Resposta: 39,7l /-41,06° A, 64,12 /-139,8° A, 70,13 /74,27° A. 


o 


o 


o 


o 

Figura 12.23 Carga trifásica 
conectada em estrela desequilibrada. 



Uma técnica especial para 
lidar com sistemas trifásicos 
desequilibrados é o método das 
componentes simétricas, que 
está fora do escopo deste livro. 


EXEMPLO 12.9 • 


I« 

—» A 



Figura 12.24 Carga conectada em 
triângulo desequilibrada; esquema 
para o Problema prático 12.9. 


PROBLEMA PRÁTICO 12.9 • 
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• EXEMPLO 12.10 


Para o circuito desequilibrado da Figura 12.25, determine: (a) as correntes de linha; (b) 
a potência complexa total absorvida pela carga; (c) a potência complexa total absorvida 
pela fonte. 


a -► A 



Figura 12.25 Esquema para o Exemplo 12.10. 

Solução: (a) Usamos análise de malhas para encontrar as correntes necessárias. Para 
a malha 1, 

120 /-120° - 120/(F + (10 + y5)Ii - 10I 2 = 0 
ou 

(10 + _/5)I, - 10I 2 = 120V3/30 0 (12.10.1) 

Para a malha 2, 

120 /120° - 120 /-120° + (10 - ;'10)I 2 - 10Ij = 0 

ou 

-lOIj + (10 - jl0)I 2 = 120V3 /—90° (12.10.2) 

As Equações (12.10.1) e (12.10.2) formam uma equação matricial: 


10+75 -10 

ii 


120V3/30° ' 

~o 

O 

O 

T 

Li 2 J 


. 120V3/—90°. 


Os determinantes são 


A = 

Ai = 


10 + j5 -10 
-10 10 -/I0 

120V3/30 0 -10 

120V3 /—90° 10 - 710 


= 50 -;50 = 70,7l /—45° 


A9. — 


10 + j5 120V3/30° 
-10 120V3 /—90° 


= 207,85(13,66 - 713 , 66 ) 
= 4015 /—45° 

= 207,85(13,66 - 7 5) 

= 3.023, 4/-20,l° 


As correntes de malha são 


Aj 4.015,2 3/-45° 
!l ~~ A 70,71 /—45° 

A 2 3.023, 4/-20,1° 

Iz _ A 70,71 /—45° 


56,78 A 


42,75 /24,9° A 













































Capítulo 12 • Circuitos trifásicos 469 • 


As correntes de linha são 

l a = Ij = 56,78 A, l c = -I 2 = 42,75 /—155,1° A 
h = h ~ li = 38,78 + ;18 - 56,78 = 25,46 /135° A 

(b) Agora, podemos calcular a potência complexa absorvida pela carga. Para a fase A, 

S A = |I„| 2 Z a = (56,78) 2 0'5) =j16.120VA 

Para a fase B, 


S B = |I*| 2 Z fi = (25,46) 2 (10) = 6480 VA 

Para a fase C, 


Sc = |I C | 2 Z C = (42,75) 2 (-;10) = —y'18.276 VA 
A potência complexa total absorvida pela carga é 

S L = S A + S B + S c = 6480 - y'2156 VA 

(c) Verificamos o resultado anterior determinando a potência absorvida pela fonte. Para 
a fonte de tensão na fase a, 

S a = -V a X = —(120/0^X56,78) = -6813,6 VA 

Para a fonte na fase b, 

s 6 = -\ bn I* b = —(120 /—120° )(25,46 /—135° ) 

= -3.055,2/105° = 790 - ;2.95U VA 

Para a fonte na fase c, 

Sc = -y,J* = -(120/120°)(42,75 /155,1° ) 

= -5.13 0/275,1° = -456,03 + ;5.109,7 VA 

A potência complexa total absorvida pela fonte trifásica é 

S, = S„ + S* + S c = -6.480 + y'2.156 VA 

demonstrando que S s + S L = 0 e confirmando o princípio da conservação de potência 
CA. 

Determine as correntes de linha no circuito trifásico desequilibrado da Figura 12.26 e a PROBLEMA PRÁTICO 12.10 

potência real absorvida pela carga. 


a A 



Resposta: 64 /80,1° A, 38,l /-60° A, 42,5 /225° A, 4,84 kW. 


























• 470 Fundamentos de circuitos elétricos 


12.9 PSpice para circuitos trifásicos 

O PSpice pode ser usado para analisar circuitos trifásicos equilibrados ou 
não da mesma maneira que é usado para analisar circuitos CA monofásicos. 
Entretanto, uma fonte conectada em triângulo representa dois grandes pro¬ 
blemas para o PSpice. Primeiro, uma fonte conectada em triângulo é uma 
malha de fontes de tensão - do qual o PSpice não gosta. E para evitar tal 
problema, inserimos um resistor de resistência desprezível (como 1 pfl por 
fase) em cada fase da fonte conectada em triângulo. Segundo, a fonte co¬ 
nectada em triângulo não fornece um nó conveniente para o nó terra, que é 
necessário para rodar o PSpice. Esse problema pode ser eliminado por meio 
da inserção de resistores de valor grande ligados em estrela (como 1 Mil por 
fase) na fonte conectada em triângulo de modo que o nó neutro dos resistores 
ligados em estrela sirva como nó-terra 0. O Exemplo 12.12 ilustra isso. 


• EXEMPL0 12.il 

Para o circuito estrela-triângulo equilibrado da Figura 12.27, use o PSpice para determi- 
nar a corrente de linha I aA , a tensão de fase e a corrente de fase l AC . Suponha uma 
frequência de fonte igual a 60 Hz. 



Solução: O esquema é mostrado na Figura 12.28. Os pseudocomponentes IPRINT 
são inseridos nas linhas apropriadas para se obter l aA e l AC , enquanto VPRINT2 é 
inserido entre os nós A e B para mostrar a tensão diferencial Vab■ Configuramos os 
atributos de IPRINT, bem como de VPRINT2 em AC = yes, MAG = yes, PHASE = 
yes, para exibir apenas a magnitude e a fase das correntes e tensões. Como se trata 
de uma análise de frequência simples, selecionamos Analysis/Setup/AC Sweep e 
introduzimos Total Pts = 1, Start Freq = 60 e Final Freq = 60. Assim que o arquivo 
referente ao circuito for salvo, ele é simulado selecionando-se o comando Analysis/ 
Simulate. O arquivo de saída apresenta o seguinte resultado: 


FREQ 

6.OOOE+Ol 


V(A,B) 

1.699E+02 


VP(A,B) 

3.081E+01 


FREQ 

6.OOOE+Ol 


IM(V_PRINT2) IP(V_PRINT2) 
2.350E+00 -3.620E+01 


FREQ 

6.OOOE+Ol 


IM(V_PRINT3) IP(V_PRINT3) 
1.357E+00 -6.620E+01 


A partir desse resultado, obtemos 

1^4 = 2,35 /—36,2° A 

\ AB = 169,9 /30,81° V, l AC = 1,357 /—66,2° A 
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AC = yes AC = yes 



Figura 12.28 Esquema para o circuito da Figura 12.27. 


Observe o circuito estrela-estrela equilibrado da Figura 12.29. Use o PSpice para deter¬ 
minar a corrente de linha l bB e a tensão de fase V AN . Adote /= 100 Fiz. 


PROBLEMA PRÁTICO 


12.11 



Resposta: 100,9 /60,87° V, 8,547 /-91,27° A. 

EXEMPLO 12.12 • 

Considere o circuito triângulo-triângulo desequilibrado na Figura 12.30. Use o PSpice 
para encontrar a corrente do gerador I ab , a corrente de linha l bB e a corrente de fase l BC . 


20 8/130° V (u) 



=F —740 £2 


Figura 12.30 Esquema para o Exemplo 12.12. 
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ACMAG = 


ACPHASE 


Solução: 

1. Definição. O problema e o processo de solução estão definidos de forma clara. 

2. Apresentação. Precisamos determinar a corrente do gerador fluindo de a para b , 
a corrente de linha de b para B e a corrente de fase de B para C. 

3. Alternativa. Embora existam diferentes métodos para resolver esse problema, o 
uso do PSpice é obrigatório. Consequentemente, não usaremos outro método. 

4. Tentativa. Como mencionado, evitamos a malha das fontes de tensão, inserindo 
um resistor de 1 p.Fl em série na fonte conectada em triângulo. Para fornecer um 
nó-terra 0, inserimos resistores equilibrados ligados em triângulo (1 Míl por fase) 
na fonte conectada em triângulo, conforme mostrado no esquema da Figura 12.31. 
Três pseudocomponentes IPRINT com seus atributos são inseridos para podemos 
obter as correntes necessárias \ ab , \ bB e l BC . Já que a frequência de operação não é 
dada e as indutâncias e capacitâncias devem ser especificadas em vez das impedân- 
cias, suporemos w = 1 rad/s de modo que/= 1/2 tt= 0,159155 Hz. Portanto, 


L = 


CO 


e 


1 

coX c 


Selecionamos Analysis/Setup/AC Sweep e introduzimos Total Pts = 1, Start 
Freq = 0,159155 e Final Freq = 0,159155. Assim que o arquivo referente ao 
circuito for salvo, selecionamos o comando Analysis/Simulate para simular o 
circuito. O arquivo de saída apresenta o seguinte resultado: 


FREQ 

1.592E-01 


IM(V_PRINT1) IP(V_PRINT1) 
9.106E+00 1.685E+02 


FREQ IM (V_PRINT2 ) 

1.592E-01 5.959E+00 


IP(V_PRINT2) 
-1.772E+02 


FREQ IM (VPRINT3 ) 

1.592E-01 5.500E+00 


IP(V_PRINT3) 
1.725E+02 


que conduz a 

I ah = 5,595 /-177,2° A, l hB = 9,106 /168,5° A, e 
I BC = 5,5 /172,5° A 


RI LI 



Figura 12.31 Esquema para o circuito da Figura 12.30. 


R3 

■VWV 

2 


L3 
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5. Verificação. Podemos verificar nossos resultados por meio da análise de malhas. 
Façamos que a malha aABb seja a malha 1, a malha bBCc seja a malha 2 e a 
malha ACB seja a malha 3, com as três correntes de malha fluindo no sentido 
horário. Acabamos chegando às seguintes equações: 

Malha 1 

(54 + ylO)/i - (2 + jS)I 2 ~ (50 )/ 3 = 208/10° = 204,8 + y'36,12 
Malha 2 

-(2 + j5)l i + (4 +;40)/ 2 - (/30)/ 3 = 208 /-110° 

= -71,14 -;195,46 


Malha 3 


-(50)/! - (y'30)/ 2 + (50 — yl0 )/ 3 = 0 

Usando o MATLAB para resolver essas equações, obtemos, 

>>Z=[(54+lOi),(-2-5Í),-50;(-2-5Í),(4+401), 

-30i;-50,-30i,(50-10Í)] 

Z= 

54.0000 + 10.OOOOi-2.0000-5.OOOOi-50.0000 
-2.0000-5.0000Í 4.0000+40.0000Í 0-30.0000Í 

-50.0000 0-30.00001 50.0000-10.0000i 

>>V=[(204.8+36.12i);(-71.14-195.46i);0] 

V= 

1.0e+002* 

2.0480 + 0.3612Í 
-0.7114-1.9546Í 
0 

>>I=inv(Z)*V 
1 = 

8.9317+2.6983Í 
0.0096+4.5175i 
5.4619+3.7964Í 

IbB = ~h + h = “(8,932 +t 2,698) + (0,0096 + j4,518) 

= —8,922 + y1,82 = 9,106 /168,47° A Verificação das respostas 
l BC = h ~ h = (0,0096 + 74,518) - (5,462 + y'3,796) 

= -5,452 + 70,722 = 5,5 /172,46° A Verificação das respostas 

Agora, determinamos Iab■ Se supusemos uma pequena impedância interna para 
cada fonte, podemos obter uma estimativa razoavelmente boa para I ab . Acrescen¬ 
tando-se resistores internos de 0,01 Í 2 e uma quarta malha em torno do circuito 
da fonte, obtemos agora 

Malha 1 

(54,01 + 7 10)/! - (2 + j5)h - (50)/ 3 - 0,01 / 4 = 208/10° 

= 204,8 + 736,12 


Malha 2 

-(2 +7'5)/i + (4,01 +740 )I 2 - ( 7 30)/ 3 - 0,01 / 4 

= 208 /-110° = -71,14 — /195,46 


Malha 3 


(50)/! - aso)/, + (50 - /10 )/ 3 = 0 
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Malha 4 


-(0,01)/! - (0,01 )/ 2 + (0,03 )I 4 = 0 

»Z= [ (54.01 + lOi),(-2-5i),-50,-0.01;(-2-5i), 
(4.01+40Í),-30i,-0.01;-50,-30i,(50-lOi), 
0;-0.01,-0.01,0,0.03] 


• PROBLEMA PRÁTICO 12.12 


Z = 

54.0100+10.0000Í -2.0000-5.0000Í, -50.0000 -0.0100 

-2.0000-5.OOOOi 4.0100-40.OOOOi 0-30.0000Í 0.0100 

-50.0000 0-30.OOOOi 50.0000-10.OOOOi 0 

-0.0100 -0.0100 0 0.0300 


>>V=[(204.8+36.12i);(-71.14-195.46i);0;0] 

V= 

1.0e+002* 

2.0480+0.3612Í 
-0.7114-1.9546Í 
0 
0 

>>I=inv(Z)*V 
1 = 

8.9309+2.6973Í 
0.0093+4.5159Í 
5.4623+3.7954Í 
2.9801+2.4044Í 

lab = ~h + U = “(8,931 + y'2,697) + (2,98 + y'2,404) 

= —5,951 y'0,293 = 5,958 / — 177,18° A. Verificação das respostas 

6 . Satisfatória? Temos uma solução satisfatória e uma verificação adequada para a 
solução. Agora, podemos apresentar os resultados como solução para o problema. 

Para o circuito desequilibrado na Figura 12.32, use o PSpice para determinar a corrente 
do gerador I ca , a corrente de linha I cC e a corrente de fase l AB . 


10 £2 


Figura 12.32 Esquema para o Problema prático 12.12 
Resposta: 24,68 /-90° A, 37,25 /83,79° A, 15,55 /-75,01° A. 


22 0/90° V Q 



12.10 Aplicações 


Tanto as ligações de fonte em triângulo quanto as ligações em estrela têm im¬ 
portantes aplicações práticas. A conexão de fonte em estrela é usada para 
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transmissão de energia elétrica a longas distâncias, em que as perdas resistivas 
(I 2 R ) devem ser mínimas. Isso se deve ao fato de que a conexão em estrela 
fornece uma tensão de linha que é V3 vezes maior que a conexão em triângulo; 
portanto, para a mesma potência, a corrente de linha é V3 vezes menor. A co¬ 
nexão de fonte em triângulo é usada quando se quer três circuitos monofásicos 
a partir de uma fonte trifásica, sendo que essa conversão é necessária no cabea- 
mento elétrico residencial, pois a iluminação e os aparelhos domésticos usam 
potência monofásica. A potência trifásica é utilizada no cabeamento industrial 
onde são necessárias grandes potências. Em algumas aplicações, é irrelevante 
se a carga está conectada em estrela ou em triângulo. Por exemplo, esses dois 
tipos de ligações são satisfatórios com motores de indução. Na realidade, al¬ 
guns fabricantes ligam um motor em triângulo para 220 V e em estrela para 
440 V, de modo que uma linha de motores possa ser facilmente adaptada para 
duas tensões diferentes. 

Agora, consideraremos duas aplicações práticas dos conceitos vistos 
neste capítulo: medição de potência em circuitos trifásicos e instalação elé¬ 
trica residencial. 


12.10.1 Medição de potência trifásica 

A Seção 11.9 apresentou o wattímetro como o instrumento para medição de 
potência média (ou real) em circuitos monofásicos. Um wattímetro simples 
também é capaz de medir a potência média em um sistema trifásico equili¬ 
brado, de modo que P x = P 2 = P 3 ; a potência total é três vezes a leitura desse 
wattímetro. Entretanto, são necessários wattímetros bifásicos ou trifásicos para 
medir potência, caso o sistema seja desequilibrado. O método do wattímetro 
trifásico de medição de potência, indicado na Figura 12.33, funcionará inde¬ 
pendentemente de a carga estar equilibrada ou desequilibrada, conectada em 
triângulo ou estrela. O método dos três wattímetros é adequado para mediação 
de potência em um sistema trifásico no qual o fator de potência (FP) varia 
constantemente. A potência média total é a soma algébrica das três leituras do 
wattímetro. 


w x 



Figura 12.33 Método dos três 
wattímetros para medição de potência 
trifásica. 


Pt — P i + Pi + P3 


( 12 . 61 ) 


onde P h P 2 e P3 correspondem, respectivamente, às leituras dos wattímetros 
llj, W 2 e W 3 . Note que o ponto de referência ou comum o na Figura 12.33 é 
selecionado arbitrariamente. Se a carga estiver conectada em estrela, o ponto 
o pode ser ligado ao ponto neutro n. Para uma carga conectada em triângulo, 
o ponto o pode ser ligado a qualquer ponto. Se, por exemplo, o ponto o estiver 
ligado ao ponto b, a bobina de tensão no wattímetro W 2 apresenta uma leitura 
zero e P 2 = 0, indicando que o wattímetro W 2 é desnecessário. Portanto, dois 
wattímetros são suficientes para medir a potência total. 

O método dos dois wattímetros é de modo geral o mais usado para medi¬ 
ções de potência trifásica. Os dois wattímetros devem estar ligados apropria¬ 
damente a duas fases quaisquer, conforme mostrado na Figura 12.34. Observe 
que a bobina de corrente de cada wattímetro mede a tensão de linha. Perceba 
também que o terminal ± da bobina de tensão está ligado à linha na qual a 
bobina de corrente correspondente está conectada. Embora os wattímetros in¬ 
dividuais não leiam mais a potência absorvida por qualquer fase em particular, 
a soma algébrica das leituras dos dois wattímetros é igual à potência média 
total absorvida pela carga, independentemente se ela estiver conectada em es¬ 
trela ou triângulo, e se estiver equilibrada ou não. A potência real total é igual 
à soma algébrica das leituras dos dois wattímetros, 


w x 


—'TíT'— 


bo- 


Wy 


L^TsT'— 1 


Carga trifásica 
(estrela ou 
triângulo, 
balanceada ou 
desbalanceada) 


Figura 12.34 Método gráfico dos 
dois wattímetros para medição de 
potência trifásica. 
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P T = P i + P 2 (12.62) 

Demonstraremos aqui que o método funciona para um sistema trifásico 
equilibrado. 

Consideremos a carga conectada em estrela equilibrada da Figura 12.35. 
Nosso objetivo é aplicar o método dos dois wattímetros para encontrar a 
potência média absorvida pela carga. Suponha que a fonte esteja na sequên¬ 
cia abc e a impedância de carga seja Z Y = Z Y /9. Por causa da impedância 
de carga, cada bobina de tensão está adiantada em relação à sua bobina de 
corrente em 9, de modo que o fator de potência é cos 9. Lembramos que cada 
tensão de linha está adiantada em relação à tensão de fase correspondente a 
30°. Portanto, a diferença de fase total entre a corrente de fase I a e a tensão de 
linha \ ab é 0 + 30° e a potência média lida pelo wattímetro W l é 

P i = RetV^ia = V ab I a cos(0 + 30°) = V l I l cos(9 + 30°) (12.63) 


Wi 



Figura 12.35 Método dos dois wattímetros aplicado a 
uma carga conectada em estrela equilibrada. 


De modo similar, podemos demonstrar que a potência média lida pelo wattí¬ 
metro 2 é 


P 2 = Re[V fè I*] = V ch I c cos(0 - 30°) = V L I L cos(0 - 30°) (12.64) 

Agora, usaremos as identidades trigonométricas 


cos(A + B) = cos A cos B — senÁ senfi 
cos(A — B) = cos A cos B + sen A sen5 


(12.65) 


para determinar a soma e a diferença das leituras dos dois wattímetros nas 
Equações (12.63) e (12.64): 

P, + P 2 = V L I L [cos(0 + 30°) + cos(0 - 30°)] 

= V l I l (cos9 cos 30° — send sen 30° ^ gg) 

+ cos 9 cos 30° + send sen 30°) 

= V/ I/2 cos 30° cos0 = \/3V l I l cos 6 

uma vez que 2 cos 30° = V3. Comparando-se as Equações (12.66) e (12.50), 
constatamos que a soma das leituras dos wattímetros fornece a potência 
média total, 


P T — P\ + P 2 


(12.67) 


De modo similar, 
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P\~ P 2 = V L I L [ cos(# + 30°) - cos(0 ~ 30°)] 

= V/I L ( cos# cos 30° — sen# sen 30° 

— cos# cos 30° — sen# sen 30°) (12.68) 

= — V l I l 2 sen 30° sen# 

P 2 ~ P\ = V L / L sen# 


já que 2 sen 30° = 1. Comparando-se as Equações (12.68) e (12.51), constata¬ 
mos que a diferença entre as leituras do wattímetro é proporcional à potência 
reativa total, ou seja, 


Qt = V3(P 2 - P t ) 


(12.69) 


A partir das Equações (12.67) e (12.69), a potência aparente total pode ser 
obtida como segue 

S T = VPt + Qt (12.70) 

Dividindo-se a Equação (12.69) pela Equação (12.67) dá a tangente do ângulo 
do fator de potência como segue 


tg# 


Qt 
P T 


V3 


Pi ~ Px 
Pi + Px 


(12.71) 


a partir do qual podemos obter o fator de potência como FP = cos #. Logo, o 
método dos dois wattímetros não apenas fornece as potências reativa e real 
totais, como também pode ser usado para calcular o fator de potência. Das 
Equações (12.67), (12.69) e (12.71), concluímos que: 


1. Se P 2 = P, a carga é resistiva. 

2. Se P 2 > P,a carga é indutiva. 

3. Se P 2 <P,a carga é capacitiva. 

Embora esses resultados sejam derivados de uma carga conectada em estrela 
equilibrada, eles são igualmente válidos para uma carga conectada em triângu¬ 
lo equilibrada. Entretanto, o método dos dois wattímetros não pode ser usado 
para medição de potência em um sistema trifásico quadrifilar a menos que a 
corrente através da linha neutra seja zero. Usamos o método dos três wattíme¬ 
tros para medir a potência real em um sistema trifásico quadrifilar. 


Três wattímetros (Tj, W 2 e W 3 são interligados, respectivamente, às fases a, b e c para 
medir a potência total absorvida pela carga conectada em estrela no Exemplo 12.9 (ver 
Figura 12.23). (a) Preveja as leituras do wattímetro. (b) Determine a potência total 
absorvida. 

Solução: Parte do problema já está resolvida no Exemplo 12.9. Suponha que os wattí¬ 
metros estejam apropriadamente ligados, como na Figura 12.36. 

(a) Do Exemplo 12.9, 

\ AN = lOO/tf, \ BN = 100 /120° , \ CN = 100 /-120° V 

enquanto 

\ a = 6,67/0/ = 8,94 /93,44° , I c = 10 /-66,87° A 


EXEMPLO 12.13 • 
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• PROBLEMA PRÁTICO 12.13 



Calculamos as leituras dos wattímetros como segue: 

P ! = Re(V Aiv In) = VanIu COSffly^ — $0 

= 100 X 6,67 X cos(0° - 0 o ) = 667 W 
Pi = Re(V B AílX) = V B Nh cos (@v BN ~ 0i b ) 

= 100 X 8,94 X cos(120° - 93,44°) = 800 W 
P 3 = Re(V CA ,I?) = V CN l c cos(6» Vtw - 6 lc ) 

= 100 X 10 X cos( —120° + 66,87°) = 600 W 

(b) A potência total absorvida é 

P T = P t + P 2 + P 3 = 667 + 800 + 600 = 2067 W 

Podemos determinar a potência absorvida pelos resistores na Figura 12.36 e usar esta 
para verificar ou confirmar esse resultado. 

Pt = |/ a | 2 (l5) + |4| 2 (10) + |4| 2 (6) 

= 6,67 2 (15) + 8,94 2 (10) + 10 2 (6) 

= 667 + 800 + 600 = 2067 W 

que é exatamente o mesmo resultado. 

Repita o Exemplo 12.13 para o circuito da Figura 12.24 (ver Problema prático 12.9). 
Sugestão : Ligue o ponto de referência o na Figura 12.33 ao ponto B. 

Resposta: ( a ) 13,175 kW, 0 W, 29,91 kW; (b) 43,08 kW. 


• EXEMPLO 12.14 

O método dos dois wattímetros produz as seguintes leituras: P { = 1.560 W e P-, = 2.100 kW, 
quando conectado a uma carga em triângulo. Se a tensão de linha for 220 V, calcule: (a) 
a potência média por fase; (b) a potência reativa por fase; (c) o fator de potência; (d) a 
impedância de fase. 

Solução: Podemos aplicar os resultados dados à carga conectada em triângulo, (a) A 
potência média ou real total é 

P T = Pi + P 2 = 1.560 + 2.100 = 3.660 W 

A potência média por fase é então 

1 

P„ = -P T = 1.220 W 

I p 3 


(b) A potência reativa total é 

Q t = V3 (P 2 - PO = V3(2.100 - 1.560) = 935,3 VAR 
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de modo que a potência reativa por fase é 


Q P 


i 

-Qt= 311,77 VAR 
3 


(c) O ângulo de potência é 


8 = tg 


Qt = -i 935,3 
P T tg 3.660 


14,33° 


Logo, o fator de potência é 


cos0 = 0,9689 (atrasado) 


Trata-se de um FP atrasado, pois Q T é positiva ou P 2 > P 

(d) A impedância de fase é Z p = Z p /d. Sabemos que 0 é igual ao ângulo do FP; isto é, 
e = 14,33°. 




Vp 

Ip 


Lembramos que, para uma carga conectada em triângulo,!/ =V L = 220 V. A partir da 
Equação (12.46), 


P p = V p I p cos (9 


4 


1.220 

220 X 0,9689 


5,723 A 


Logo, 



220 

5,723 


38,44 Í1 


e 

Z p = 38,44 /14,33° Í1 


Consideremos que a tensão de linha V L = 208 V e as leituras dos wattímetros do sistema PROBLEMA PRÁTICO 12.14 

equilibrado da Figura 12.35 sejam P x = -560 W eP, = 800 W. Determine: 

(a) a potência média total. 

(b) a potência reativa total. 

(c) o fator de potência. 

(d) a impedância por fase. 

A impedância é indutiva ou capacitiva? 

Resposta; (a) 240 W; (b) 2,356 kVAR; (c) 0,1014; (d) 18,25 /84,18° íl, indutiva. 

EXEMPLO 12.15 • 

A carga trifásica equilibrada na Figura 12.35 tem impedância por fase de Z Y = 8 + _/6 D. 

Se a carga estiver conectada a linhas de 208 V, preveja as leituras dos wattímetros W x 
e W 2 . Determine P T e Q T . 

Solução: A impedância por fase é 

Z Y = 8 + j6 = 10 /36,87° íl 

de modo que o ângulo do FP é 36,87°. Já que a tensão de linha é V, = 208 V, a corrente 
de linha é 


V P _ 208/V3 

|Z/ “ 10 


12 A 
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Então 


Pi = V L I L cos(0 + 30°) = 208 X 12 X cos(36,87° + 30°) 

= 980,48 W 

P 2 = V L I L cos(@ - 30°) = 208 X 12 X cos(36,87° - 30°) 

= 2.478,1 W 

Logo, o wattímetro 1 apresenta uma leitura 980,48 W, enquanto o wattímetro 2 indica 
2.478,1 W. Como P-, > P x , a carga é indutiva. Isso fica evidente da própria carga Z y . 
Em seguida, 

P T = P x + P 2 = 3,459 kW 


e 

Q t = V3 (P 2 - P x ) = V3(1.497,6) VAR = 2,594 kVAR 


• PROBLEMA PRATICO 12.15 Se a carga da Figura 12.35 for conectada em triângulo com impedância por fase 

Z p = 30 —/40 Í1 e V L = 440 V, determine as leituras dos wattímetros W x e W 2 . Determine 
Pt e Qt- 

Resposta: 6,167 kW; 802,1 W; 6,969 kW; -9,292 kVAR. 


12.10.2 Instalação elétrica residencial 

Nos Estados Unidos, a maior parte da iluminação e dos aparelhos domésticos 
opera com 120 V, 60 Hz, corrente alternada monofásica. (A eletricidade tam¬ 
bém pode ser fornecida em 110 V, 115 V ou 117 V, dependendo do locaU.) A 
concessionária de energia elétrica local alimenta a casa com um sistema CA 
trifilar. Normalmente, como indicado na Figura 12.37, a tensão de linha de, por 
exemplo, 12.000 V é reduzida para 120/240 V com um transformador (mais 
detalhes sobre transformadores serão apresentados no próximo capítulo). Os 
três fios provenientes do transformador são, normalmente, coloridos: vermelho 


Circuito Circuito Circuito 
Na 1 N e 2 N« 3 

120 V 120 V 240 V 



Haste de metal 
ara aterramento 


Figura 12.37 Sistema de fornecimento de energia elétrica residencial de 
120/240 V. 

Fonte: A. Marcus and C. M. Thomson, Electricity for Technicians, 2nd edition, © 1975, p. 324. 
Reproduzido com a permissão da Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ. 


N. de T.: No Brasil as tensões usadas são 127 V e 220 V. 
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(sob tensão), preto (sob tensão) e branco (neutro). Conforme mostrado na Fi¬ 
gura 12.38, as duas tensões de 120 V são opostas em fase e, portanto, sua soma 
é zero. Isto é, V w = 0/0/ V B = 120/0°, V* = 120 /180° = -V B . 

Vbr = V b -\ r = Y b - (-V b ) = 2V b = 240/(r (12.72) 


Para outra residências 



Figura 12.38 Instalação elétrica residencial trifilar monofásica. 


Uma vez que a maioria dos eletrodomésticos é projetada para operar com 120 V, a 
iluminação e os aparelhos são ligados a linhas de 120 V, conforme ilustrado na 
Figura 12.39 para um ambiente. Note na Figura 12.37 que todos os aparelhos 
são ligados em paralelo. Eletrodomésticos potentes que consomem grandes 
correntes, como ar-condicionado, máquinas de lavar louça e roupa, e fornos, 
são ligados à linha de 240 V. 

Por causa dos perigos da eletricidade, a instalação elétrica em residên¬ 
cias é regulamentada com cuidado por um código elaborado pelas leis locais 
e pelo NEC (National Electrical Codé). Para evitar problemas, são usados 
isolamento, aterramento, fusíveis e disjuntores. As normas de fiação moder¬ 
nas exigem um terceiro fio para um terra separado. O fio terra não carrega 
energia como o fio neutro, porém, permite que os aparelhos tenham uma 
conexão terra separada. A Figura 12.40 mostra a conexão de um receptáculo 
a uma linha de 120 V RMS e ao terra. Como exposto na figura, a linha neutra 
é conectada ao terra em vários locais cruciais. Embora a linha de terra pareça 
redundante, o aterramento é importante por diversas razões. Primeiro, ela é 
exigida pela NEC. Segundo, o aterramento fornece um caminho convenien¬ 
te do terra para a descarga elétrica que atinge a linha de fornecimento de 
energia. E terceiro, os terras minimizam o risco de choque elétrico. O que 
provoca choque é a passagem de corrente de uma parte do corpo para outra. 
O corpo humano funciona como um grande resistor R. Se V for a diferença 


l 

| 
I 



Chave 

/ Tomadas 


Neutro 



120 volts 


Condutor não aterrado 




Figura 12.39 Diagrama de fiação 
comum de uma sala. 

Fonte: A. Marcus and C. M. Thomson, 
Electricity for Technicians, 2nd edition, © 
1975, p. 325. Reproduzido com a permissão 
da Pearson Education, Inc., Upper Saddle 
River, NJ. 


120 V RMS 


Fusível ou disjuntor 
-^- 


© 


Neutro 

ZE 


Fase 

Tomada 




Aterramento 
do sistema de 
potência 


Aterramento Terra 
do quadro de 
distribuição 


Para outros 
eletrodomésticos 


Figura 12.40 Conexão de uma tomada à linha sob tensão e ao terra. 
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de potencial entre o corpo e o terra, a corrente através do corpo humano é 
determinada pela lei de Ohm como segue 

/ = ^ (12.73) 

O valor de R varia de pessoa para pessoa e depende de o corpo estar molhado 
ou seco. A intensidade e a gravidade de um choque também depende da quan¬ 
tidade de corrente, do trajeto através do corpo e do tempo que o corpo fica ex¬ 
posto à corrente. Correntes menores que 1 mA talvez não sejam prejudiciais ao 
corpo humano, porém, correntes maiores que 10 mA podem provocar um cho¬ 
que grave. Um moderno dispositivo de segurança é o interruptor de circuito 
por falha de aterramento (GFC1) usado em circuitos internos e em banheiros, 
onde o risco de choque elétrico é maior. Ele é, basicamente, um disjuntor que 
abre quando a soma das correntes i R , i w e i B através das linhas vermelha, branca 
e preta não é igual a zero, ou seja, i R + i w + i B A 0. 

A melhor maneira de se evitar um choque elétrico é seguir as normas de 
segurança referentes a sistemas e aparelhos elétricos. Eis algumas delas: 

• Jamais conclua por antecipação que um circuito elétrico está desligado. 
Sempre verifique para certificar-se. 

• Quando necessário, use dispositivos de segurança e se proteja adequada¬ 
mente (sapatos com isolamento, luvas etc.) 

• Jamais use ambas as mãos ao testar circuitos de alta tensão, já que a cor¬ 
rente que passa de uma mão para a outra tem conexão direta com o peito 
e o coração. 

• Não toque em um aparelho elétrico quando estiver molhado. Lembre-se de 
que a água conduz eletricidade. 

• Seja extremamente cauteloso ao trabalhar com aparelhos eletrônicos como 
rádio e TV, pois esses aparelhos têm capacitores de grande porte em seu 
interior. Os capacitores levam tempo para descarregar após a energia ter 
sido desligada. 

• Sempre tenha outra pessoa presente ao trabalhar em um sistema de insta¬ 
lação elétrica, para ajuda em caso de acidentes. 


12.11 Resumo 

1. Sequência de fases é a ordem na qual ocorrem as tensões de fase de um 
gerador trifásico em relação ao tempo. Em uma sequência ahc de tensões 
de fonte equilibradas, V a „ está adiantada em relação a V hn de 120° que, por 
sua vez, está adiantada em relação a V cn por 120°. Em uma sequência acb 
de tensões equilibradas, V a „ está adiantada em relação a V CJ1 por 120° que, 
por sua vez, está adiantada em relação a V bn por 120°. 

2. Uma carga conectada em triângulo ou em estrela é aquela na qual as impe- 
dâncias trifásicas são iguais. 

3. A forma mais fácil de analisar um circuito trifásico equilibrado é trans¬ 
formar tanto a fonte quanto a carga em um sistema estrela-estrela e então 
analisar o circuito monofásico equivalente. A Tabela 12.1 apresenta um 
resumo das fórmulas para as correntes e tensões de fase, e as correntes e 
tensões de linha para as quatro configurações possíveis. 
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4. A corrente de linha I L é a corrente fluindo do gerador para a carga em cada 
linha de transmissão em um sistema trifásico. A tensão de linha V L é a 
tensão entre cada par de linhas, excluindo a linha neutra, caso ela exista. 
A corrente de fase I p é a corrente que flui por fase em uma carga trifásica. 
A tensão de fase V p é a tensão de cada fase. Para uma carga conectada em 
estrela, 

V L = V3V p e I L = I p 
Para uma carga conectada em triângulo, 

V L = V p e I L = V3 I p 

5. A potência instantânea total em um sistema trifásico equilibrado é cons¬ 
tante e igual à potência média. 

6. A potência complexa total absorvida por uma carga trifásica equilibrada 
conectada em estrela ou em triângulo é 

S = P + jQ = V3 v L i L [e_ 

onde 6 é o ângulo das impedâncias de carga. 

7. Um sistema trifásico desequilibrado pode ser avaliado por meio de análise 
nodal ou de malhas. 

8. O PSpice é usado para analisar circuitos trifásicos da mesma forma que é 
empregado para avaliar circuitos monofásicos. 

9. A potência real total é medida em sistemas trifásicos usando o método dos 
três wattímetros ou o método dos dois wattímetros. 

10. A fiação em residências usa um sistema trifilar monofásico de 120/240 V. 


Questões para revisão 


12.1 Qual é a sequência de fases de um motor trifásico para o 
qual \ AN = 220 /-100° V e \ BN = 220 /140° V? 

(a) abc (b) acb 

12.2 Se em uma sequência de fase acb, V an = 100 /—20° , en¬ 
tão \ cn é: 

(a) 100 /-140° (b) 100 /100° 

(c) 100 /-50° (d) 100/10° 

12.3 Qual das condições a seguir não é necessária para um sis¬ 
tema equilibrado: 

(a) |VJ = IVJ = |VJ 

(b) I„ + I„ + I, = 0 

(C) Van + V hn + V cn = 0 

(d) As tensões de fonte estão defasadas a 120° umas em 
relação às outras. 

(e) As impedâncias de carga para as três fases são iguais. 

12.4 Em uma carga conectada em estrela, as correntes de linha 
e de fase são iguais. 

(a) verdadeiro (b) falso 


12.5 Em uma carga conectada em triângulo, as correntes de 
linha e de fase são iguais. 

(a) verdadeiro (b) falso 

12.6 Em um sistema estrela-estrela, uma tensão de linha de 
220 V produz uma tensão de fase igual a: 

(a) 381 V (b) 311 V (c) 220 V 

(d) 156 V (e) 127 V 

12.7 Em um sistema triângulo-triângulo, uma tensão de fase 
de 100 V produz uma tensão de linha igual a: 

(a) 58 V (b) 71 V (c)100V 

(d) 173 V (e) 141 V 

12.8 Quando uma carga conectada em estrela for alimentada 
por tensões na sequência de fases abc, as tensões de linha 
estão atrasadas em relação às tensões de fase correspon¬ 
dentes a 30°. 

(a) verdadeiro (b) falso 

12.9 Em um circuito trifásico equilibrado, a potência instantâ¬ 
nea total é igual à potência média. 

(a) verdadeiro (b) falso 
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12.10 A potência total fornecida a uma carga em triângulo equi¬ 
librada é encontrada da mesma forma que para uma carga 
em estrela. 

(a) verdadeiro (b) falso 


Respostas: 12.1a; 12.2a; 12.3c; 12.4a; 12.5b; 12.6e; 12.7c; 
12.8b; 12.9a; 12.10a. 


Problemas 1 


• Seção 12.2 Tensões trifásicas equilibradas 

12.1 Se \ ab = 400 V em um gerador trifásico conectado em es¬ 
trela equilibrado, determine as tensões de fase, supondo 
que a sequência de fases seja: 

(a) abc (b) acb 

12.2 Qual a sequência de fases de um circuito trifásico equili¬ 
brado para o qual \ an = 120/30°ey cn = 120/-90°V? 
Determine V hn . 

12.3 Determine a sequência de fases de um circuito trifá¬ 
sico equilibrado no qual v & „ = 440/130° V e V c „ = 
440 /10° V. Obtenha \ an . 

12.4 Um sistema trifásico com sequência abc e V £ = 440 V 
alimenta uma carga conectada em estrela com 
Z L = 40 /30° íl. Determine as correntes de linha. 

12.5 Para uma carga conectada em estrela, as expressões no 
domínio do tempo para três tensões linha-neutro nos ter¬ 
minais são: 

v AN = 120 cos (cot + 32°) V 
v BN = 120 cos (cot — 88°) V 
v C N = 120 cos(&rf + 152°) V 

Escreva as expressões no domínio do tempo para as ten¬ 
sões linha-linha v ÁB , v BC e v CA . 

• Seção 12.3 Conexão estrela-estrela 

equilibrada 

12.6 Considere a Figura 12.41 e elabore um problema para 
eClcl ajudar outros estudantes a entender melhor a conexão 

estrela-estrela equilibrada. 



12.7 Obtenha as correntes de linha no circuito trifásico da Fi¬ 
gura 12.42. 

a I„ A 



Figura 12.42 Esquema para o Problema 12.7. 


12.8 Em um sistema trifásico estrela-estrela equilibrado, a fon¬ 
te é uma sequência abc de tensões e \ an = 100 /20° V 
RMS. A impedância de linha por fase é 0,6 + j 1,2 íl, 
enquanto a impedância por fase da carga é 10 + y'14 íl. 
Calcule as correntes de linha e as tensões de carga. 

12.9 Um sistema quadrifilar estrela-estrela equilibrado apre¬ 
senta as seguintes tensões de fase 

\ an = 120/Cf, \ hn = 120 /-120° 

\ cn = 120 /120° V 

A impedância de carga por fase é 19+j'13ílea impedân¬ 
cia de linha por fase é 1 +/2 íl. Determine as correntes de 
linha e a corrente do neutro. 

12.10 Para o circuito da Figura 12.43, determine a corrente na 
linha neutra. 


2 Q 



Figura 12.43 Esquema para o Problema 12.10. 


Lembre-se de que, salvo especificação contrária, todos os valores de tensões e correntes são RMS. 
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• Seção 12.4 Conexão estrela-triângulo 
equilibrada 

12.11 No sistema estrela-triângulo mostrado na Figura 12.44, 
a fonte é uma sequência positiva com V a „ = 240 V e 
impedância por fase Z = 2 — /3 íl. Calcule a tensão de 
linha V t ea corrente de linha I L . 




Figura 12.47 Esquema para o Problema 12.14. 


12.15 O circuito da Figura 12.48 é excitado por uma fonte tri- 
JS fásica equilibrada com uma tensão de linha de 210 V. Se 
Z ; = 1 +j\ íl, Z A = 24—/30 íl e Z r = 12 + J5 íl, detennine 
a magnitude da corrente de linha das cargas associadas. 


Figura 12.44 Esquema para o Problema 12.11. 


12.12 Considere a Figura 12.45 e elabore um problema para 
e£)d ajudar outros estudantes a entender melhor os circuitos 
com conexão estrela-triângulo. 



Figura 12.45 Esquema para o Problema 12.12. 


12.13 No sistema trifásico estrela-triângulo equilibrado da Fi- 
Mit gura 12.46, determine a corrente de linha I L e a potên- 
ML cia média liberada para a carga. 


110/0° V RMS 

-(0J)-WvV 

110 /-120° V RMS 1(l 

- Q - ww 

110/120° V RMS 

- 2 íl 

-Q)-m 


T 

9-/6 íl 


9-/6 íl 

9-/6 íi 

X 


Figura 12.46 Esquema para o Problema 12.13. 


Z; Z y 



Figura 12.48 Esquema para o Problema 12.15. 

12.16 Uma carga conectada em triângulo equilibrada possui 
uma corrente de fase I AC = 5 /-3Q 0 A. 

(a) Determine as três correntes de linha supondo que o 
circuito opera na sequência de fases positiva. 

(b) Calcule a impedância de carga se a tensão de linha for 
V^llO/lEV. 

12.17 Uma carga conectada em triângulo equilibrada tem cor¬ 
rente de linha l a = 5 /-25° A. Detennine as correntes de 
fase I AB , I BC e l CÃ . 

12.18 Se V a „ = 220 /60° V no circuito da Figura 12.49, determi¬ 
ne, para a carga, as corrente de fase l AB , l BC e l CA . 



Figura 12.49 Esquema para o Problema 12.18. 

• Seção 12.5 Conexão triângulo-triângulo 
equilibrada 


12.14 Obtenha as correntes de linha no circuito trifásico da Fi- 
M gura 12.47. 


12.19 Para o circuito triângulo-triângulo da Figura 12.50, calcu¬ 
le as correntes de linha e de fase. 
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a A 



Figura 12.50 Esquema para o Problema 12.19. 


12.23 Um sistema trifásico equilibrado com tensão de linha 
igual a 202 V RMS alimenta uma carga conectada em 
triângulo com Z p — 25 /60° íl. 

(a) Determine a corrente de linha. 

(b) Determine a potência total fornecida para a carga 
usando dois wattímetros ligados às linhas A e C. 

12.24 Uma fonte conectada em triângulo equilibrada tem ten¬ 
são de fase Y ab = 416 /30° V e uma sequência de fases 
positiva. Se esta for conectada a uma carga em triângu¬ 
lo equilibrada, determine as correntes de linha e de fase. 
Adote como impedância de carga por fase 60 /30° íl e 
impedância de linha por fase 1 + j 1 íl. 


12.20 Considere a Figura 12.51 e elabore um problema para 
e€*d ajudar outros estudantes a entender melhor os circuitos 
conectados em triângulo-triângulo equilibrado. 



Figura 12.51 Esquema para o Problema 12.20. 


12.21 Três geradores de 230 V formam uma fonte conectada em 
triângulo que é conectada a uma carga em triângulo equi¬ 
librada com Z £ = 10 + j 8 íl por fase, conforme mostrado 
na Figura 12.52. 

(a) Determine o valor de I.4C- 

(b) Qual é o valor de I bB l 


• Seção 12.6 Conexão triângulo-estrela 
equilibrada 

12.25 No circuito da Figura 12.54, se Y ab = 440 /10° , Y bc = 440 
S& j —110° Y ca = 440/130° V, detennine as correntes de linha. 



12.26 Considere a Figura 12.55 e elabore um problema para aju- 
eCd dar outros estudantes a entender melhor fontes em delta 
equilibradas que alimentam cargas em estrela equilibradas. 


a A 



Figura 12.52 Esquema para o Problema 12.21. 

12.22 Determine as correntes l a , I A e I c no circuito trifásico da 
' Figura 12.53 a seguir. Adote Z A = 12 -j5 íl, Z Y = 4+/6 íl 
e Z/ = 2 íl. 




Figura 12.53 Esquema para o Problema 12.22. 
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12.27 Uma fonte conectada em triângulo fornece energia para 
JS uma carga conectada em estrela em um sistema trifásico 

equilibrado. Dado que a impedância de linha é 2 + j\ Í1 
por fase, enquanto a impedância de carga é 6 + j'4 Í2 por 
fase, detennine a magnitude da tensão de linha na carga. 
Suponha que a tensão de fase da fonte seja V ab = 208 V 
RMS. 

12.28 As tensões linha-linha em uma carga conectada em es¬ 
trela têm magnitude igual a 440 V e estão na sequência 
positiva em 60 Hz. Se as cargas estiverem equilibradas 
com Zj = Z 2 = Z 3 =25 /30° , determine todas as correntes 
de linha e tensões de fase. 


• Seção 12.7 Potência em um sistema 
equilibrado 

12.29 Um sistema trifásico estrela-triângulo equilibrado possui 
V a „ = 240 /(fV RMS e Z A = 51 -y'45 fi. Se a impedân¬ 
cia de linha por fase for 0,4 +jl ,2 Í2, determine a potência 
complexa total para a carga. 

12.30 Na Figura 12.56, o valor RMS da tensão de linha é 208 V. 
Determine a potência média liberada para a carga. 



12.31 Uma carga conectada em triângulo equilibrada é alimen¬ 
tada por uma fonte trifásica de 60 Hz com tensão de linha 
igual a 240 V. Cada fase da carga absorve 6 kW com fator 
de potência igual a 0,8 (atrasado). Determine: 

(a) A impedância de carga por fase. 

(b) A corrente de linha. 

(c) O valor da capacitância necessária para ser conecta¬ 
da. em paralelo com cada fase da carga para minimi¬ 
zar a corrente da fonte. 

12.32 Elabore um problema para ajudar outros estudantes 
eQd a entender melhor a potência em um sistema trifásico 

equilibrado. 

12.33 Uma fonte trifásica libera 4,8 kVA para uma carga conec¬ 
tada em estrela com tensão de fase igual a 208 V e fator 
de potência 0,9 (atrasado). Calcule a corrente e a tensão 
de linha da fonte. 

12.34 Uma carga conectada em estrela equilibrada com impe¬ 
dância por fase de 10 —j 16 Í1 é conectada a um gerador 
trifásico equilibrado com tensão de linha 220 V. Determi¬ 
ne a corrente de linha e a potência complexa absorvida 
pela carga. 

12.35 Três impedâncias iguais, de 60 + _/30 Í1 cada, são ligadas 
M em triângulo a um circuito trifásico de 230 V RMS. Outras 

três impedâncias iguais, de 40 +_/10 Í1 cada, são ligadas em 
estrela no mesmo circuito e nos mesmos pontos. Detennine: 


(a) A corrente de linha. 

(b) A potência complexa total fornecida para as duas cargas. 

(c) O fator de potência das duas cargas associadas. 

12.36 Uma linha de transmissão trifásica de 4.200 V tem impe¬ 
dância de 4 +j Í1 por fase. Se ela alimentar uma carga de 
1 MVA com fator de potência 0,75 (atrasado), determine: 

(a) A potência complexa. 

(b) A perda de potência na linha. 

(c) A tensão na entrada da linha. 

12.37 A potência total medida em um sistema trifásico que ali¬ 
menta uma carga conectada em estrela equilibrada é de 12 
kW com fator de potência 0,6 (adiantado). Se a tensão de 
linha for 208 V, calcule a corrente de linha I L e a impedân¬ 
cia de carga Z r . 

12.38 Dado o circuito da Figura 12.57 a seguir, determine a po- 
M tência complexa total absorvida pela carga. 


1 D j 2Q 



Figura 12.57 Esquema para o Problema 12.38. 


12.39 Detennine a potência real absorvida pela carga na Figura 
12.58. 



Figura 12.58 Esquema para o Problema 12.39. 


12.40 Para o circuito trifásico na Figura 12.59, detennine a po¬ 
tência média absorvida pela carga conectada em triângulo 
com Z A = 21 -j24 Í2. 

100/0° V RMS 


-e- 


100 /-120° V RMS l 

—Q- 


1 £2 j 0,5 Q 
-A/Wv-nfUR- 


./0,5 ü M 


100 /120° V RMS 


-e- 


1 Q j 0,5 Q 
■A/vW-WlflD- 


Figura 12.59 Esquema para o Problema 12.40. 
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12.41 Uma carga conectada em triângulo equilibrada absorve 
5 kW com fator de potência 0,8 (atrasado). Se o sistema 
trifásico tiver uma tensão de linha eficaz igual a 400 V, 
determine a corrente de linha. 

12.42 Um gerador trifásico equilibrado libera 7,2 kW pa¬ 
ra uma carga conectada em estrela de impedância 30 + 
y'40 íl por fase. Determine a corrente de linha I L e a ten¬ 
são de linha V L . 

12.43 Consulte a Figura 12.48. Obtenha a potência complexa 
M absorvida pelas cargas associadas. 

12.44 Uma linha trifásica tem impedância de 1 + j 3 íl por fase. 
A linha alimenta uma carga conectada em triângulo equi¬ 
librada que absorve uma potência complexa total de 12 + 
j 5 kVA. Se a tensão de linha no lado da carga tiver magni¬ 
tude de 240 V, calcule a magnitude da tensão de linha no 
lado da fonte e o fator de potência da fonte. 

12.45 Uma carga em estrela equilibrada é conectada a um ge¬ 
rador por meio de uma linha de transmissão equilibrada 
com impedância 0,5 + j2 íl por fase. Se a carga nominal 
for 450 kW, fator de potência 0,708 (atrasado) e tensão de 
linha 440 V, determine a tensão de linha no gerador. 

12.46 Uma carga trifásica é fornada por três resistores de 100 íl 
que podem ser ligados em triângulo ou em estrela. Deter¬ 
mine que conexão absorverá a maior potência média de 
uma fonte trifásica com tensão de linha 110 V. Suponha 
impedância de linha igual a zero. 

12.47 Três cargas trifásicas associadas em paralelo são alimen¬ 
tadas por uma fonte trifásica equilibrada: 

Carga 1: 250 kVA, FP = 0,8 (atrasado) 

Carga 2: 300 kVA, FP = 0,95 (adiantado) 

Carga 3: 450 kVA, FP unitário 

Se a tensão de linha for 13,8 kV, calcule a corrente de 
linha e o fator de potência da fonte. Suponha que a impe¬ 
dância de linha seja zero. 

12.48 Uma fonte conectada em estrela equilibrada e de sequên- 
M cia positiva tem \ an = 240/CF V RMS e alimenta uma 

carga conectada em triângulo desequilibrada por meio 
de uma linha de transmissão de impedância 2 + J3 íl 
por fase. 

(a) Calcule as correntes de linha para Z AB = 40 + y'l 5 íl, 
Z BC = 60 íl e Z CA = 18 —jl2 íl. 

(b) Determine a potência complexa fornecida pela fonte. 

12.49 Cada carga de fase é constituída por um resistor de 20 íl e 
uma reatância indutiva de 10 íl. Com uma tensão de linha 
igual a 220 V RMS, calcule a potência média absorvida 
pela carga se: 

(a) As cargas trifásicas estiverem conectadas em triângulo. 

(b) As cargas estiverem conectadas em estrela. 

12.50 Uma fonte trifásica equilibrada com V i = 240 V RMS 
fornece 8 kVA com fator de potência 0,6 (atrasado) para 
duas cargas em paralelo ligadas em estrela. Se uma carga 
absorve 3 kW com fator de potência unitário, calcule a 
impedância por fase na segunda carga. 


• Seção 12.8 Sistemas trifásicos 
•'* *j L desequilibrados 

12.51 Considere o sistema triângulo-triângulo mostrado na Fi¬ 
gura 12.60. Adote Zj = 8 + _/6 íl, Z 2 = 4,2 -y'2,2 íl e Z 3 = 
10 + j0 íl. 


a A 



Figura 12.60 Esquema para o Problema 12.51. 


(a) Determine as correntes de fase 1 AB , l BC e l CA . 

(b) Calcule as correntes de linha l aA , l bB e I cC . 

12.52 Um circuito estrela-estrela quadrifilar possui 

\ a „ = 120 / 120 °, \ bn = 120 // 

\ cn = 120 /-120° V 

se as impedâncias forem 

Z M = 20 /60° , Z bn = 30/0/ 

Z cn = 40 /30° íl 

determine a corrente na linha do neutro. 

12.53 Considere a Figura 12.61 e elabore um problema que aju- 
eUd de outros estudantes a entender melhor sistemas trifásicos 

não equilibrados. 



12.54 Uma fonte trifásica conectada em estrela equilibrada com 
V p = 210 V RMS alimenta uma carga trifásica conectada 
em estrela com impedância por fase Z 4 = 80 íl, Z B = 
60 + j90 íl e Z c =j 80 íl. Calcule as correntes de linha e 
a potência complexa total liberada para a carga. Suponha 
que os neutros estejam interligados. 

12.55 Uma fonte trifásica com tensão de linha 240 V RMS e 
fase positiva tem uma carga conectada em triângulo dese¬ 
quilibrada, conforme indicado na Figura 12.62. Determi¬ 
ne as correntes de fase e a potência complexa total. 
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12.56 Considere a Figura 12.63 e elabore um problema para aju- 
eí*d dar outros estudantes a entender melhor os sistemas trifá¬ 
sicos não equilibrados. 


12.60 Use o PSpice ou MultiSim para determinar I D no circuito 
monofásico trifilar da Figura 12.66. Seja Zj = 15 -j 10 Í2, 
Z 2 = 30 + j20 a e Z, = 12 + /5 Í1 


4 Q 



Figura 12.66 Esquema para o Problema 12.60. 



12.57 Determine as correntes de linha para o circuito trifásico da 
Figura 12.64. SejaV a = 110/0°, V* = 110/—120° e V c = 
110 /120° V. 

h 



• Seção 12.9 PSpice para circuitos 
trifásicos 

12.58 Resolva o Problema 12.10 usando o PSpice ou MultiSim. 

12.59 A fonte da Figura 12.65 está equilibrada e apresenta uma 
sequência de fases positiva. Se/= 60 Hz, use o PSpice ou 
MultiSim para determinar V^, "V BN e V CJV . 



12.61 Dado o circuito da Figura 12.67, use o PSpice ou Multi¬ 
Sim para determinar as correntes l aA e a tensão V siv . 



12.62 Considere a Figura 12.68 e elabore um problema para 
eCXJ ajudar outros estudantes a entender melhor como usar o 
PSpice ou MultiSim para analisar circuitos trifásicos. 



Figura 12.68 Esquema para o Problema 12.62. 

12.63 Use o PSpice ou MultiSim para determinar as correntes 
\ aA e l aC no sistema trifásico desequilibrado mostrado na 
Figura 12.69. Seja 

Z/ = 2 + j, Z, 

Z 2 = 50 - ;30 D, 


Figura 12.65 Esquema para o Problema 12.59. 


C 


40 + ;20 fl, 
Z 3 = 25 n 
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220/0° V 



220 7120° V 7 


Figura 12.69 Esquema para o Problema 12.63. 


12.64 Para o circuito da Figura 12.58, use o PSpice ou MultiSim 
para determinar as correntes de linha e as correntes de fase. 

12.65 Um circuito trifásico equilibrado é mostrado na Figura 
12.70. Use o PSpice ou MultiSim para determinar as cor¬ 
rentes de linha i aÂ , \ bB e I cC . 



Figura 12.70 Esquema para o Problema 12.65. 


• Seção 12.10 Aplicações 

12.66 Um sistema trifásico quadrifilar operando com tensão 
de linha igual a 208 V é mostrado na Figura 12.71. As 
tensões da fonte estão equilibradas. A potência absorvida 
pela carga resistiva conectada em estrela é medida pelo 
método dos três wattímetros. Calcule: 


li 



Figura 12.71 Esquema para o Problema 12.66. 


(c) As leituras dos wattímetros. 

(d) A potência total absorvida pela carga. 

* 12.67 Conforme indicado na Figura 12.72, uma linha trifásica qua- 
eUd drifilar com tensão de fase igual a 120 V RMS e sequência 
de fase positiva alimenta uma carga de motor equilibrada a 
260 kVA com FP = 0,85 (atrasado). A carga do motor está 
conectada a três linhas principais indicadas por a, b e c. 
Além disso, lâmpadas incandescentes (FP unitário) são liga¬ 
das como segue: 24 kW da linha c para o neutro, 15 kW da 
linha b para o neutro e 9 kW da linha c para o neutro. 

(a) se forem dispostos três wattímetros para medir a potên¬ 
cia em cada linha, calcule a leitura de cada medidor. 

(b) detennine a magnitude da corrente na linha do neutro. 



Cargas de iluminação 

Figura 12.72 Esquema para o Problema 12.67. 

12.68 As leituras do medidor para um altemador trifásico ligado 
em estrela que fornece energia para um motor indicam 
que as tensões de linha são 330 V, as correntes de linha 
são 8,4 A e a potência total de linha é 4,5 kW. Determine: 

(a) A carga em VA. 

(b) O FP da carga. 

(c) A corrente de fase. 

(d) A tensão de fase. 

12.69 Determinada loja tem três cargas trifásicas equilibradas. 
As três cargas são: 

Carga 1:16 kVA com FP =0,85 (atrasado) 

Carga 2: 12 kVA com FP =0,6 (atrasado) 

Carga 3: 8 kW com FP unitário 

A tensão de linha na carga é 208 V RMS em 60 Hz e a 
impedância de linha é 0,4 + y'0,8 íl. Determine a corrente 
de linha e a potência complexa liberadas para as cargas. 

12.70 O método dos dois wattímetros fornece P x = 1200 W e 
P 1 = 400 W para um motor trifásico alimentado por uma 
linha de 240 V. Suponha que a carga do motor esteja co¬ 
nectada em estrela e que ela absorva uma corrente de linha 
de 6 A. Calcule o FP do motor e sua impedância por fase. 

12.71 Na Figura 12.73, dois wattímetros estão conectados apro¬ 
priadamente à carga desequilibrada alimentada por uma 
fonte equilibrada tal que \ ab = 208/0° V com sequência 
de fases positiva. 

(a) Determine a leitura de cada wattímetro. 

(b) Calcule a potência aparente total absorvida pela carga. 


(a) A tensão para o neutro. 

(b) As correntes I b I 2 ,I 3 e I„. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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12.72 Se os wattímetros JFj e W 2 estiverem conectados de forna 
apropriada, respectivamente entre as linhas aebe as linhas 
b e c para medir a potência absorvida pela carga conectada 
em triângulo na Figura 12.44, determine suas leituras. 

12.73 Para o circuito mostrado na Figura 12.74, determine as 
leituras do wattímetro. 



12.74 Determine as leituras do wattímetro para o circuito da 
Figura 12.75. 



Figura 12.75 Esquema para o Problema 12.74. 

12.75 Uma pessoa possui uma resistência de 600 Í2. Qual é o ní¬ 
vel de corrente que flui através de seu corpo não aterrado: 

(a) Quando ela toca os terminais de uma bateria de auto¬ 
móvel de 12 V? 

(b) Quando ela coloca seu dedo em um soquete de lâm¬ 
pada de 120 V? 

12.76 Demonstre que as perdas RR serão maiores para um apa- 
eUd relho de 120 V que para um de 240 V, se ambos tiverem a 

mesma potência nominal. 


Problemas abrangentes 


12.77 Um gerador trifásico fornece 3,6 kVA com um fator de 
potência 0,85 (atrasado). Se forem liberados 2.500 W 
para a carga e as perdas da linha forem 80 W por fase, 
quais são as perdas no gerador? 

12.78 Uma carga trifásica indutiva de 440 V, 51 kW e 60 kVA 
opera a 60 Hz e está conectada em estrela. Deseja-se cor¬ 
rigir o fator de potência para 0,95 (atrasado). Que valor 
de capacitor deveria ser colocado em paralelo com cada 
impedância de carga? 

12.79 Um gerador trifásico equilibrado tem uma sequência de 
fase abc com tensão de fase V on = 255^(F V. O gerador 
alimenta um motor de indução que pode ser representado 
por uma carga conectada em estrela equilibrada com im¬ 
pedância 12 +j5 Í1 por fase. Determine as correntes de 
linha e tensões de carga por fase. Suponha uma impedân¬ 
cia de linha de 2 Í1 por fase. 

12.80 Uma fonte trifásica equilibrada fornece energia para as 
três cargas a seguir: 

Carga 1: 6 kVA com FP = 0,83 (atrasado) 

Carga 2: desconhecida 

Carga 3: 8 kW com FP = 0,7071 (adiantado) 

Se a corrente de linha for 84,6 A RMS, a tensão de linha 
na carga 208 V RMS e a carga associada com fator de 
potência 0,8 (atrasado), determine a carga desconhecida. 


12.81 Um centro automotivo é alimentado por uma fonte trifá¬ 
sica equilibrada. Esse centro possui quatro cargas trifási- 
cas equilibradas, como segue: 

Carga 1: 150 kVA com FP = 0,8 (adiantado) 

Carga 2: 100 kW com FP unitário 
Carga 3: 200 kVA com FP = 0,6 (atrasado) 

Carga 4: 80 kW e 95 kVAR (indutiva) 

Se a impedância de linha for 0,02 + j'0,05 Í1 por fase e 
a tensão de linha nas cargas for de 480 V, determine a 
magnitude da tensão de linha na fonte. 

12.82 Um sistema trifásico equilibrado tem um fio de distri¬ 
buição com impedância 2 + j6 Í1 por fase. O sistema 
alimenta duas cargas trifásicas que são ligadas em para¬ 
lelo. A primeira delas é uma carga conectada em estrela 
equilibrada que absorve 400 kVA com fator de potência 
0,8 (atrasado). A segunda carga está conectada em triân¬ 
gulo equilibrada com impedância 10 + /8 Í1 por fase. Se 
a magnitude da tensão de linha nas cargas for 2.400 V 
RMS, calcule a magnitude da tensão de linha na fonte e a 
potência complexa total fornecida para as duas cargas. 

12.83 Um motor trifásico disponível comercialmente opera a 
uma carga plena de 120 HP (1 HP = 746 W) com 95% de 
eficiência com fator de potência igual a 0,707 (atrasado). 
O motor é ligado em paralelo a um aquecedor trifásico 
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equilibrado de 80 kW com fator de potência unitário. Se 
a magnitude da tensão de linha for 480 V RMS, calcule a 
corrente de linha. 

12.84 A Figura 12.76 mostra uma carga, que é um motor trifá- 
sico, em triângulo que é conectada a uma tensão de linha 
de 440 V e que absorve 4 kVA com fator de potência igual 
a 72% (atrasado). Além disso, um único capacitor de 1,8 
kVAR é ligado entre as linhas a e b, enquanto uma carga 
de iluminação de 800 W é conectada entre a linha ceo 
neutro. Supondo uma sequência de fases abc e adotando 
\ an = V p / 0° , determine a magnitude e o ângulo de fase 
das correntes I a , l b , l c e I„. 


12.86 Para o sistema monofásico trifilar na Figura 12.77, deter¬ 
mine as correntes l aA , l bB e l nN . 


120/0° V RMS ( + 


1 £2 

AVW- 


1 £2 

m- 


24 -j 2 £2 


I" 


120/0° V RMS 


1 £2 

-VW- 


15 +;' 4 £2 


b vvv B 

Figura 12.77 Esquema para o Problema 12.86. 



Figura 12.76 Esquema para o Problema 12.84. 

12.85 Projete um aquecedor trifásico com cargas simétricas ade- 
e d quadas usando a resistência pura conectada em estrela. Su¬ 
ponha que o aquecedor seja alimentado por uma tensão de 
linha de 240 V e que deva fornecer 27 kW de calor. 


12.87 Considere o sistema monofásico trifilar mostrado na Fi¬ 
gura 12.78. Determine a corrente no fio neutro e a potên¬ 
cia complexa fornecida por fonte. Adote V 5 como uma 
fonte de 115^(f V, 60 Hz. 

1 £2 



15 £2 


50 mH 


Figura 12.78 Esquema para o Problema 12.87. 
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CIRCUITOS DE ACOPLAMENTO 

MAGNÉTICO 


Se quiser aumentar sua felicidade e prolongar sua vida, esqueça os defeitos de seu próximo... 
Esqueça as excentricidades de seus amigos e lembre-se apenas dos pontos positivos que o fizeram gostar 
deles... Apague todas as reminiscências de ontem; escreva hoje em uma folha em branco aquelas coisas 

bonitas e adoráveis. 

Anônimo 


Progresso profissional 


Carreira em eletromagnetismo 

Eletromagnetismo é o ramo da engenharia elétrica 
(ou da física) que lida com análise e aplicação de 
campos elétricos e magnéticos. Veremos, em ele¬ 
tromagnetismo, que a análise de circuitos elétricos 
é aplicada em baixas frequências. 

Os princípios do eletromagnetismo (EM) são 
aplicados em várias disciplinas afins, como máquinas 
elétricas, conversão de energia eletromecânica, me¬ 
teorologia com uso de radares, sensoriamento remoto, 
comunicação via satélite, bioeletromagnetismo, com¬ 
patibilidade e interferência eletromagnética, plasmas 
e fibra óptica. Entre os dispositivos eletromagnéticos, 
temos motores e geradores elétricos, transformado¬ 
res, eletroímãs, levitação magnética, antenas, rada¬ 
res, fornos de micro-ondas, antenas parabólicas de 


micro-ondas, supercondutores e eletrocardiogramas. 
O projeto desses dispositivos requer um conhecimen¬ 
to abrangente das leis e dos princípios dessa área. 

Eletromagnetismo é considerado uma das dis¬ 
ciplinas mais difíceis da engenharia elétrica. Uma 
razão para tal é que os fenômenos eletromagnéti¬ 
cos são bastante abstratos. Mas, se a pessoa gostar 
de matemática e for capaz de visualizar o invisível, 
deveria considerar a possibilidade de se tornar um 
especialista em eletromagnetismo, já que poucos 
engenheiros elétricos se especializam nessa área, e 
os que se especializam são necessários na indústria 
de micro-ondas, estações de rádio/TV, laborató¬ 
rios de pesquisa em eletromagnetismo e vários outros 
setores da comunicação. 
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PERFIS HISTÓRICOS 

James Clerk Maxwell (1831-1879), formado em matemática pela Cambridge 
University, Maxwell escreveu, em 1865, um artigo memorável no qual ele uni¬ 
ficou matematicamente as leis de Faraday e de Ampere. Essa relação entre os 
campos elétrico e magnético serviu como base para o que, mais tarde, foi deno¬ 
minado ondas e campos eletromagnéticos, um importante campo de estudo da 
engenharia elétrica. O Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) 
usa uma representação gráfica desse princípio em seu logotipo, no qual uma seta 
em linha reta representa corrente e uma seta em linha curva representa o campo 
eletromagnético. Essa relação é comumente conhecida como a regra da mão di¬ 
reita. Maxwell foi um cientista e teórico muito ativo. Ele é mais conhecido pelas 
“equações de Maxwell”. O maxwell, unidade de fluxo magnético, recebeu esse 
nome em sua homenagem. 


13.1 


Introdução 


Os circuitos estudados até agora podem ser considerados como acoplamento 
condutivo, pois afetam o vizinho pela condução de eletricidade. Quando dois 
circuitos com ou sem contatos entre eles se afetam por meio dos campo mag¬ 
nético gerado por um deles, diz-se que são acoplados magneticamente. 

Os transformadores são um dispositivo elétrico projetado tendo como base 
o conceito de acoplamento magnético, pois usam bobinas acopladas magne¬ 
ticamente para transferir energia de um circuito para outro. Também são ele¬ 
mentos de circuito fundamentais, utilizados em sistemas de geração de energia 
elétrica para elevar ou abaixar tensões ou correntes CA, assim como são usa¬ 
dos em circuitos como receptores de rádio e televisão para finalidades como 
casamento de impedâncias, isolar uma parte de um circuito de outra e, repetin¬ 
do, elevar ou abaixar tensões ou correntes CA. 

Iniciaremos com o conceito de indutância mútua e introduziremos a con¬ 
venção do ponto usada para determinar as polaridades das tensões de compo¬ 
nentes acopladas indutivamente. Tomando com base o conceito de indutância 
mútua, introduziremos a seguir o elemento de circuito conhecido como trans¬ 
formador. Consideraremos o transformador linear, o transformador ideal, o 
autotransformador ideal e o transformador trifásico. Finalmente, entre impor¬ 
tantes aplicações, estudaremos os transformadores atuando como dispositivos 
isolantes e para casamento de impedâncias, bem como seu emprego na distri¬ 
buição de energia elétrica. 



<t> 

V 


Figura 13.1 Fluxo magnético 
produzido por uma única bobina com 
N espiras. 


Indutância mútua 

Quando dois indutores (ou bobinas) estiverem bem próximos um do outro, o 
fluxo magnético provocado pela corrente em uma bobina se associa com a ou¬ 
tra bobina induzindo, consequentemente, tensão nessa última. Esse fenômeno 
é conhecido como indutância mútua. 

Consideremos, primeiro, um único indutor, uma bobina com N espiras. 
Quando a corrente i flui através da bobina, é produzido um fluxo magnético <f> 
em tomo dela (Figura 13.1). De acordo com a lei de Faraday, a tensão v induzida 


13.2 
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na bobina é proporcional ao número de espiras Ae à velocidade de variação do 
fluxo magnético é; isto é, 


d<fi 

V = N ht (13 ' 1) 

Porém, o fluxo <p é produzido pela corrente i de modo que qualquer variação 
em (f> é provocada por uma variação na corrente. Logo, a Equação (13.1) pode 
ser escrita como segue 


ou 


v 


dd> di 
= N- — 
di dt 


(13.2) 


v = 



(13.3) 


que é a relação tensão-corrente para o indutor. Das Equações (13.2) e (13.3), a 
indutância L do indutor é dada, portanto, por 


L = 



(13.4) 


Essa indutância é comumente denominada autoindutância, pois ela relaciona a 
tensão induzida em uma bobina por uma corrente variável no tempo na mesma 
bobina. 

Consideremos agora duas bobinas com autoindutâncias L x e L 2 que estão 
bem próximas uma da outra (Figura 13.2). Abobina 1 tem A] espiras, enquanto 
a bobina 2 tem A 2 espiras. Para simplificar, suporemos que não passe corrente 
pelo segundo indutor. O fluxo magnético e/q emanando da bobina 1 tem dois 
componentes: um componente 4>u que atravessa apenas a bobina 1 e o outro com¬ 
ponente 4> u se associa com ambas as bobinas. Portanto, 

4>i = 4>u + <t> i2 (13.5) 


L i L 2 



- -o 

N l espiras N 2 espiras 


Figura 13.2 Indutância mútua M 21 da 
bobina 2 em relação à bobina 1. 


Embora as duas bobinas estejam fisicamente separadas, diz-se que elas estão 
magneticamente acopladas. Já que todo o fluxo </>, atravessa a bobina 1, a 
tensão induzida na bobina 1 é 


Vi = Ni 


d<t> í 
dt 


(13.6) 


Apenas o fluxo é ] 2 atravessa a bobina 2, de modo que a tensão induzida na 
bobina 2 seja 


— N 2 


i2 

dt 


(13.7) 


Repetindo, já que os fluxos são provocados pela corrente i ] fluindo na bobina 
1, a Equação (13.6) pode ser escrita como 


d(f) ] dii di\ 

v \ — N\— -— = A,— 

z/í i dt dt 


(13.8) 


onde L x =N X d(f> x !di x é a autoindutância da bobina 1. De forma similar, a Equa¬ 
ção (13.7) pode ser escrita como 


t>2 — N 2 


d(j)\2 diy 
di \ dt 


= M 21 


dii 

dt 


(13.9) 
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onde 


M 21 


= N: 


dtp 


12 


di i 


(13.10) 


M 2 \ é conhecida como a indutância mútua da bobina 2 em relação à bobina 1. 
O subscrito 21 indica que a indutância M 2l relaciona a tensão induzida na bo¬ 
bina 2 com a corrente na bobina 1. Portanto, a tensão mútua no circuito aberto 
(ou tensão induzida) na bobina 2 é 


+ 

tf*21 

4*22 + 


di\ 

v\ : 


i T v 2 Q 

J) h(f) 

1 ^ 

II 

(N 

- 


- 

Suponha que, agora, façamos a corrente i 2 


/V] espiras N 2 espiras 

Figura 13.3 Indutância mútua M u 
da bobina 1 em relação à bobina 2. 


(13.11) 


na bobina 1 não há passagem de corrente (Figura 13.3). O fluxo magnético tp 2 
emanando da bobina 2 compreende o fluxo tp 22 que atravessa apenas a bobina 
2 e o fluxo cp 2 i que atravessa ambas as bobinas. Portanto, 


4*2 ~ 4*21 + 4*22 


(13.12) 


Todo fluxo <p 2 atravessa a bobina 2, de modo que a tensão induzida na bobina 
2 seja 


- a i ^4*2 _ .. dtp i di 2 _ di 2 
V 2 -n 2 dt — n 2 dt _l 2 ^ 


(13.13) 


Onde L 2 = N 2 dtp 2 ldi 2 é a autoindutância da bobina 2. Como apenas o fluxo tp 2l 
atravessa a bobina 1, a tensão induzida na bobina 1 é 


.. dtp2\ Ar dtp 21 di 2 di 2 

= „ 12 _ 


(13.141 


onde 


dtp 2 1 

Mn = (13.15) 

di 2 

que é a indutância mútua da bobina 1 em relação à bobina 2. Portanto, a 
tensão mútua de circuito aberto na bobina 1 é 


V\ 


= M 12 


di 2 

dt 


Veremos, na próxima seção, que M n e M 2X são iguais; isto é, 


(13.16) 


M i2 = M 21 = M (13.17) 

e daremos o nome de M para a indutância mútua entre as duas bobinas. Assim 
como, para a autoindutância L, a indutância M é medida em henrys (Fl). Tenha 
em mente que o acoplamento mútuo existe apenas quando os indutores ou 
bobinas estiverem próximos entre si e os circuitos forem alimentados pelas 
fontes variáveis com o tempo. Recordamos que, em CC, os indutores atuam 
como curtos-circuitos. 

Dos dois casos indicados nas Figuras 13.2 e 13.3, concluímos que há in¬ 
dutância mútua se for induzida uma tensão através de uma corrente variável no 
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tempo em outro circuito. É propriedade de um indutor gerar tensão em reação 
a uma corrente variável no tempo em outro indutor próximo a ele. Portanto, 


Indutância mútua é a capacidade de um indutor induzir tensão em um 
indutor vizinho e essa grandeza é medida em henrys (H). 


Embora a indutância mútua M seja sempre um valor positivo, a tensão 
mútua M di/dt pode ser negativa ou positiva, da mesma forma que acontece 
com a tensão induzida L di/dt. Entretanto, diferentemente da tensão induzida 
L di/dt, cuja polaridade é determinada pelo sentido de referência da corrente e 
pela polaridade de referência da tensão (de acordo com a regra dos sinais), a 
polaridade da tensão mútua M di/dt não é fácil de ser determinada, pois qua¬ 
tro terminais estão envolvidos. A escolha da polaridade para M di/dt é feita 
examinando-se a orientação ou maneira particular em que ambas as bobinas 
são enroladas fisicamente e aplicando a lei de Lenz em conjunto com a regra 
da mão direita. Já que não é conveniente mostrarmos os detalhes construtivos 
das bobinas em um esquema elétrico, aplicamos a convenção do ponto em 
análise de circuitos. Por essa regra, um ponto colocado no circuito em uma 
extremidade de cada uma das duas bobinas acopladas magneticamente indi¬ 
ca o sentido do fluxo magnético se a corrente entrar pelo terminal da bobina 
marcado com um ponto. Isso é ilustrado na Figura 13.4. Dado um circuito, 
os pontos já estão situados ao lado das bobinas de modo que não precisamos 
nos preocupar em como inseri-los. Os pontos são usados com a convenção do 
ponto para determinar a polaridade da tensão mútua. A convenção do ponto 
afirma o seguinte: 


Se uma corrente entra pelo terminal da bobina marcado com um ponto, a 
polaridade de referência da tensão mútua na segunda bobina é positiva no 
terminal da segunda bobina marcado com um ponto. 


4>12 



De modo alternativo, 


Se uma corrente sai do terminal da bobina marcado com um ponto, a po¬ 
laridade de referência da tensão mútua na segunda bobina é negativa no 
terminal marcado com um ponto na segunda bobina. 


Portanto, a polaridade de referência da tensão mútua depende do sentido de re¬ 
ferência da corrente indutora e dos pontos das bobinas acopladas. A aplicação 
da convenção do ponto é ilustrada nos quatro pares de bobinas mutuamente 
acopladas na Figura 13.5. Para as bobinas acopladas na Figura 13.5a, o sinal 
da tensão mútua v 2 é determinado pela polaridade de referência para e pelo 



(d) 


Figura 13.5 Exemplos ilustrando 
como aplicar a convenção do ponto. 
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M 



o - nnnp —-— qnrp -o 


(a) 

M 



(b) 


Figura 13.6 Convenção do ponto 
para bobinas em série; o sinal indica 
a polaridade da tensão mútua: (a) 
conexão série aditiva; ( b ) conexão 
série subtrativa. 


sentido de tj. Como i ] entra pelo terminal marcado com um ponto na bobina 
1 e v 2 é positiva no terminal marcado com um ponto na bobina 2, a tensão mútua 
é + M di/dt. Para as bobinas na Figura 13.5b, a corrente entra pelo terminal 
pontuado da bobina 1 e v 2 é negativa no terminal marcado com um ponto na 
2. Logo, a tensão mútua é -Mdijdt. O mesmo raciocínio se aplica às bobinas 
nas Figuras 13.5c e 13.5c/. 

A Figura 13.6 mostra a convenção do ponto para bobinas acopladas em 
série. Para as bobinas indicadas na Figura 13.6a, a indutância total é 


L = L] + L 2 + 2 M (Conexão em série aditiva) 


(13.18) 


Para as bobinas na Figura 13.6b, 


L = L 1 + L 2 — 2 M (Conexão em série subtrativa) 


(13.19) 


Agora que já sabemos como determinar a polaridade da tensão mútua, 
estamos prontos para analisar circuitos envolvendo indutância mútua. Como 
primeiro exemplo, consideremos o circuito da Figura 13.7. Aplicar a LKT na 
bobina 1 resulta em 


di i di 2 

V] = i\R\ + L, — + (13.20a) 

Para a bobina 2, a LKT fornece 

dii di, 

v 2 = i 2 R 2 + L 2 — + M —- (13.20b) 

dt dt 

Podemos escrever a Equação (13.20) no domínio da frequência como segue 


V, = (Ri + jcoL ,)I, + jcoMl 2 (13.21a) 

V 2 = jo)M \, + (R 2 + jwL 2 )\ 2 (13.21b) 

Como segundo exemplo, considere o circuito da Figura 13.8. Analisemos este 
no domínio da frequência. Aplicando a LKT na bobina 1, obtemos 


V = (Z, + ja>L { )\\ — jíoMln (13.22a) 

Para a bobina 2, a LKT resulta em 

0 = —jíoMl] + (Z L + j(üL 2 ) I 2 (13.22b) 

As Equações (13.21) e (13.22) são resolvidas da maneira usual para determinar 
as correntes. 




Figura 13.7 (a) Análise no domínio do tempo de um circuito contendo bobinas acopladas; (b) análise 
no domínio da frequência de um circuito contendo bobinas acopladas. 
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Uma das coisas mais importantes para garantir a solução de problemas 
com precisão é a capacidade de verificar cada etapa durante o processo de so¬ 
lução e fazer que suposições, tidas como verdadeiras, possam ser verificadas. 
Muitas vezes, resolver circuitos mutuamente acoplados requer que executemos 
duas ou mais etapas feitas de uma só vez sobre os sinais e os valores das ten¬ 
sões mutuamente induzidas. 


A experiência tem mostrado que, se dividirmos em etapas a solução para 
a determinação de valor e sinal de um problema, as decisões são mais fáceis 
de serem rastreadas. Sugerimos que o modelo (Figura 13.8Z>) seja usado na 
análise de circuitos contendo um circuito acoplado mutuamente como mostra 
a Figura 13.8a: 



Figura 13.8 Modelo que toma mais fácil a análise de circuitos mutuamente acoplados. 


Observe que não incluímos os sinais no modelo. O motivo para isso é 
que primeiro determinamos os valores das tensões induzidas e, em seguida, 
determinamos os sinais apropriados. É evidente que, I induz uma tensão na 
segunda bobina representada pelo valor /ml,, e I 2 induz uma tensão de joÁ 2 
na primeira bobina. Uma vez que temos os valores, usamos em seguida os dois 
circuitos para determinar os sinais corretos para as fontes dependentes como 
mostra a Figura 13.8c. 

Uma vez que I entra cm L , pelo lado do ponto, ela induz uma tensão em L 2 
que tenta forçar uma corrente que sai pela extremidade do ponto em L 2 , o que 
significa que a fonte deve ter um sinal + no lado superior e um sinal - no lado 
inferior, como mostra a Figura 13.8c. I 2 sai pela extremidade do ponto de L 2 sig¬ 
nificando que ela induz uma tensão emi, que tenta forçar uma corrente que entra 
pela extremidade do ponto em L h o que requer uma fonte dependente que tem 
um sinal + no lado inferior e um sinal - no lado superior, como mostra a Figura 
13.8c. Agora tudo o que temos a fazer é analisar um circuito com duas fontes de¬ 
pendentes. Esse processo sempre nos faz verificar cada uma de nossas suposições. 

Nesse nível introdutório não estamos preocupados com a determinação 
das indutâncias mútuas das bobinas e das colocações dos pontos nelas. Assim 
como ocorre para R, L e C, o cálculo de M envolveria a aplicação da teoria do 
eletromagnetismo às propriedades físicas reais das bobinas. Neste livro, vamos 
supor que a indutância mútua e a colocação dos pontos sejam os “dados” do 
problema de circuitos, assim como os componentes R,LeC. 

EXEMPLO 13.1 • 

Calcule as correntes fasoriais I| e I 2 no circuito da Figura 13.9. 



Figura 13.9 Esquema para o Exemplo 13.1. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 13.1 


Solução: Para a bobina 1, a LKT resulta em 

-12 + (-J4 + y'5)I| -j3h = 0 
ou 

;Ii - 7'3I 2 = 12 

Para a bobina 2, a LKT resulta em 

-./3I, + (12 + 7'6)I 2 = 0 

ou 

(12 + ;6)I 2 

h =-= (2 -;4)I 2 

;3 

Substituindo essa última na Equação (13.1.1), obtemos 

<J2 + 4 - ;3)I 2 = (4 - j) I 2 = 12 


ou 

I 2 = --- = 2,91 /14,04° A 

A partir das Equações (13.1.2) e (13.1.3), 

Ij = (2 - /4)I 2 = (4,472 /-63,43° )(2,91 /l4,04° ) 
= 13,01 /—49,39° A 


(13.1.1) 


(13.1.2) 


(13.1.3) 


Determine a tensão V 0 no circuito da Figura 13.10. 


j 1£2 



Figura 13.10 Esquema para o Problema prático 13.1. 
Resposta: 2Q /-135 0 V. 


• EXEMPLO 13.2 

Calcule as correntes de malha no circuito da Figura 13.11. 



Figura 13.11 Esquema para o Exemplo 13.2. 

Solução: O segredo para analisar um circuito com acoplamento magnético é co¬ 
nhecer a polaridade da tensão mútua. Precisamos aplicar a regra do ponto. Na Figura 
13.11, suponha que a bobina 1 seja aquela cuja reatância é 6 Í1 e a bobina 2 seja 
aquela cuja reatância é 8 íl. Para descobrir a polaridade da tensão mútua na bobina 
1 devido à corrente I 2 , observamos que I 2 sai do terminal marcado com um ponto da 
bobina 2. Já que estamos aplicando a LKT no sentido horário, isso implica tensão 
mútua negativa, isto é -j'2I 2 . 
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De forma alternativa, talvez fosse melhor descobrir a tensão mútua redesenhando a 
parte relevante do circuito, conforme nos mostra a Figura 13.12a, na qual fica claro que 
a tensão mútua é V! = -j. 2 I 2 . 

Portanto, para a malha 1 da Figura 13.11, a LKT fornece 

-100 + I : (4 - fl + J6) - j61 2 - j2I 2 = 0 


ou 


100 = (4 + 73)1, - j 8 I 2 (13.2.1) 

De fonna similar, para descobrimos a tensão mútua na bobina 2 em razão da corrente 
I;, consideremos a parte relevante do circuito, conforme apontado na Figura 13.12Ú. 
Aplicar a convenção do ponto nos fornece a tensão mútua como V 2 = -/2I,. Da mesma 
forna, a corrente I 2 enxerga as duas bobinas acopladas como em série na Figura 13.11; 
já que ela deixa os terminais pontuados em ambas as bobinas, a Equação (13.18) se 
aplica. Portanto, para a malha 2 da Figura 13.11, a LKT dá 

0 = -2yT; - j' 6 Ii + (76 + j '8 + j2 X 2 + 5)I 2 


ou 


0 = -y'81, + (5 + ,/T 8 )I 2 (13.2.2) 

Colocando as Equações (13.2.1) e (13.2.2) na forna matricial, obtemos 


100' 


■ 4 + 7-3 

-78 ■ 

1 / 

0 . 


. -78 

5 + 7 T 8 . 

1 2 


Os determinantes são 


A = 
Ai = 
A2 = 


4 +;3 -j 8 

—78 5+jli 
100 —78 

0 5+ 7 T 8 
4 + 73 100 
-78 0 


= 30 + 787 


= 100(5 + 7 T 8 ) 


78 OO 


Portanto, obtemos as correntes de malha como segue 


11 

12 


Ai _ 100(5 + 7 T 8 ) 
A 30 + 787 

78 OO 


1.868,2/74,5° 


A 2 __ 

A “ 30 + >87 


92,03/71° 

800/90° 

- = 8,693/19° A 


= 20,3 /3,5° A 


92,03/71° 


Determine as correntes fasoriais Ij e D no circuito da Figura 13.13. 

5 Q 72 Q. 


100 / 60 ° 



Figura 13.13 Esquema para o Problema prático 13.2. 
Resposta: I, = 17,889 /86,57° A, I 2 = 26,83 /86,57° A. 



Figura 13.12 Esquema para o 
Exemplo 13.2 mostrando a polaridade 
das tensões induzidas. 


PROBLEMA PRÁTICO 13.2 • 
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o- -o 

Figura 13.14 Circuito para derivação 
de energia armazenada em um circuito 
acoplado. 


13.3 Energia em um circuito acoplado 

No Capítulo 6, vimos que a energia armazenada em um indutor é dada por 

w = —Li 2 (13.23) 

2 

Agora, queremos determinar a energia armazenada em bobinas acopladas 
magneticamente. 

Consideremos o circuito da Figura 13.14. Suponhamos que as correntes z) 
e i 2 sejam, inicialmente, zero, de modo que a energia armazenada nas bobinas 
seja zero. Se aumentarmos z) de zero até 7) mantendo i 2 = 0, a potência na 
bobina 1 será 


z7z) 

P\(t) = Uri) = i\L\—~ 
dt 


e a energia armazenada no circuito será 


(13.24) 


W x = 


Pidt = L\ 


J o 


i i di | — 2^ ] 1 1 


(13.25) 


Se agora mantivermos /, = 7, e aumentarmos i 2 de zero até I 2 , a tensão mútua 
induzida na bobina 1 será M n di 2 /dt, enquanto a tensão mútua induzida na bo¬ 
bina 2 será zero, já que z) não muda. A potência nas bobinas agora é 


di 2 ' di 2 

Pi(t) = hM 12—77 + h v 2 = I 1 M 12—77 
dt dt 


hL 2 


di 2 

dt 


(13.26) 


e a energia armazenada no circuito é 


w 2 


p 2 dt — ^d\ 2 \\ 


di 2 + L 2 


i 2 di 2 


= M 12 IJ 2 + 2 l 2 i\ ( 13 - 27 ) 

A energia total armazenada nas bobinas quando tanto z) quanto i 2 atingiram 
valores constantes é 


w — W\ + w 2 — ^L\I \ + ^ L 2 I 2 + M\ 2 I\l 2 (13.28) 

Se invertermos a ordem na qual as correntes atingem seus valores finais, isto 
é, aumentarmos, primeiro, i 2 de zero até I 2 e, posteriormente, z) de zero a /,, a 
energia total armazenada nas bobinas será 

1 7 1 , 

w — /1 + ^L 2 I 2 + M 2 \l\l 2 (13.29) 

Como a energia total armazenada deve ser a mesma independentemente de 
como atingimos as condições finais, comparar as Equações (13.28) e (13.29) 
nos leva a concluir que 


e 


M\ 2 = M 2X = M 


(13.30a) 


w 


]_ 

2 


L\l\ 


1 

2 


L 2 l\ + MI X I 2 


(13.306) 
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Essa equação foi deduzida tomando como base a hipótese de que ambas as 
correntes nas bobinas entravam pelos terminais marcados com pontos. Se 
uma corrente entrar por um terminal marcado com um ponto, enquanto a 
outra corrente deixa o outro terminal marcado com um ponto, a tensão mútua 
será negativa, de modo que a energia mútua MIfi 2 também será negativa. 
Nesse caso, 


w = 1,1] + - :: L 2 I 2 2 - Mhl 2 


(13.31) 


Da mesma forma, como /, e I 2 são valores arbitrários, eles podem ser substituí¬ 
dos por / e i 2 , que fornece a energia instantânea armazenada no circuito, como 
a expressão geral 



(13.32) 


O sinal positivo é selecionado para o termo mútuo se ambas as correntes entra¬ 
rem ou deixarem os terminais marcados com pontos das bobinas; caso contrá¬ 
rio, é selecionado o sinal negativo. 

Agora, estabeleceremos um limite superior para a indutância mútua M. A 
energia armazenada no circuito não pode ser negativa, pois o circuito é passi¬ 
vo. Isso significa que o valor l/2Zf;j 2 + l/2L 2 i 2 -Mi x i 2 deve ser maior ou igual 
a zero: 

\ui\ + ^L 2 í 2 2 - Mi\i 2 > 0 (13.33) 

Para completar o quadrado, adicionamos, bem como subtraímos, o termo 
i\i 2 VL ] L 2 no lado direito da Equação (13.33) e obtemos 

\{hvr x - i 2 vr 2 f + ímVljt 2 - m > o ( 13 . 34 ) 

O termo quadrático jamais é negativo; ele é, no mínimo, zero. Portanto, o 
segundo termo do lado direito da Equação (13.34) deve ser maior que zero; 
isto é, 


\íhfi 2 - M > 0 


OU 


M < VLjfi 2 (13.35) 

Logo, a indutância mútua não pode ser maior que a média geométrica das au- 
toindutâncias das bobinas. O grau com que a indutância mútua M se aproxima 
do limite superior é especificado pelo coeficiente de acoplamento k, dado por 


k = ^~ 

VLfiL 2 

ou 


(13.36) 


M = kVLfi7 2 


(13.37) 
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Núcleo de ar ou de ferrita 




Figura 13.15 Enrolamentos: 

( a ) livremente acoplados; 

( b ) firmemente acoplados; 
a vista em corte transversal 
demonstra ambos os enrolamentos. 


onde 0 < k s 1 ou, de forma equivalente, 0 < M < VL 1 L 2 - O coeficiente de 
acoplamento é a fração do fluxo total que emana de uma bobina que atravessa 
a outra bobina. Por exemplo, na Figura 13.2, 


, _ 012 _ 012 

01 011 + 012 

e na Figura 13.3, 

^ _ 021 _ 021 

02 021 + 022 


(13.38) 


(13.39) 


Se todo fluxo produzido por uma bobina atravessa a outra bobina, então k — 1 
e temos um acoplamento 100% ou diz-se que as bobinas estão perfeitamente 
acopladas. Para k < 0,5, diz-se que as bobinas estão livremente acopladas e, 
para k > 0,5, diz-se que elas estão firmemente acopladas. Logo, 


O coeficiente de acoplamento k é uma medida do acoplamento magnéti¬ 
co entre as duas bobinas; 0 < k < 1. 


Esperamos que k dependa da proximidade entre as duas bobinas, seus 
núcleos, suas orientações e seus enrolamentos. A Figura 13.15 mostra enro¬ 
lamentos livre e firmemente acoplados. Os transformadores de núcleo de ar, 
usados em circuitos rádio frequência, são livremente acoplados, enquanto os 
transformadores de núcleo de ferro usados em sistemas de energia elétrica são 
firmemente acoplados. Os transformadores lineares discutidos na Seção 3.4 
possuem, em sua maior parte, núcleo de ar; os transformadores ideais discuti¬ 
dos nas seções 13.5 e 13.6 são principalmente de núcleo de ferro. 


• EXEMPLO 13.3 


2,5 H 



Figura 13.16 Esquema para o 
Exemplo 13.3. 


Considere o circuito da Figura 13.16. Determine o coeficiente de acoplamento e cal¬ 
cule a energia armazenada nos indutores acoplados no instante t = 1 s se v = 60 cos 
{At + 30°) V. 

Solução: O coeficiente de acoplamento é 


k = 


M 


2,5 

V2Õ 


0,56 


indicando que os indutores estão firmemente acoplados. Para determinar a energia ar¬ 
mazenada, precisamos calcular a corrente. Para detenninar a corrente, precisamos obter 
o equivalente no domínio da frequência do circuito. 


60 cos(4t + 30°) 


60/30°, co = 

5 H 

=> 

jctíL { = ) 20 Í 1 

2,5 H 

=> 

jwM = ) 10 Í1 

4 H 


jo>L 2 = 7 16 Í1 

1 

— F 


— = -74 n 

16 


jcoC 

O circuito equivalente no domínio da frequência é mostrado 


aplicamos análise de malhas. Para a malha 1, 

(10 + /' 20 )I, + jlOI 2 = 60 /30° 


(13.3.1) 


Para a malha 2, 


jlOh + 016 ,/4)I 2 = 0 
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Ij = — 1,2I 2 (13.3.2) 

Substituindo esta na Equação (13.3.1) nos leva a 

I 2 (—12 — y 14) = 60/30° => I 2 - 3,254 /160,6° A 

e 

I, = — 1,2I 2 = 3,905 /-19,4° A 

No domínio do tempo, 

ii = 3,905 cos(4t - 19,4°), i 2 = 3,254 cos(4í + 160,6°) 

Em t = 1 s, 4í = 4 = 229,2° e 

i[ = 3,905 cos(229,2° - 19,4°) = -3,389 A 
i 2 = 3,254 cos(229,2° + 160,6°) = 2,824 A 

A energia total armazenada nos indutores acoplados é 

1 .2 1 -2 
w - + -L 2 i 2 + Mi x i 2 

= ^(5)(-3,389) 2 + ^(4)(2,824) 2 + 2,5(-3,389)(2,824) = 20,73 J 

)ion 



Figura 13.17 Equivalente no domínio da frequência do circuito 
na Figura 13.16. 


Para o circuito da Figura 13.18, determine o coeficiente de acoplamento e a energia 
armazenada nos indutores acoplados em t = 1,5 s. 



Figura 13.18 Esquema para o Problema prático 13.3. 
Resposta: 0,7071, 246,2 J. 


Transformadores lineares 

O transformador é um dispositivo magnético que tira proveito do fenômeno 
da indutância mútua, e o introduzimos como um novo elemento de circuito. 


13.4 


Transformador geralmente é um dispositivo de quatro terminais formado 
por duas (ou mais) bobinas acopladas magneticamente. 


PROBLEMA PRÁTICO 13.3 • 
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Um transformador linear também 
pode ser considerado como 


um, cujo fluxo é proporcional às 
correntes em seus enrolamentos. 



Como mostrado na Figura 13.19, a bobina que está ligada diretamente à 
fonte de tensão é chamada enrolamento primário. Já a bobina ligada à car¬ 
ga é denominada enrolamento secundário. As resistências e R 1 são in¬ 
cluídas para levar em conta as perdas (dissipação de potência) nas bobinas. 
Diz-se que o transformador é linear se as bobinas forem enroladas em um 
material magneticamente linear - um material para o qual a permeabilidade 
magnética é constante. Entre esses materiais, temos ar, plástico, baquelite e 
madeira. Na realidade, a maioria dos materiais é magneticamente linear. Os 
transformadores lineares, usados em aparelhos de rádio e TV, são, algumas 
vezes, chamados transformadores de núcleo de ar, embora nem todos sejam 
necessariamente de núcleo de ar. A Figura 13.20 representa diferentes tipos de 
transformadores. 

Gostaríamos de obter a impedância de entrada Z ent vista da fonte, pois Z ent 
controla o comportamento do circuito primário. A aplicação da LKT às duas 
malhas na Figura 13.19 resulta em 

V = (R\ + ja>L{)\i — ju>Ml 2 (13.40a) 

0 — —jújMIi + (J?2 T jcoLj Z 2 JI 2 (13.406) 


M 



Bobina primária Bobina secundária 

Figura 13.19 Transformador linear. 



Figura 13.20 Diferentes tipos de transformadores: (a) transformador de potência de núcleo seco com enrolamento de cobre; 
( b ) transformadores de áudio. (Cortesia de: (a) Electric Service Co.; (b) Jensen Transformeis .) 
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Na Equação (13.40Ú), expressamos I 2 em termos de Ij e a substituímos na 
Equação (13.40 a). Obtemos a impedância de entrada, como segue 


Z en t- 7" - Rl + j(*>L i + — 
Al K 2 


co 2 M 2 


jü)L 2 


(13.41) 


Note que a impedância de entrada compreende dois termos. O primeiro termo, 
(R\ + jíoL |), é a impedância primária. O segundo termo se deve ao acoplamento 
entre os enrolamentos primário e secundário. E como se essa impedância fosse 
refletida para o primário. Portanto, ela é conhecida como impedância refletida 
Zr, e 



(13.42) 


Alguns autores a chamam de 
impedância acoplada. 



Deve-se notar que o resultado na Equação (13.41) ou (13.42) não é afetado 
pela posição dos pontos no transformador, pois é produzido o mesmo resultado 
quando M é substituído por —M. 

Um pouco da experiência adquirida nas seções 13.2 e 13.3 na análise de 
circuitos acoplados magneticamente é suficiente para convencer qualquer um 
de que a análise desses circuitos não é tão fácil como os circuitos dos capítulos 
anteriores. Por essa razão, algumas vezes, é conveniente substituir um circui¬ 
to acoplado magneticamente por um sem acoplamento magnético. Queremos 
substituir o transformador linear na Figura 13.21 por um circuito T ou n, que 
não teria indutância mútua. 

As relações tensão-corrente para as bobinas primária e secundária forne¬ 
cem a equação matricial a seguir 


M 



Figura 13.21 Determinação 
do circuito equivalente de um 
transformador linear. 


V,' 


jo>L i 

jü)M 

I, 

v 2 . 


jcoM 

jtoL 2 _ 

h. 


(13.43) 


Por inversão matricial, isso pode ser escrito como 




l 2 -m 


V 


MflL 2 - M 1 ) ML,L 2 - M 2 ) 


'Vi' 

lh\ 


-M L x 


Lv 2 J 



Jco{L x L 2 - M z ) ML x L 2 - M 2 )_ 



(13.44) 


Nosso objetivo é igualar as Equações (13.43) e (13.44) com as equações cor¬ 
respondentes para os circuitos Tell. 

Para o circuito T (ou estrela) da Figura 13.22, a análise de malhas fornece 
as equações terminais, como segue 



Figura 13.22 Circuito T equivalente. 


vr 


jco(L a + L c ) 

jü)L c 

li 

v 2 . 


JO)L, 

j(o(L h + L c ) 

I 2 


(13.45) 


Se os circuitos nas Figuras 13.21 e 13.22 forem equivalentes, as Equações 
(13.43) e (13.45) têm de ser idênticas. Equiparando-se os termos nas matrizes 
de impedância das Equações (13.43) e (13.45) nos leva a 


9 + 
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o- 

+ 



Vj La 




Figura 13.23 Circuito n equivalente. 


L a = L x - M, L h = L 2 ~ M, L c = M 


(13.46) 


Para o circuito n (ou A) na Figura 13.23, a análise nodal fornece as equa¬ 
ções nos terminais, como segue 


1 1 1 


+ 


Il 


JmL a j<»L c 

j(oL c 


vr 

I 2 


1 

1 1 


V 2 . 


(13.47) 


jwL c juL B jojí. c _ 

Igualando os termos nas matrizes de admitância das Equações (13.44) e 
(13.47), obtemos 



(13.48) 


Note que nas Figuras 13.22 e 13.23 os indutores não estão magneticamente 
acoplados. Veja também que as mudanças das posições dos pontos na Figura 
13.21 pode fazer que M se torne -M. Conforme ilustra o Exemplo 13.6, um 
valor negativo de M é fisicamente irrealizável, porém, o modelo equivalente 
ainda é matematicamente válido. 


• EXEMPLO 13.4 


• PROBLEMA PRÁTICO 13.4 


No circuito da Figura 13.24, calcule a impedância de entrada e a corrente Ij. Considere 
Z, = 60 -_/100 íl, Z 2 = 30 -y'40 íl e Z L = 80 -y60 íl 



Figura 13.24 Esquema para o Exemplo 13.4. 


Solução: A partir da Equação (13.41), 
Z e nt= + y'20 + 


Portanto, 


(5) z 


= 60 - 7 IOO + ;20 + 


/40 + Z 2 + Z L 
25 

110 + 7 140 
= 60 - 78 O + 0,14 /—51,84° 

= 60,09 -7'80,11 = 100,14 /—53,1° 12 

y 50/60° 

— =- ,—-= 0,5/113,1° A 

Z ent 100,14 /—53,1 L - 


Determine a impedância de entrada do circuito na Figura 13.25 e a corrente da fonte 
de tensão. 
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6 n 


j 4 £2 


Figura 13.25 Esquema para o Problema prático 13.4. 
Resposta: 8,58 /58,05° íl, 4,662 /-58,05° A. 


Detennine o circuito T equivalente do transformador linear na Figura 13.26a. 



Figura 13.26 Esquema para o Exemplo 13.5: (a) um 
transformador linear; ( b ) seu circuito T equivalente. 


Solução: Dado que L 1 = 10, L 2 = 4 e M = 2, o circuito T equivalente apresenta os 
seguintes parâmetros: 

L a = Li - M = 10 - 2 = 8 H 
4=L 2 -M = 4-2=2H, L c = M=2H 

O circuito T equivalente é apresentado na Figura 13.266. Consideramos que os sentidos 
de referência para as polaridades das correntes e tensões nos enrolamentos primário e 
secundário concordem com aqueles indicados na Figura 13.21. Caso contrário, talvez 
precisássemos substituir M por —M, como ilustra o Exemplo 13.6. 


Para o transformador linear da Figura 13.26a, detennine o circuito Ei equivalente. 
Resposta: L A = 18 H, L B = 4,5 H, L c = 18 H. 


Detennine I 1; I 2 e V D na Figura 13.27 (o mesmo circuito que aquele usado para o Pro¬ 
blema prático 13.1) usando o circuito T equivalente para o transfonnador linear. 


jlQ. 



Figura 13.27 Esquema para o Exemplo 13.6. 


Solução: Note que o circuito da Figura 13.27 é o mesmo que aquele da Figura 13.10, 
exceto pelo fato de que o sentido de referência para a conente I 2 foi invertido, apenas 
para fazer os sentidos de referência das conentes para as bobinas acopladas magnetica¬ 
mente concordarem com aqueles da Figura 13.21. 

Precisamos substituir as bobinas com acoplamento magnético pelo circuito T equi¬ 
valente. A parte relevante do circuito da Figura 13.27 é mostrada na Figura 13.28a. 
Comparando-se a Figura 13.28a com a Figura 13.21, vemos que existem duas diferenças. 


EXEMPLO 13.5 • 


PROBLEMA PRÁTICO 13.5 • 


EXEMPLO 13.6 • 
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j 1Q 



(a) 


79 Q 
o—oHm 


o- 


T 

I 


76 £2 

-CT5P-o 

-71Q 

-o 


(b) 


Figura 13.28 Esquema para o 
Exemplo 13.6: (a) circuito para as 
bobinas acopladas da Figura 13.27; 
( b ) circuito T equivalente. 


• PROBLEMA PRÁTICO 13.6 


Primeiro, por causa dos sentidos de referência das correntes e das polaridades das ten¬ 
sões, precisamos substituir M por -M para fazer que a Figura 13.28a fique em con¬ 
cordância com a Figura 13.21. E segundo, o circuito da Figura 13.21 se encontra no 
domínio do tempo, enquanto o circuito da Figura 13.28a se encontra no domínio da 
frequência. A diferença é o fatoryo»; isto é, L na Figura 13.21 foi substituída poryruZ. eM 
por j(x)M. Como co não é especificado, podemos considerar co= 1 rad/s ou qualquer outro 
valor; isso realmente não importa. Com essas duas diferenças em mente, 

L a = Li - ( -M) = 8 + 1 = 9H 
L h = L 2 - (—M) = 5 + 1= 6 H, L c = -M = -1 H 

Portanto, o circuito T equivalente para as bobinas acopladas é aquele mostrado na Fi¬ 
gura 13.286. 

Inserindo o circuito T equivalente na Figura 13.286 para substituir as duas bobinas 
da Figura 13.27, obtemos o circuito equivalente da Figura 13.29 que pode ser resolvido 
usando-se análise nodal ou de malhas. Aplicando análise de malhas, obtemos 

;6 = 1,(4 + 79 - 71) + I 2 (—71) (13.6.1) 

e 

0 = IiC-71) + I 2 (10 + 76 - 71) (13.6.2) 

A partir da Equação (13.6.2), 

li = (1 ° +J ' 5) 1, = (5 - 710)1, (13.6.3) 

j 


\ 4Q 79 Q. 76 Q. Jl 



Figura 13.29 Esquema para o Exemplo 13.6. 


Substituindo a Equação (13.6.3) na Equação (13.6.1), obtemos 

76 = (4 + 78)(5 - 710)I 2 - 7I 2 = (100 - 7)I 2 - 1001, 

Como 100 é muito grande quando comparado com 1, a parte imaginária de (100 —j) 
pode ser ignorada de modo que 100 -j — 100. Fogo, 

I 2 = ^ = 70,06 = 0.06/90° A 

A partir da Equação (13.6.3), 

I, = (5 - 710)70,06 = 0,6 + 70,3 A 
e 

V a = -10I 2 = -70,6 = 0,6 /—90° V 

Esta de acordo com a resposta para o Problema prático 13.1. Obviamente, o sentido de 
I 2 na Figura 13.10 é oposto àquele da Figura 13.27. Isso não afetará V 0 , porém, o valor 
de I, nesse exemplo é o negativo daquele de I 2 no Problema prático 13.1. A vantagem 
de usar o modelo T equivalente para bobinas acopladas magneticamente é que, na Figu¬ 
ra 13.29, não precisamos nos incomodar com o ponto nas bobinas acopladas. 

Resolva o problema do Exemplo 13.1 (verFigura 13.9) usando o modelo T equivalente 
para as bobinas acopladas magneticamente. 

Resposta: 13 /-49,4° A, 2,91 /14,04° A. 
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13.5 Transformadores ideais 

Transformador ideal é um com acoplamento perfeito (k = 1), formado por duas 
(ou mais) bobinas com grande número de espiras enroladas em um núcleo 
comum de alta permeabilidade. Em decorrência disso, o fluxo se associa com 
todas as espiras de ambas as bobinas resultando, consequentemente, em um 
acoplamento perfeito. 

Para verificarmos como um transformador ideal é o caso limitante de dois 
indutores acoplados em que as indutâncias se aproximam do infinito e o aco¬ 
plamento é perfeito, reexaminemos o circuito da Figura 13.14. No domínio 
da frequência, 


V! = 7 «L,I, + joM I 2 (13.49 a) 

V 2 = jojMI, + ;wi 2 I 2 (13.496) 

A partir da Equação (13.49a), Ij = (Vj -ja)M\ 2 yju>L x (devemos usar essa equa¬ 
ção também para desenvolver as relações de corrente em vez de usar a conser¬ 
vação de energia que vamos fazer mais adiante). Substituindo esta na Equação 
(13.496), resulta em 


MVj 

V 2 — joiL 2 1 2 4 ~ 


ja)M 2 1 2 
Li 


Porém, M = \ / L í L 2 para acoplamento perfeito (k = 1). Logo, 


V 2 


jcoL 2 1 2 + 


Vj L\L 2 y 1 

u 


ju>L l L 2 l2 

Li 



= «V, 


onde n = \/L x L 2 e esta é chamada relação de espiras. Como L x , L 2 , M —> 00 
de modo que n permanece a mesma, as bobinas acopladas se tornam um trans¬ 
formador ideal. Diz-se que um transformador é ideal se ele tiver as seguintes 
propriedades: 

1. As bobinas possuem reatâncias muito grandes (L u L 2 , M —» 00 ). 

2. O coeficiente de acoplamento é unitário (k= 1). 

3. As bobinas primária e secundária são sem perdas (R x = 0 = Rt). 


Transformador ideal é um transformador sem perdas com coeficiente de 
acoplamento unitário no qual as bobinas primárias e secundária possuem 
autoindutâncias infinitas. 


Os transformadores com núcleo de ferro são boas aproximações dos transforma¬ 
dores ideais, usados em sistemas de geração de energia elétrica e em eletrônica. 

A Figura 13.30a ilustra um transformador ideal comum; o símbolo em 
circuitos é indicado na Figura 13.306. As linhas verticais entre as bobinas in¬ 
dicam um núcleo de ferro diferentemente do núcleo de ar usado em transfor¬ 
madores lineares. O enrolamento primário possui N x espiras; o enrolamento 
secundário possui N 2 espiras. 

Quando uma tensão senoidal é aplicada ao enrolamento primário, confor¬ 
me mostrado na Figura 13.31, o fluxo magnético <f> atravessa ambos os enrola¬ 
mentos. De acordo com a lei de Faraday, a tensão no enrolamento primário é 

d<f> 

v x =N x — (13.50a) 



(b) 


Figura 13.30 (a) Transformador 
ideal; (6) símbolo usado em circuitos 
para transfomiadores ideais. 



Figura 13.31 Relacionando 
valores primário e secundário em um 
transfomiador ideal. 
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enquanto no enrolamento secundário é 


v 2 



(13.50A) 


Dividindo a Equação (13.50Z>) pela Equação (13.50a), obtemos 

= ^2 = (13.51) 

Vi N 1 

onde n é, novamente, a relação de espiras ou a relação de transformação. 
Podemos usar as tensões fasoriais V] e V 2 em vez dos valores instantâneos v l 
e v 2 . Portanto, a Equação (13.51) pode ser escrita como segue 



(13.52) 


Por motivo de conservação de energia, a energia fornecida para o primário 
deve ser igual à energia absorvida pelo secundário, já que não existem perdas 
em um transformador ideal. Isso implica 


v \i\ = v 2 i 2 (13.53) 

Na forma fasorial, a Equação (13.53) em conjunto com a Equação (13.52) fica 


h 

h 


Yi 

Vr 


n 


(13.54) 


demonstrando que as correntes no primário e no secundário estão relacionadas 
com a relação de espiras em uma razão inversa das tensões. Portanto, 


h = Nf = }_ 

li N 2 n 


(13.55) 


Quando n = 1, geralmente o transformador é chamado transformador de iso¬ 
lamento. A razão para tal ficará óbvia na Seção 13.9.1. Se n > 1, temos um 
transformador elevador de tensão , já que a tensão é aumentada do primário 
para o secundário (V 2 > Vj). Por outro lado, se n < 1, o transformador é um 
transformador abaixador de tensão, uma vez que a tensão é reduzida do pri¬ 
mário para o secundário (V 2 < V,). 


Transformador abaixador de tensão é aquele no qual a tensão no secun¬ 
dário é menor que a tensão no primário. 


Transformador elevador de tensão é aquele no qual a tensão no secundá¬ 
rio é maior que a tensão no primário. 


Os valores nominais dos transformadores são normalmente especificados 
como VfV 2 . Um transformador com valor nominal 2.400/120 V deve ter 2.400 V 
no primário e 120 no secundário (isto é, um transformador abaixador de ten¬ 
são). Tenha em mente que as tensões nominais são valores RMS. 
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As empresas de geração de energia elétrica normalmente geram uma ten¬ 
são conveniente e usam um transformador elevador de tensão para aumentar 
a tensão de modo que a energia possa ser transmitida em alta tensão e baixa 
corrente através das linhas de transmissão, resultando em economias signi¬ 
ficativas. Próximo das instalações dos consumidores residenciais são usados 
transformadores abaixadores de tensão para reduzir a tensão para 120 V. 
A Seção 13.9.3 explicará isso em detalhes. 

É importante sabermos como obter a polaridade apropriada das tensões e 
o sentido das correntes para o transformador da Figura 13.31. Se a polaridade 
de V! e V 2 ou o sentido de I, e I 2 forem mudados, talvez seja necessário subs¬ 
tituir n por -77 nas Equações (13.51) a (13.55). As duas regras simples a serem 
respeitadas são: 

1. Se tanto V, quanto V 2 forem positivas ou ambas negativas nos terminais 
pontuados, use +n na Equação (13.52). Caso contrário, use -n. 

2. Se tanto I 2 quanto I 2 entrarem ou ambos deixarem os terminais pontuados, 
use -77 na Equação (13.55). Caso contrário, use +77. 



As regras são demonstradas com os quatro circuitos da Figura 13.32. 

Usando as Equações (13.52) e (13.55), sempre podemos expressar V; em 
termos de V 2 e Ij em termos de I 2 ou vice-versa: 

V 2 

V, = J ou V 2 = 77 V, (13.56) 

li 

Ij = 7 íI 2 ou I 2 = — (13.57) 

n 



A potência complexa no enrolamento primário é 



(13.58) 


mostrando que a potência complexa fornecida para o primário é entregue para 
o secundário sem perdas. O transformador não absorve nenhuma energia. Ob¬ 
viamente, isso era o esperado, já que o transformador ideal é sem perdas. A 
impedância de entrada vista pela fonte na Figura 13.31 é encontrada a partir 
das Equações (13.56) e (13.57), como segue 

Zent=^ Í = 4-T (13 ' 59) 

li n z l 2 



(d) 

Figura 13.32 Circuitos típicos 
ilustrando as polaridades das tensões, 
bem como os sentidos das correntes 
apropriados em um transformador ideal. 


Fica evidente da Figura 13.31 que V 2 /1 2 = Z L , de modo que 



(13.60) 


A impedância de entrada também é chamada impedância refletida, uma vez 
que parece como se a impedância da carga fosse refletida para o lado do primá¬ 
rio. Essa capacidade de o transformador transformar dada impedância em outra 
nos dá um meio de casamento de impedâncias para garantir a transferência de 
potência máxima. A ideia de casamento de impedâncias é muito útil na prática 
e será discutida de forma mais detalhada na Seção 13.9.2. 


Note que um transformador 
ideal reflete uma impedância 
como o quadrado da relação de 
espiras. 
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Ao analisarmos um circuito contendo um transformador ideal, é prática 
comum eliminar o transformador refletindo as impedâncias e as fontes de um 
lado do transformador para o outro. No circuito da Figura 13.33, suponha que 
queiramos refletir o lado secundário do circuito para o lado primário. Encon¬ 
tramos o circuito equivalente de Thévenin do circuito à direita dos tenninais 
a-b. Obtemos V Th como a tensão de circuito aberto nos terminais a-b, confor¬ 
me mostrado na Figura 13.34a. 



Figura 13.33 Circuito de transformador ideal cujos circuitos 
equivalentes devem ser encontrados. 



í) V, 2 1/0° 


(a) 



Figura 13.34 (a) Obtenção de V Th para o circuito da Figura 13.33; (b) obtenção de Z Th para o circuito da Figura 13.33. 


Como os terminais a-b estão abertos, I[ = 0 = I 2 de modo que V 2 e V s2 . Logo, 
a partir da Equação (13.56), obtemos 


V.1 ± 



Figura 13.35 Circuito equivalente 
para a Figura 13.33 obtido refletindo-se 
o circuito do secundário para o lado do 
primário. 


V T h = V! 



(13.61) 


Para obter Z Th , eliminamos a fonte de tensão no enrolamento secundário e in¬ 
serimos uma fonte unitária nos temiinais a-b, como indicado na Figura 13.346. 
Das Equações (13.56) e (13.57), \\ril 2 e V! = V 2 /w, de modo que 

V] v 2 /« z 2 

Z-rh — y — i — 2’ V 2 — Z 2 I 2 (13.62) 

li wl 2 n 


que é o esperado da Equação (13.60). Assim que tivermos V Th e Z Th , acrescen¬ 
tamos o circuito equivalente de Thévenin à parte do circuito da Figura 13.33 à 
esquerda dos terminais a-b. A Figura 13.35 mostra o resultado. 



Figura 13.36 Circuito equivalente 
para a Figura 13.33 obtido refletindo-se 
o circuito do primário para o lado do 
secundário. 


A regra para eliminar o transformador e refletir o circuito secundário para o 
lado primário é: dividir a impedância do secundário por n 2 , dividir a tensão 
do secundário por n e multiplicar a corrente do secundário por n. 


Também podemos refletir o lado primário do circuito da Figura 13.33 para 
o lado secundário. A Figura 13.36 mostra o circuito equivalente. 


A regra para eliminar o transformador e refletir o circuito primário para o 
lado do secundário é: multiplicara impedância do primário porn 2 , multipli¬ 
cará a tensão do primário por n e dividir a corrente do primário por n. 
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De acordo com a Equação (13.58), a potência permanece a mesma, indepen¬ 
dentemente se calculado no lado primário ou no secundário. Porém, esteja 
ciente de que esse método de reflexão aplica-se apenas se não existirem li¬ 
gações externas entre os enrolamentos primário e secundário. Quando temos 
essas ligações, usamos simplesmente análise nodal ou de malhas. Exemplos 
de circuitos em que existem ligações eternas entre os enrolamentos primá¬ 
rio e secundário são os das Figuras 13.39 e 13.40. Perceba também que, se 
as posições dos pontos na Figura 13.33 forem alteradas, talvez tenhamos 
de substituir n por -n de modo a respeitar a regra dos pontos, ilustrada na 
Figura 13.32. 


Um transformador ideal tem os seguintes valores nominais: 2.400/120 V, 9,6 kVA; 
e tem 50 espiras no secundário. Calcule: (a) a relação de espiras; (b) o número de 
espiras no primário; (c) os valores nominais das correntes nos enrolamentos primário 
e secundário. 


Solução: (a) Este é um transformador abaixador de tensão já que V l = 2.400 V > 
V 2 = 120 V. 


(b) 


V 2 _ 120 
Vi ~ 2.400 


0,05 


Ni 

ZVi 


50 

0,05 = — 
/Vi 


ou 


/Vi 


50 

0,05 


1.000 espiras 


(c) S = VJi = V 2 I 2 = 9,6 kVA Portanto, 


h 


9.600 

V 2 


h 

9.600 

120 


9.600 

Vi 

80 A 


9.600 

2.400 


4 A 



n 


4 

ÕÕ5 


80 A 


A corrente no primário de um transformador ideal com valor nominal 3.300/110 V é 
5 A. Calcule: (a) a relação de espiras; (b) o valor nominal em kVA; (c) a corrente no 
secundário. 

Resposta: (a) 1/20; (b) 11 kVA; (c) 100 A. 


Para o circuito com transformador ideal da Figura 13.37, determine: (a) a corrente de 
fonte E; (b) a tensão de saída V 0 ; (c) a potência complexa fornecida pela fonte. 


120/0° V RMS ( + 




Figura 13.37 Esquema para o Exemplo 13.8. 


Solução: (a) A impedância de 20 íl pode ser refletida para o lado do primário, obtendo-se 


_ 20 _ 20 
n 2 4 


5 íl 


EXEMPLO 13.7 • 


PROBLEMA PRÁTICO 13.7 • 


EXEMPLO 13.8 • 
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• PROBLEMA PRÁTICO 13.8 


Portanto, 


Z e nt= 4 — y'6 + Z„ = 9 — j6 = 
120 / 0 ° 120 / 0 ° 

11 ~~ Z en , ~~ 10,82 /—33,69° 


10,82 /—33,69° Í2 
= 11,09 /33,69° A 


(b) Como Ij e I 2 deixam os terminais marcados com pontos, 


h = ~yh = -5,545 /33,69° A 

V„ = 20I 2 = 110,9 /213,69° V 
(c) A potência complexa fornecida é 


S = VJÍ = (120/0°)(11,09 /—33,69° ) = 1.330,8 /—33,69° VA 


No circuito com transformador ideal da Figura 13.38, determine V D e a potência com¬ 
plexa fornecida pela fonte. 


240/0° VRMSf 't 




16 Q. 

AVA 


-7 24 n 


Figura 13.38 Esquema para o Problema prático 13.8. 


Resposta: 429,4 /116,57° V, 17,174 /-26,57° kVA. 


• EXEMPLO 13.9 

Calcule a potência fornecida ao resistor de 10 fí 110 circuito com transformador ideal 
da Figura 13.39. 



Figura 13.39 Esquema para o Exemplo 13.9. 


Solução: A reflexão para o primário ou o secundário não pode ser realizada com esse 
circuito: existe uma conexão direta entre o primário e o secundário devido ao resistor 
de 30 íl. Aplicaremos a análise de malhas. Para a malha 1, 

-120 + (20 + 30)1, - 30I 2 + Vi = 0 


ou 


501, - 30I 2 + V! = 120 


(13.9.1) 


Para a malha 2, 

-V 2 + (10 + 30)I 2 - 301, = 0 
ou 

-301, + 40I 2 - V 2 = 0 


(13.9.2) 


Nos terminais do transformador, 



(13.9.3) 
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h = -21, (13.9.4) 

(Note que n = 1/2). Agora, temos quatro equações e quatro incógnitas, porém, nosso 
objetivo é obter I 2 . Portanto, substituímos V, e I, em termos de V 2 e I 2 nas Equações 
(13.9.1) e (13.9.2). A Equação (13.9.1) fica 

—55I 2 - 2V 2 = 120 (13.9.5) 

e a Equação (13.9.2) fica 

15I 2 + 40I 2 - V 2 = 0 =S> V 2 = 55I 2 (13.9.6) 

Substituindo-se a Equação (13.9.6) na Equação (13.9.5), 

120 

— 165I 2 =120 =4> I 2 =-— = -0,7272 A 

165 

A potência absorvida pelo resistor de 10 Í1 é 

P = (—0,7272) 2 ( 10) = 5,3 W 

Detennine V 0 no circuito da Figura 13.40. PROBLEMA PRÁTICO 13.9 • 


8Q 



Figura 13.40 Esquema para o Problema prático 13.9. 

Resposta: 48 V. 


13.6 


Autotransformadores ideais 


Diferentemente do transformador convencional de dois enrolamentos consi¬ 
derado até agora, um autotransformador tem um único enrolamento com um 
ponto de conexão chamado derivação entre o primário e o secundário. Nor¬ 
malmente, a derivação é ajustável de modo a fornecer a relação de espiras de¬ 
sejada para elevar ou abaixar a tensão. Dessa maneira, é fornecida uma tensão 
variável para a carga conectada ao autotransformador. 


Autotransformador é um transformador no qual tanto o primário como o 
secundário têm um único enrolamento. 


A Figura 13.41 mostra um autotransformador-padrão. Como exposto na 
Figura 13.42, ele pode operar no modo redutor ou elevador e é um tipo de 
transformador de potência. Sua maior vantagem em relação ao transformador 
de dois enrolamentos é sua habilidade em transferir potência aparente maior. O 
Exemplo 13.10 demonstrará isso. Outra vantagem é que um autotransformador 
é menor e mais leve que um transformador equivalente de dois enrolamentos. 

Entretanto, como tanto o enrolamento primário como o secundário são um 
único enrolamento, o isolamento elétrico (nenhuma conexão elétrica direta) é 
perdido. (Veremos como a propriedade de isolamento elétrico no transforma- Figura 13.41 Autotransformador- 
dor convencional é empregada de forma prática na Seção 13.9.1.) A falta de -padrão. (Cortesia de Todd Systems Inc.) 
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li 



( b ) 


Figura 13.42 (a) Autotransformador 

abaixador; ( b ) autotransformador 
elevador. 


• EXEMPLO 13.10 


isolamento elétrico entre os enrolamentos primário e secundário é uma desvan¬ 
tagem importante do autotransformador. 

Algumas das fórmulas derivadas para transformadores ideais aplicam-se 
também para autotransformadores ideais. Para o circuito do autotransformador 
abaixador da Figura 13.42a, a Equação (13.52) fornece 


Vi N, + N 2 N± 

V 2 N 2 n 2 


(13.63) 


Na qualidade de autotransformador ideal, não existem perdas, portanto a po¬ 
tência complexa permanece a mesma nos enrolamentos primário e secundário: 

S, = V]I| = S 2 = V 2 I 2 (13.64) 

A Equação (13.64) também pode ser expressa como 

VJi = V 2 I 2 

ou 

Yi = I ± 

Vi i 2 

Portanto, a relação entre correntes é 

II - N 2 

h Ni + N 2 

Para o circuito com transformador elevador da Figura 13.426, 

Vi _ v 2 

Ni Ni + N 2 


(13.65) 


(13.66) 


ou 


Vi _ N i 

V 2 Ni + N 2 


(13.67) 


A potência complexa dada pela Equação (13.64) também se aplica ao auto¬ 
transformador elevador de modo que a Equação (13.65) se aplique novamente. 
Logo, a relação entre correntes é 


I, Ni + N 2 N 2 

— = —-- = 1 + — 

I 2 Ni Ni 


(13.68) 


A principal diferença entre transformadores convencionais e autotransfor¬ 
madores é que o primário e o secundário do autotransformador não são apenas 
acoplados magneticamente, como também acoplados em termos condutivos. O 
autotransformador pode ser usado no lugar de um transformador convencional 
quando o isolamento elétrico não é necessário. 


Compare as potências nominais do transfomiador de dois enrolamentos na Figura 
13.43a com o autotransformador na Figura 13.436. 
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4 A 


0,2 A 



(a) 

Figura 13.43 




Esquema para o Exemplo 13.10. 


Solução: Embora os enrolamentos primário e secundário do autotransformador cons¬ 
tituam um enrolamento contínuo, eles foram separados na Figura 13.426 para facilitar a 
análise. Notamos que a corrente e a tensão de cada enrolamento do autotransformador 
na Figura 13.436 são as mesmas do transformador de dois enrolamentos na Figura 
13.43a. Esta é a base de comparação entre potências nominais. 

Para o transformador de dois enrolamentos, a potência nominal é 

Si = 0,2(240) = 48 VA ou S 2 = 4(12) = 48 VA 
Para o autotransformador, a potência nominal é 

5! = 4,2(240) = 1.008 VA ou S 2 = 4(252) = 1.008 VA 
que é 21 vezes a potência nominal do transfonnador de dois enrolamentos. 


Consulte a Figura 13.43. Se o transformador de dois enrolamentos for um transforma¬ 
dor de 120 V/10 V, 60 VA, qual a potência nominal do autotransformador? 

Resposta: 780 VA. 


Observe o circuito do autotransformador na Figura 13.44. Calcule: (a) I ls I 2 e I D se 
Z L = 8 + j6 Í2; (b) a potência complexa fornecida para a carga. 


h 


120 espiras 

V 2 Z L 

80 espiras 

\± 

Figura 13.44 Esquema para o Exemplo 13.11. 

Solução: (a) Este é um autotransformador elevador com = 80, N 2 = 120, Vj = 120 /30° , 
de modo que a Equação (13.67) possa ser usada para determinar V 2 , como segue 

Vi _ /Vi _ _ 80 _ 

\ 2 ~ N l+ N 2 ~ 200 



ou 


V 2 = 


- 


V2 

Z \ L 


200 _ 200 
80 V ‘ ~~ 80 
300/30° 

8 +76 


(120/30°) 

300/30° 

10 /36,87° 


300/30° V 
30 /—6,87° A 


PROBLEMA PRÁTICO 13.10 • 


EXEMPL0 13.il • 
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Porém, 


Ii^ _ Ni + N 2 _ 200 
h ~ ff ~~ ~8Õ~ 


ou 





• 

3 

1 

2 + 



Á 

V 2 

Carga de 16 kW 

M 





I Figura 13.45 Esquema para o 
I Problema prático 13.11. 

• PROBLEMA PRÁTICO 13.11 


200 200 . 

h = — (30 /-6,87° ) 


80 


80 


75 /—6,87° A 


Na derivação, aplicando a LKC, temos 

II + lo = h 


OU 

I„ = I 2 I, = 30 /—6,87° - 75 /—6,87° = 45 /173,13° A 
(b) A potência complexa fornecida para a carga é 

S 2 = V 2 I* = |I 2 | 2 Z l = (30) 2 (10 /36,87° ) = 9 /36,87° kVA 

No circuito do autotransfonnador da Figura 13.45, encontre as correntes I 1; I 2 e I 0 . 
Adote V! = 2,5 kV, V 2 = 1 kV. 


Resposta: 6,4 A, 16 A, 9,6 A. 


13.7 


transformadores trifásicos 


Para atender à demanda pela transmissão de energia trifásica, são necessárias 
ligações do transformador compatíveis com operações trifásicas. Podemos 
obtê-las de duas maneiras: ou ligando transformadores trifásicos formando, con¬ 
sequentemente, o chamado banco de transformadores , ou usando um trans¬ 
formador trifásico especial. Para a mesma potência nominal em kVA, um 
transformador trifásico sempre é menor e mais barato que três transformado¬ 
res monofásicos. Quando são usados transformadores monofásicos, deve-se 
garantir que possuam a mesma relação de espiras n para atingir um sistema 
trifásico equilibrado. Existem quatro maneiras-padrão de ligar três transfor¬ 
madores monofásicos ou um transfonnador trifásico para operações trifásicas: 
estrela-estrela, triângulo-triângulo, estrela-triângulo e triângulo-estrela. 

Para qualquer uma das quatro ligações, a potência aparente total S T , a po¬ 
tência real P T e a potência reativa Q r são obtidas como segue 


S T = V3V l I l (13.69a) 

P T = SjCosO = V3 V l I l cosO (13.696) 

Q t = S T send = V3V L I L send (13.69c) 

onde V, e I L são, respectivamente, iguais à tensão de linha V Lp e a corrente de 
linha I Lp para o primário, ou a tensão de linha VLs e a corrente de linha hs para 
o secundário. Observe, da Equação (13.69), que, para cada uma das quatro 
conexões, V L f Ls = V Lp I Lp , uma vez que a potência, em um transformador ideal, 
tem de ser conservada. 

Para a conexão estrela-estrela (Figura 13.46), a tensão de linha V Lp no pri¬ 
mário, a tensão de linha V u no secundário, a corrente de linha I Lp no primário 
e a corrente de linha I Ls no secundário estão relacionadas com o transformador 
pela relação de espiras n por fase de acordo com as Equações (13.52) e (13.55), 
como segue 
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V Ls = nV Lp (13.70a) 

h.p 

hs = — (13.70*) 

Para a conexão triângulo-triângulo (Figura 13.47), a Equação (13.70) também 
se aplica para as tensões de linha e para as correntes de linha. Essa conexão é 
única no sentido de que, se um dos transformadores for eliminado para reparo 
ou manutenção, os outros dois formam um triângulo aberto, capaz de fornecer 
tensões trifásicas em um nível reduzido do transformador trifásico original. 


•Lp 




‘Lp 

n 



1 : 



Figura 13.46 Conexão estrela-estrela de um 
transfomiador trifásico. 



1: n 



Figura 13.47 Conexão triângulo-triângulo de 
um transfomiador trifásico. 


Para a conexão estrela-triângulo (Figura 13.48), existe um fator V3 pro¬ 
veniente dos valores de linha-fase, além da relação de espiras («). Portanto, 


nV Lp 


V3 

(13.71 a) 

V3 I Lp 

(13.71*) 

n 


De forma similar, para a conexão triângulo-estrela (Figura 13.49), 


V,, = nV3V, 


Lp 




I 


Lp 


iV 3 


(13.72 a) 
(13.72*) 



Figura 13.48 Conexão estrela-triângulo de um 
transformador trifásico. 


Figura 13.49 Conexão triângulo-estrela de um 
transformador trifásico. 




















































• 522 Fundamentos de circuitos elétricos 


• EXEMPLO 13.12 


• PROBLEMA PRÁTICO 13.12 


A carga equilibrada de 42 kVA, representada na Figura 13.50, é alimentada por um 
transformador trifásico. (a) Determine o tipo de conexões de transformador, (b) Calcule 
a tensão e a corrente de linha no primário, (c) Determine a potência nominal em kVA 
de cada transformador usado no banco de transformadores. Suponha que os transfor¬ 
madores sejam ideais. 



Figura 13.50 Esquema para o Exemplo 13.12. 


Solução: (a) Uma observação cuidadosa da Figura 13.50 mostra que o primário está 
conectado em estrela, enquanto o secundário está conectado em triângulo. Portanto, o 
transformador trifásico é estrela-triângulo, similar àquele mostrado na Figura 13.48. 
(b) Dada a carga com potência aparente total S T = 42 kVA, a relação de espiras n — 5 e 
a tensão de linha no secundário V Ls = 240 V, podemos determinar a corrente de linha no 
secundário usando a Equação (13.69a), por meio de 


Ir, = 


S T 

V3V Ls 


42.000 

V3(240) 


= 101 A 


A partir da Equação (13.71), 


Vl p 


W Ls 


5 X 101 


V3 
V3 X 240 


= 292 A 


= 83,14 V 


(c) Como a carga é equilibrada, cada transformador compartilha igualmente a carga total 
e, já que não há perdas (supondo transformadores ideais), a potência nominal em kVA de 
cada transformador é S = S-J 3 = 14 kVA. De forma alternativa, os valores nominais do 
transformador podem ser determinados pelo produto da corrente de fase e pela tensão 
de fase do primário ou secundário. Para o primário, por exemplo, temos uma conexão 
em triângulo, de modo que a tensão de fase é a mesma que a tensão de linha de 240 V, 
enquanto a corrente de fase é 7 £/ /V3 = 58,34 A. Portanto, S = 240 X 58,34 = 14 kVA. 


Um transformador trifásico triângulo-triângulo é usado para abaixar a tensão de linha 
de 625 kV, para alimentar uma fábrica operando com uma tensão de linha de 12,5 kV. 
A fábrica absorve 40 MW com fator de potência (atrasado) igual a 85%. Determine: (a) 
a corrente absorvida pela fábrica; (b) a relação de espiras; (c) a corrente no primário do 
transformador; (d) a carga suportada por transformador. 

Resposta: (a) 2,174 kA; (b) 0,02; (c) 43,47 A; (d) 15,69 MVA. 


13.8 


Análise de circuitos magneticamente 
acoplados usando o PSpice 


O PSpice analisa circuitos acoplados magneticamente, bem como os circuitos 
indutores, exceto pelo fato de que a convenção dos pontos deve ser seguida. 
No Schematic do PSpice, o ponto (não mostrado) está sempre próximo ao pino 
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1 , que é o terminal do lado esquerdo do indutor quando o indutor cujo nome 
de componente L é colocado (horizontalmente) sem rotação no esquema. Por¬ 
tanto, o ponto ou pino 1 estará na parte inferior após uma rotação de 90° no 
sentido anti-horário, já que a rotação é sempre em torno do pino 1. Assim que 
os indutores acoplados magneticamente forem dispostos, considerando-se que 
a convenção dos pontos e os valores de seus atributos são estabelecidos em 
henries, usamos o símbolo de acoplamento KLINEAR para definir o acopla¬ 
mento. Para cada par de indutores acoplados, adote as seguintes etapas: 

1. Selecione Draw/Get New Part e digite K LINEAR. 

2. Pressione <enter> ou clique em OK e coloque o símbolo K LINEAR no 
esquema, confonne indicado na Figura 13.51. (Note que K LINEAR não 
é um componente e, portanto, não tem pinos.) 

3. Clique duas vezes com o botão esquerdo (DCLICKL) em COUPLING e 
ajuste o valor do coeficiente de acoplamento k. 

4 . Clique duas vezes com o botão esquerdo (DCLICKL) na caixa (símbolo de 
acoplamento) e introduza os nomes de referência para os indutores acoplados 
como valores de Li, i = 1, 2, ..., 6. Por exemplo, se os indutores L20 e L23 
estiverem acoplados, configuramos LI = L20 e L2 = L23. Lie pelo menos 
outro Li devem receber valores; outros Lis podem ser deixados em branco. 

Na etapa 4, até seis indutores acoplados de igual acoplamento podem ser 
especificados. 

Para o transformador de núcleo de ar, o partname é XFMRLINEAR. 

Ele pode ser inserido em um circuito selecionando-se Draw/Get Part 
Name e, então, digitando o nome do componente ou selecionando o nome do 
componente da biblioteca analog.slb. Como mostrado, normalmente, na Figu¬ 
ra 13.52a, os principais atributos do transformador linear são o coeficiente de 
acoplamento k e os valores de indutância LI e L2 em henries. Se a indutância 
mútua M for especificada, seu valor deve ser usado juntamente com LI e L2 
para calcular k. Tenha em mente que o valor de k deve estar entre 0 e 1. 

Para o transformador ideal, o nome do componente é XFRMNONLI- 
NEAR e se encontra na biblioteca breakout.slb. Selecione-o clicando em 
Draw/Get Part Name e, então, digitando o nome do componente. Seus atri¬ 
butos são o coeficiente de acoplamento e os números de espiras associados 
com LI e L2, conforme ilustrado, comumente, na Figura 13.52 b. O valor do 
coeficiente de acoplamento mútuo k— 1. 

O PSpice tem algumas configurações de transformador adicionais que não 
trataremos aqui. 


Use o PSpice para determinar / i 2 e z 3 no circuito mostrado na Figura 13.53. 



Figura 13.53 Esquema para o Exemplo 13.13. 


dD Ki 

K_Linear 
COUPLING = 1 

Figura 13.51 K Linear para 
definição de acoplamento. 


TX2 



COUPLING =0.5 
L1_VALUE = ImH 
L2_VALUE = 2 5mH 

(a) 


TX4 



kbreak 


COUPLING=0.5 
L1_TURNS = 500 
L2_TURNS = 1000 

(*>) 

Figura 13.52 (a) Transformador 
linear XRFM LINEAR; 

(b) transfonnador ideal 
XFRM NONLINEAR. 

EXEMPLO 13.13 • 
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Solução: Os coeficientes de acoplamento dos três indutores acoplados são determina¬ 
dos como segue: 


ki2 

ki3 

^23 


M l2 

1 

VLjLj 

V3 X 3 

m 13 

1,5 

\ZL x L 3 

V3 X 4 


2 

Vlj7 3 

V3X4 


0,3333 

0,433 

0,5774 


A frequência operacional/é obtida da Figura 13.53 como u> = 12tt = 2 trf —»/= 6 Hz. 


O esquema do circuito é representado na Figura 13.54. Note como a convenção dos 
pontos é respeitada. Para L2, o ponto (não indicado) está sobre o pino 1 (o terminal do 
lado esquerdo) e é, portanto, colocado sem rotação. Para Ll, para que o ponto esteja 
sobre o lado direito do indutor, este deve ser girado a 180°. Para L3, o indutor deve ser 
girado a 90° de modo que o ponto estará na parte inferior. Observe que o indutor de 2H 
(Z 4 ) não está acoplado. Para lidar com os três indutores acoplados, usamos três com¬ 
ponentes K LINEAR, fornecidos na biblioteca analógica, e configuramos os seguintes 
atributos (dando um clique duplo sobre a caixa com símbolo K): 


Os valores do lado direito são 
os designadores referências dos 
indutores no esquema. 


Kl - KL I NE AR 
Ll = Ll 
L2 = L2 

COUPLING = 0.3333 

K2 - KLINEAR 
Ll = L2 
L2 = L3 

COUPLING = 0.433 

K3 - KLINEAR 
Ll = Ll 
L2 = L3 

COUPLING = 0.5774 


MAG = ok 


IPRINT 



[Kj Kl 
K_Linear 
COUPLING = 0.3333 
Ll = Ll 
L2 = L2 

\K\ K2 
K_Linear 
COUPLING =0.43 3 
Ll = L2 
L2 = L3 

\K\ K3 
K_Linear 
COUPLING = 0.5774 
Ll = Ll 
L2 = L3 


Figura 13.54 Esquema do circuito da Figura 13.53. 


São inseridos três pseudocomponentes IPRINT nos ramos apropriados para obter as 
correntes /,, i 2 e z 3 necessárias. Como se trata de uma análise de frequência simples em 
CA, selecionamos Analysis/Setup/AC Sweep e introduzimos Total Pts = 1 , Start Freq 
= 6 e Final Freq = 6. Após salvar o esquema, selecionamos Analysis/Simulate para 
simulá-lo. O arquivo de saída inclui o seguinte: 
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FREQ 

6.OOOE+OO 
FREQ 

6.OOOE+OO 
FREQ 

6.OOOE+OO 


IM(V_PRINT2) 
2.114E-01 
IM(V_PRINT1) 
4.654E-01 
IM(V_PRIMT3) 
1.095E-01 


IP(V_PRINT2) 
-7.575E+01 
IP(V_PRINT1) 
-7.025E+01 
IP(V_PRINT3) 
1.715E+01 


A partir das informações dadas, obtemos: 

i! = 0,4654 /—70,25° 

I 2 = 0,2114 /—75,75° , I 3 = 0,1095 /17,15° 

Portanto, 

í! = 0,4654 cos(l2 nt - 70,25°) A 

1 2 = 0,2114cos(12ttí - 75,75°) A 

1 3 = 0,1095 cos(12t7í + 17,15°) A 

Determine i a no circuito da Figura 13.55 usando o PSpice. 

k = 0,4 



Figura 13.55 Esquema para o Problema prático 13.13. 
Resposta: 2,012 cos(4í +68,52°) A. 


PROBLEMA PRÁTICO 13.13 • 


Detennine V! e V 2 no circuito do transformador ideal da Figura 13.56 usando o PSpice. 


80 Q ■ /40 Q 



Figura 13.56 Esquema para o Exemplo 13.14. 


Solução: 

1. Definição. O problema está definido de forma clara e podemos prosseguir para o 
próximo passo. 

2. Apresentação. Temos um transformador ideal e devemos encontrar as tensões de 
entrada e de saída para esse transformador. Além disso, usaremos o PSpice para 
determinar as tensões. 

3. Alternativa. Devemos usar o PSpice. Podemos usar análise de malhas para reali¬ 
zar uma verificação. 

4. Tentativa. Como de praxe, supomos a=le encontramos os valores de capaci- 
tância e de indutância correspondentes aos elementos: 


EXEMPLO 13.14 • 


























• 526 Fundamentos de circuitos elétricos 


3 

II 

0 

=4> 

L = 10 H 

1 

■)40 = — 
jwC 

=4- 

C = 25 mF 


. A Figura 13.57 mostra o esquema. Para o transformador ideal, configuramos o fator 

Lembrete, para um transformador ^ ac0 plamento em 0,99999 e os números de espiras para 400.000 e 100.000. Os dois 

ideal, as indutâncias para os pseudocomponentes VPRINT2 são interligados nos terminais para obter V,eV 2 . Como 

enrolamentos primário e secundário sç trata ^ uma an ^i; se ^g f re quência simples em CA, selecionamos Analysis/Setup/ 

são in imtamente gran es. AC Sweep e introduzimos Total Pts = 1, Start Freq = 0,1592 e Final Freq = 0,1592. 

\- 0 Após salvar o esquema, selecionamos Analysis/Simulate para simulá-lo. O arquivo de 

saída inclui o seguinte: 


FREQ VM($N_0003,$N_0006) VP($N_0003,$N_0006) 

1.592E-01 9.112E+01 3.792E+01 


FREQ VM($N_0006,$N_0005) VP($N_0006, $N_0005) 

1.592E-01 2.278E+01 -1.421E+02 


Isso pode ser escrito como 

V, = 91,12 /37,92° V e V 2 = 22,78 /-142,1° V 


5. Avaliação. Podemos verificar a resposta usando análise de malhas, como segue: 
Laço 1 -120/30° + (80 - ./40)/, - V, + 20(7, - I 2 ) = 0 

Laço 2 20( 7, + I 2 ) - V 2 + (6 + yiO )/ 2 = 0 


COUPLING=0.99999 
L1_TURNS = 400000 
L2_TURNS = 100000 A C=YSS 



Figura 13.57 Esquema para o circuito da Figura 13.56. 


Porém, V 2 = —Vi/4 e I 2 = —47,. Isso conduz a 
-120/30/ + (80 - j40)Ii + V, + 20(7, + 41/) = 0 

(180 - 740)7, + Vi = 120/30° 

20(—/, - 41/) + Vi/4 + (6 +)'10)(-4/ 1 ) = 0 
(-124 - 7'40)/| 4- 0,251/, =0 ou 7, = V,/(496 + /I60) 

Substituindo isso na primeira equação nos leva a 

(180 - 740)1/,/(496 + j 160) + V, = 120 /30° 

(184,39 /-12,53° /521,2 /17,88° ) 1/, + V, 

= (0,3538 /—30,41° + 1 )L, = (0,3051 + 1 - 70 ,17909) V, = 120/30° 
Vi = 120/30°/l,3173 /-7,81° = 91,1 /37,81° V e 
V 2 = 22,78 /-142,19° V 


Ambas as respostas conferem. 
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6. Satisfatória? Solucionamos o problema de forma satisfatória e verificamos a res¬ 
posta. Agora, podemos apresentar a solução inteira para o problema. 


Obtenha Vj e V 2 no circuito da Figura 13.58 usando o PSpice. PROBLEMA PRÁTICO 13.14 • 

20 Q J 15Q 



Resposta: Vi = 153 /2,18° V, V 2 = 230,2 /2,09° V. 


13.9 Aplicações 

Transformadores são os maiores componentes dos circuitos elétricos, os mais 
pesados e, normalmente, os mais caros. Não obstante, são dispositivos pas¬ 
sivos indispensáveis em circuitos elétricos, que podemos encontrar entre as 
máquinas mais eficientes, com índices comuns de eficiência de 95%, podendo 
chegar aos 99% e possuindo diversas aplicações. Os transformadores são usa¬ 
dos, por exemplo, para: 

• Elevar ou abaixar tensão ou corrente, tornando-os úteis para transmissão e 
distribuição de energia elétrica. 

• Isolar parte de um circuito de outra (isto é, transferir potência sem qual¬ 
quer conexão elétrica). 

• Como dispositivo para casamento de impedâncias para máxima transfe¬ 
rência de potência. 

• Em circuitos seletivos a frequências cuja operação depende da resposta de 
indutâncias. 

Por seus diversos empregos, existem vários modelos especiais de transfor¬ 
madores (dos quais apenas alguns deles são discutidos neste capítulo): transforma¬ 
dores de tensão, transformadores de corrente, transformadores de potência, 
transformadores de distribuição, transformadores para casamento de impedân¬ 
cias, transformadores de áudio, transformadores monofásicos, transformadores 
trifásicos, transformadores retificadores, transformadores inversores e muitos 
outros. Nesta seção, consideraremos três importantes aplicações: o transforma¬ 
dor usado como dispositivo de isolamento, o transformador atuando como um 
casador de impedâncias e um sistema de distribuição de energia elétrica. 


Para mais informações sobre os 
muitos tipos de transformadores, 
um bom livro é o do 
W. M. FLANAGAN, Handbook 
of Transformer Design and 
Applications. 2. ed. (Nova York: 
McGraw-Hill, 1993). 



13.9.1 O transformador como dispositivo de 
isolamento 

Diz-se que existe isolamento elétrico entre dois dispositivos quando não há ne¬ 
nhuma conexão física entre eles. Em um transformador, a energia é transferida 
por acoplamento magnético, sem conexão elétrica entre o circuito primário e o 
circuito secundário. Veremos, agora, três exemplos práticos e simples de como 
tirar proveito dessa propriedade. 
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Transformador de isolação 

Figura 13.59 Transformador usado 
para isolar uma fonte de alimentação 
CA de um retificador. 


Consideremos, primeiro, o circuito da Figura 13.59. Retificador é um cir¬ 
cuito eletrônico que converte uma fonte CA em uma fonte CC. Normalmente, 
um transformador é usado para acoplar a fonte CA ao retificador. O uso do 
transformador tem dois propósitos. Em primeiro lugar, ele eleva ou abaixa a 
tensão. Em segundo lugar, ele fornece isolamento elétrico entre a fonte de ali¬ 
mentação CA e o retificador, reduzindo, consequentemente, o risco de choque 
elétrico durante a manipulação desse dispositivo. 

Como segundo exemplo, os transformadores são, muitas vezes, usados 
para acoplar dois estágios de um amplificador, para evitar que qualquer tensão 
CC em um estágio afete a polarização CC do estágio seguinte. Polarização é a 
aplicação de uma tensão CC em um amplificador transistorizado ou em qual¬ 
quer outro dispositivo eletrônico de forma a produzir um modo de operação 
desejado. Cada estágio amplificador é polarizado separadamente para operar 
em determinado modo; o modo de operação desejado ficará comprometido 
sem que um transformador forneça isolamento CC. Conforme mostrado na 
Figura 13.60, apenas o sinal CA é acoplado através do transformador de um 
estágio para o seguinte. Recordamo-nos de que não existe acoplamento mag¬ 
nético com uma fonte de tensão CC. Os transformadores são usados em recep¬ 
tores de rádio e TV para acoplar estágios de amplificadores de alta frequência. 
Quando o único objetivo para um transformador for o de fornecer isolamento, 
faz-se que sua relação de espiras n seja unitária. Portanto, um transformador 
de isolamento tem n= 1. 


Como terceiro exemplo, consideremos a medição de tensão em linhas de 
13,2 kV. Obviamente, não é seguro ligar um voltímetro diretamente a linhas 
de alta tensão como estas. Um transformador pode ser usado tanto para isolar 
eletricamente a tensão da linha do voltímetro como para abaixar a tensão para 
um nível seguro, como indicado na Figura 13.61. Uma vez que o voltímetro 
é usado para medir a tensão no secundário, a relação de espiras é usada para 
determinar a tensão da linha no lado primário. 


Estágio 
amplificador 1 



Estágio 
amplificador 2 


\ 


Transformador de isolação 



Figura 13.60 Transformador fornecendo isolamento CC 
entre dois estágios amplificadores. 


Figura 13.61 Transformador fornecendo isolamento 
entre as linhas de alta tensão e o voltímetro. 







Determine a tensão na carga da Figura 13.62. 



Figura 13.62 Esquema para o 
Exemplo 13.15. 


Solução: Podemos aplicar o princípio da superposição para encontrar a tensão na car¬ 
ga. Façamos v L = v LI + v L2 , onde v L1 é devido à fonte CC e v L2 , à fonte CA. Considere¬ 
mos separadamente as fontes CC e CA, conforme ilustrado na Figura 13.63. A tensão na 
carga por causa da fonte CC é nula, pois é necessária uma tensão variável com o tempo 
no circuito primário para induzir uma tensão no circuito secundário. Portanto, v LI = 0. 
Para a fonte CA e um valor de R s tão pequeno a ponto de poder ser desprezado, 


V 2 = V2_ = 1 
Vi 120 3 


120 

V 2 = -= 40 V 

3 
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Portanto, V i2 = 40 V CA ou v L2 — 40 cos cot; isto é, apenas a tensão CA passa pelo 
transformador para a carga. Esse exemplo demonstra como o transformador fornece 
isolamento CC. 



Figura 13.63 Esquema para o Exemplo 13.15: (a) fonte CC; ( b ) fonte CA. 


Consulte a Figura 13.61. Calcule a relação de espiras necessária para abaixar a tensão 
de linha de 13,2 kV para um nível seguro de 120 V. 

Resposta: 110. 


PROBLEMA PRÁTICO 13.15 • 


13.9.2 O transformador como dispositivo de 
casamento de impedâncias 

Recordamo-nos de que para se obter a máxima transferência de potência, a 
resistência de carga, R L , deve ser igual à resistência da fonte, R s . Na maioria 
dos casos, as duas resistências não são iguais; ambas são fixas e não podem 
ser alteradas. Entretanto, um transformador de núcleo de ferro pode ser usado 
para fazer que a resistência da carga seja igual à resistência da fonte. Isso é 
o que chamamos de casamento de impedâncias. Por exemplo, para ligar um 
alto-falante a um amplificador de potência de áudio, é preciso um transforma¬ 
dor, pois a sua resistência é de poucos ohms, enquanto a resistência interna do 
amplificador é de alguns milhares de ohms. 

Considere o circuito mostrado na Figura 13.64. Recordemo-nos, da Equa¬ 
ção (13.60), de que o transformador ideal reflete sua carga de volta para o 
primário com um fator de escala igual a n 2 . Para casar essa carga refletida 
R L /n 2 com a resistência da fonte R s , fazemos que elas sejam iguais, 


R s 



Figura 13.64 Transformador usado 
como casamento de impedância. 


R 


S 


Rl 


(13.73) 


AEquação (13.73) pode ser satisfeita pela seleção apropriada da relação de espi¬ 
ras n. Da Equação (13.73), percebemos que é necessário um transformador abai- 
xador de tensão (n < 1) como dispositivo de casamento de impedâncias quando 
R s > R[ , e um transformador elevador de tensão (n > 1) quando R s < R L . 


O transformador ideal da Figura 13.65 é usado para casar o circuito amplificador com o 
alto-falante para atingir a máxima transferência de potência. A impedância de Thévenin 
(ou de saída) do amplificador é de 192 fí, e a impedância interna do alto-falante é de 
12 íl. Determine a relação de espiras necessária. 

Solução: Substituímos o circuito amplificador pelo equivalente de Thévenin e refleti¬ 
mos a impedância Z L = 12 íl do alto-falante para o primário do transformador ideal. A 
Figura 13.66 mostra o resultado. Para a máxima transferência de potência, 


Z-Th — 


Zz. 


ou 


Zz, _ 12 _ 1 
Z Th 192 16 


EXEMPLO 13.16 • 


Alto-falante 

Figura 13.65 Emprego de um 
transformador ideal para casar o alto- 
-falante com o amplificador; esquema 
para o Exemplo 13.16. 


Circuito 

amplificador 
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Figura 13.66 Circuito equivalente 
do circuito mostrado na Figura 13.65; 
para o Exemplo 13.16. 


• PROBLEMA PRÁTICO 13.16 


Logo, a relação de espiras é n = 1/4 = 0,25. 

Usando P = rR, podemos demonstrar que, de fato, a potência liberada para o alto- 
-falante é muito maior que aquela sem o uso do transformador ideal. Sem o transforma¬ 
dor ideal, o amplificador fica conectado diretamente ao alto-falante. A potência liberada 
para o alto-falante é 


Ztv, + Z, 


z L = 288 Ví hM W 


Com o uso do transformador, as correntes no primário e no secundário são 


1 _ Vtii 
P ~ Z Th + Zjn 2 ’ 


/, = 


Logo, 


V Th/ n 


Zfh + Z l /m 
tiV-Th 


Pr = lí Z, = 


Z-n, + Z L y 
confirmando o que havíamos dito anteriormente. 


Z z. 

Z L = 1.302 Vp h /rW 


Calcule a relação de espiras de um transformador ideal necessário para casar uma carga 
de 400 íl com uma carga de impedância interna de 2,5 kíl. Determine a tensão de car¬ 
ga para uma tensão de fonte de 60 V. 

Resposta: 0,4,12 V. 


Poder-se-ia perguntar: "Como 
o ato de elevar a tensão não 
eleva a corrente, aumentando, 
consequentemente, as perdas I 2 R1 
Lembre-se de que / = V ( /R, onde 
V ( é a diferença de potencial entre 
os lados transmissor e receptor da 
linha. A tensão que é elevada é a 
tensão V no lado do transmissor 
e não V t . Se a tensão no lado 
receptor for V R , então V e = V- V R . 
Como V e V R são bem próximas, 

V ( é pequena mesmo quando V é 
elevada. 



13.9.3 Distribuição de energia elétrica 

Um sistema de energia elétrica é composto, basicamente, por três elementos: 
geração, transmissão e distribuição. A concessionária de energia elétrica opera 
uma planta que gera várias centenas de megavolt-ampères (MVA), com um 
valor-padrão aproximado de 18 kV. Como ilustra a Figura 13.67, são usados 
transformadores trifásicos elevadores de tensão para alimentar a linha de trans¬ 
missão com a energia gerada. Por que precisamos do transformador? Suponha 
que precisemos transmitir 100.000 VA ao longo de uma distância de 50 km. 
Como S = VI. usar uma tensão de linha de 1.000 V implica que a linha de trans¬ 
missão tem de transportar 100 A e isso requer uma linha de transmissão com 
diâmetro maior. Se, por outro lado, usarmos uma tensão de linha de 10.000 V, 
a corrente será de apenas 10 A. Uma corrente menor reduz o diâmetro necessá¬ 
rio do condutor, produzindo consideráveis economias, bem como minimizan¬ 
do as perdas 1 2 R das linhas de transmissão. Minimizar as perdas requer um 
transformador elevador de tensão. Sem ele, a maior parte da energia gerada 
seria perdida nas linhas de transmissão. A capacidade de o transformador ele¬ 
var ou baixar a tensão e distribuir energia é uma das principais razões para a 
geração em CA, em vez de CC. Portanto, para uma dada potência, quanto 
maior a tensão, melhor. Hoje, 1 MV é a maior tensão em uso; o nível poderá 
crescer como resultado de pesquisa e experimentos. 

Além da planta de geração, a energia é transmitida por centenas de quilôme¬ 
tros através de uma rede elétrica denominada malha de distribuição. A energia 
elétrica trifásica na malha de distribuição é transmitida através de linhas de trans¬ 
missão estendidas sobre torres de aço de diversos tamanhos e formas. As linhas 
(condutores de alumínio reforçados com aço) possuem diâmetros fatais comuns 
de até 40 mm e são capazes de transmitir correntes de até 1.380 A. 
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Figura 13.67 Sistema de distribuição de energia-padrão. 

A. MARCUS; C. M. THOMSON, Electricity for Technicians. 2. ed. © 1975, p 337. Reproduzido 
com a permissão da Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ. 


Nas subestações, são usados transformadores de distribuição para abaixar 
a tensão. O processo de abaixamento de tensão normalmente é feito por está¬ 
gios. A energia elétrica pode ser distribuída em uma localidade através de cabos 
aéreos ou subterrâneos, e as subestações distribuem essa energia para consu¬ 
midores residenciais, comerciais e industriais. No lado receptor, o consumidor 
residencial acaba recebendo 120/240 V, enquanto os consumidores industriais 
ou comerciais são alimentados com tensões mais elevadas como 460/208 V. Os 
consumidores residenciais geralmente são alimentados por transformadores de 
distribuição normalmente montados sobre postes da concessionária de energia 
elétrica. Quando for necessária corrente contínua, a corrente alternada é con¬ 
vertida eletronicamente em CC. 


EXEMPLO 13.17 • 

Um transformador de distribuição é usado para alimentar uma residência como na Fi¬ 
gura 13.68. A carga é formada por oito lâmpadas de 100 W, uma TV de 350 W e um 
forno elétrico de cozinha de 15 kW. Se o secundário do transformador tiver 72 espiras, 
calcule: (a) o número de espiras do enrolamento primário; (b) a corrente I p no enrola¬ 
mento primário. 


+ 

2.400 V 


TV 


120 V 


Forno 

- m 

120 V — 

+ c 

E). 


5 

elétrico 




8 lâmpadas 

Figura 13.68 Esquema para o Exemplo 13.17. 


Solução: (a) As posições dos pontos no enrolamento não são tão importantes, já que 
estamos interessados apenas nas magnitudes das variáveis envolvidas. Como 

N s V s 

obtemos 

V p 2.400 

N n = N ,— = 72-= 720 espiras 

p V, 240 
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PROBLEMA PRÁTICO 


13.17 


(b) A potência total absorvida pela carga é 

S = 8 X 100 + 350 + 15.000 = 16,15 kW 

Porém S = 1 7 J. p 


No Exemplo 13.17, se as oito lâmpadas de 100 W forem substituídas por 12 lâmpadas 
de 60 W e o forno elétrico for substituído por um ar-condicionado de 4,5 kW, determi¬ 
ne: (a) a potência total fornecida; (b) a corrente I p no enrolamento primário. 

Resposta: (a) 5,57 kW; (b) 2,321 A. 


VJ S , de modo que 


16.150 

2.400 


= 6,729 A 


13.10 


Resumo 


1. Diz-se que duas bobinas estão mutuamente acopladas se o fluxo magnéti¬ 
co 4> emanando de uma passa pela outra. A indutância mútua entre as duas 
bobinas é dada por 

M = kV'L ] L 2 


onde kéo coeficiente de acoplamento, 0 < k< 1. 

2. Se v l e i l forem a tensão e a corrente na bobina 1, enquanto v 2 e i 2 forem a 
tensão e a corrente na bobina 2, então 


Vi = L x 


di l 

dt 


M- 


di 2 

dt 


v 2 — L 2 


di 2 

dt 


+ M 


dii 

dt 


Portanto, a tensão induzida em uma bobina acoplada é formada pela ten¬ 
são autoinduzida e a tensão mútua. 

3. A polaridade de tensão mutua induzida é expressa no esquema pela con¬ 
venção dos pontos. 

4. A energia armazenada em duas bobinas acopladas é 

1 .2 1 -2 
2^i ( i + -,^2 ( 2 — 

5. Transformador é um dispositivo de quatro terminais contendo duas ou 
mais bobinas acopladas magneticamente. Ele é usado na mudança do nível 
de corrente, de tensão ou de impedância em um circuito. 

6. Um transformador linear (ou livremente acoplado) tem suas bobinas enro¬ 
ladas em um material magneticamente linear. Ele pode ser substituído por 
um circuito equivalente T ou II para fins de análise. 

7. Transformador ideal (ou de núcleo de ferro) é aquele sem perdas (R\ = R 2 
= 0) com coeficiente de acoplamento unitário (k= 1) e indutâncias infinitas 
(L\, L 2 , M —»co). 

8. Para um transformador ideal, 

Il Z l 

V 2 = riVu l 2 = -, Si = S 2 , Z R = -4 
n n 

onde n = N 2 !N X é a relação de espiras. é o número de espiras do enrola¬ 
mento primário e ,V 2 é o número de espiras do enrolamento secundário. O 
transformador eleva a tensão do primário quando n > 1, e diminui quando 
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n < 1 ou funciona como um dispositivo de casamento de impedâncias 
quando n = 1. 

9. Autotransformador é um transformador com um único enrolamento que é 
comum aos circuitos primário e secundário. 

10. O PSpice é uma ferramenta útil para análise de circuitos com acoplamento 
magnético. 

11. São necessários transformadores em todos os estágios dos sistemas de dis¬ 
tribuição de energia elétrica. As tensões trifásicas podem ser elevadas ou 
abaixadas por transformadores trifásicos. 

12. Os transformadores têm importantes aplicações eletrônicas, tais como dis¬ 
positivos de isolamento elétrico e de casamento de impedâncias. 


Questões para revisão 


13.1 Observe as duas bobinas acopladas magneticamente na 
Figura 13.69a. A polaridade da tensão mútua é: 

(a) positiva (b) negativa 

M M 



Figura 13.69 Esquema para as Questões de revisão 13.1 e 13.2. 

13.2 Para as duas bobinas acopladas magneticamente da Figu¬ 
ra 13.69Ú, a polaridade da tensão mútua é: 

(a) positiva (b) negativa 

13.3 O coeficiente de acoplamento para duas bobinas comi! = 
2 H, L 2 = 8 H, M= 3 H é: 

(a) 0,8175 (b) 0,75 

(c) 1,333 (d) 5,333 

13.4 Um transformador é usado para abaixar ou elevar: 

(a) tensões CC. 

(b) tensões CA. 

(c) tensões CC, bem como CA. 

13.5 O transformador ideal na Figura 13.70a tem N 2 /N l = 10. 
A razão V 2 /V l é: 

(a) 10 (b) 0,1 (c) -0,1 (d) -10 

1 i , /V, :/V 2 ^2 1 i > Np.N 2 Jg 



(a) ( b ) 


13.6 Para o transformador ideal da Figura 13.70Ú, N 2 /N l = 10. 
A razão I 2 U X é: 

(a) 10 (b) 0,1 (c) -0,1 (d) -10 

13.7 Um transfonnador de três enrolamentos é conectado con¬ 
forme representação na Figura 13.71a. O valor da tensão 
de saída V„ é: 

(a) 10 (b) 0,1 (c) -0,1 (d) -10 




(a) ( b ) 

Figura 13.71 Esquema para as Questões de revisão 13.7 e 
13.8. 

13.8 Se o transformador de três enrolamentos estiver conecta¬ 
do conforme indicado na Figura 13.71Ú, o valor da tensão 
de saída V a será: 

(a) 10 (b) 6 (c) -6 (d) -10 

13.9 Para casar uma fonte de impedância interna de 500 12 a 
uma carga de 15 12, o que é necessário: 

(a) transfonnador linear elevador de tensão. 

(b) transfonnador linear abaixador de tensão. 

(c) transfonnador ideal elevador de tensão. 

(d) transfonnador ideal abaixado de tensão. 

(e) autotransfomador. 

13.10 Qual dos seguintes transformadores pode ser usado como 
um dispositivo de isolamento? 

(a) transfonnador linear. 

(b) transfonnador ideal. 

(c) autotransformador. 

(d) todas as alternativas anteriores. 

Respostas: 13.1b; 13.2a; 13.3b; 13.4b; 13.5d; 13.6b; 13.7c; 
13.8a; 13.9d; 13.10b. 


Figura 13.70 Esquema para as Questões de revisão 13.5 e 13.6. 
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Problemas 1 


• Seção 13.2 Indutância mútua 

13.1 Para as três bobinas acopladas da Figura 13.72, calcule a 
indutância total. 


4 H 



Figura 13.72 Esquema para o Problema 13.1. 


13.2 Considere a Figura 13.73 e elabore um problema para ajudar 
e€d outros estudantes a entender melhor a indutância mútua. 


M n 



Figura 13.73 Esquema para o Problema 13.2. 


13.3 Duas bobinas ligadas de forma a favorecer a conexão em 
série possuem indutância total de 500 mH. Quando liga¬ 
das em uma configuração de forma a se opor à conexão 
em série, as bobinas apresentam uma indutância total de 
300 mH. Se a indutância de uma bobina (L x ) for três ve¬ 
zes a outra, determine L x , L 2 e M. Qual é o coeficiente de 
acoplamento? 

13.4 (a) Para as bobinas acopladas na Figura 13.74a, demons¬ 

tre que 


L e q — L\ + L 2 + 2 M 


(b) Para as bobinas acopladas na Figura 13.746, de¬ 
monstre que 


L \L 2 - M 2 
' eq ~~ L x + L 2 - 2M 



(<0 


m 


Figura 13.74 Esquema para o Problema 13.4. 


13.5 Duas bobinas estão acopladas mutuamente, com L 1 = 50 
mH, L 2 = 120 mH e k = 0,5. Calcule a máxima indutância 
possível se: 

(a) As duas bobinas estiverem conectadas em série. 

(b) As duas bobinas estiverem conectadas em paralelo. 

13.6 As bobinas na Figura 13.75 têm L x = 40 mH, L-, = 5 mH e 
coeficiente de acoplamento k = 0,6. Determine q(í) e v 2 (t) 
dado que iq(í) = 20 cos cot e i 2 (i) = 4 sen cot, to = 2.000 rad/s. 


M 



Figura 13.75 Esquema para o Problema 13.6. 


13.7 Considere o circuito da Figura 13.76 e determine V 0 . 

M ±I 

ML 


24/0° V 



Figura 13.76 Esquema para o Problema 13.7. 


13.8 Determine v(t) para o circuito da Figura 13.77. 

ML 

1 H 



13.9 Determine V r no circuito da Figura 13.78. 

Mtí 

ML 

jlQ. 

2£1 / \ 2Q 


-WA- 


+ v ~ 


= j4 Q —jl Q. = 

= 0 

• 


Figura 13.78 Esquema para o Problema 13.9. 


Lembre-se de que, salvo especificação contrária, todos os valores de tensões e correntes são RMS. 
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13.10 Determine v a no circuito da Figura 13.79. 

^ ti 0,5 H 

ML 

24 cos 2/ V 


Figura 13.79 Esquema para o Problema 13.10. 


13.15 Determine o equivalente de Norton para o circuito da Fi¬ 
gura 13.84 nos terminais a-b. 



v n =±= 0,5 F 


20 Q 
-Wv\- 


j 20 Q 

—cTiHP-o a 


100/30° V 


;T0Q 


ij 5£í 


-o b 


13.11 Use a análise de malhas para determinar i x na Figura 
JB ^ 13.80, onde i s = 4 cos(600í) A e v s = 110 cos(600í + 

ML 30°) V. 


• 800 mH 12 ^ 150 Q 



Figura 13.84 Esquema para o Problema 13.15. 

13.16 Obtenha o equivalente de Norton nos tenninais a-b do 
Mj Ü circuito da Figura 13.85. 

ML 

jü. 



13.12 Determine a indutância equivalente, I eq , no circuito da 13>17 No circuit0 da Figura 13 . 86> Z/ é um indutor de 15 mH 
Figura 13.81. com impedância dey'40 íl. Detennine Z ent quando k= 0,6. 



Figura 13.81 Esquema para o Problema 13.12. Figura 13.86 Esquema para o Problema 13.17. 


13.13 Considere o circuito da Figura 13.82 e determine a impe- 
dância vista pela fonte. 

ML 

j 2 D 

4£1 4Í2 


80. 


•ZQ!V(±) j 5! 


j 5Ü 


M Q 

J2Ü 


Figura 13.82 Esquema para o Problema 13.13. 

13.14 Obtenha o circuito equivalente de Thévenin para o circui¬ 
to da Figura 13.83 nos terminais a-b. 

J2Q 


50/90° 



(T) 2 0/0° 


Figura 13.83 Esquema para o Problema 13.14. 


13.18 Determine o equivalente de Thévenin à esquerda da carga 
gü Z no circuito da Figura 13.87. 

ML 


k = 0,5 



Figura 13.87 Esquema para o Problema 13.18. 

13.19 Detennine uma seção T equivalente que possa ser usada 
para substituir o transfonnador na Figura 13.88. 

725 D 



Figura 13.88 Esquema para o Problema 13.19. 
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• Seção 13.3 Energia em um circuito acoplado 


13.20 Determine as correntes I 1; I 2 e I 3 no circuito da Figura 
±1 13.89. Determine a energia armazenada nas bobinas aco- 

ML piadas em t = 2 ms. Adote u> = 1.000 rad/s rad/s. 


k = 0,5 




--rOT 1 - 

-- / Tf!í v A\W-| 



/IO £2 

Jl3 j 10 £2 

3/90° A Q 


14 Q. 

= -j5Q (i 


) 20/0° V 


Figura 13.89 Esquema para o Problema 13.20. 


13.21 Considere a Figura 13.90 e elabore um problema para 
ajudar outros estudantes a entender melhor a energia em 
circuitos acoplados. 

jX-M 



Figura 13.90 Esquema para o Problema 13.21. 


13.24 No 

M±i 

ML 


circuito da Figura 13.93, 


(a) Determine o coeficiente de acoplamento. 

(b) Calcule v 0 . 

(c) Determine a energia armazenada nos indutores aco¬ 
plados emí = 2s. 

1 H 



Figura 13.93 Esquema para o Problema 13.24. 


13.25 Considere o circuito da Figura 13.94 e determine Z ab e I D 

Mü 

ML 


k- 0,5 



* 13.22 Determine a corrente I 0 no circuito da Figura 13.91. Figura 13.94 Esquema para o Problema 13.25. 


—/' 50 Q 



13.26 Determine I D no circuito da Figura 13.95. Inverta o ponto 
M ti no enrolamento da direita e calcule I D novamente. 

ML 


4/60° A 


- 73 O Q k 

= 0,601 

iv. 

D i 

>50 Q 

• 

j20 0. 1 


• 

1 7'40 Q 


io ü . 


Figura 13.95 Esquema para o Problema 13.26. 


13.23 Se M = 0,2 II ei), 12 cos 10í V no circuito da Figura 
MH 13.92, determine i, e i 2 . Calcule a energia armazenada 
ML nas bobinas acopladas em t = 15 ms. 


M 



Figura 13.92 Esquema para o Problema 13.23. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 


13.27 Determine a potência média liberada para o resistor de 
M ti 50 fí no circuito da Figura 13.96. 


ML 


40 cos 20fV 


10 Q. 



Figura 13.96 Esquema para o Problema 13.27. 
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* 13.28 No circuito da Figura 13.97, determine o valor de X que 
±É resultará na máxima transferência de potência para a car- 
ML ga de 20 íl. 


j 10 £2 

8 Q ~í x 

■WA- 



Figura 13.97 Esquema para o Problema 13.28. 

• Seção 13.4 Transformadores lineares 

13.29 No circuito da Figura 13.98, determine o valor do coefi¬ 
ciente de acoplamento k que fará que o resistor de 10 íl 
dissipe 320 W. Para esse valor de k, determine a energia 
armazenada nas bobinas acopladas em t = 1,5 s. 


k 



13.30 (a) Detennine a impedância de entrada do circuito da Fi¬ 
gura 13.99 usando o conceito de impedância refletida, 
(b) Obtenha a impedância de entrada substituindo o 
transformador linear por seu circuito equivalente T. 


jlQQ 



Z 


ent 


Figura 13.99 Esquema para o Problema 13.30. 


13.31 Considere a Figura 13.100 e elabore um problema para 
eíDd ajudar outros estudantes a entender melhor os transfor¬ 
madores lineares e como determinar os circuitos equiva¬ 
lente T e equivalente ff. 


M 



* 13.32 Dois transformadores lineares são colocados em cascata, 
conforme mostrado na Figura 13.101. Demonstre que 

ML 

co 2 R(L 2 a + L a L h - Ml) 

+jw 3 (L 2 a L b + L a L 2 b - L a M\ - L h M 2 a ) 
cnt ~ co 2 (L a L h +Ll- Ml) - j(oR(L a + L b ) 




Mu 



Figura 13.101 Esquema para o Problema 13.32. 


13.33 Detennine a impedância de entrada do circuito com trans- 
fonnador de núcleo de ar da Figura 13.102. 


ML 


o 


Z 


ent 


O- 


715 D 

10 Q. 20 Q 

AAA A " A AAA. 



-j 5 ü 


Figura 13.102 Esquema para o Problema 13.33. 


13.34 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
eOd entender melhor como detenninar a impedância de en¬ 
trada de circuitos com transformadores usando a Figura 
13.103. 


M 



Figura 13.103 Esquema para o Problema 13.34. 


* 13.35 Determine as correntes I 1; I 2 e I 3 no circuito da Figura 
M ü 13.104. 

ML 


16/0° V 



i -7 4 £2 


Figura 13.100 Esquema para o Problema 13.31. 


Figura 13.104 Esquema para o Problema 13.35. 
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• Seção 13.5 Transformadores ideais 

13.36 Conforme feito na Figura 13.32, obtenha as relações en¬ 


tre as tensões e correntes nos terminais para cada um dos 
transformadores ideais da Figura 13.105. 

Ii h li h 



(«) ( b ) 


50 £2 -7 1£í 

—VWv- 


1:2 


80/0° V (?) 


j 20 

-nrmp— 


2£2 


Ideal 


Figura 13.107 Esquema para o Problema 13.42. 


13.43 Obtenha V[ e V 2 no circuito do transformador ideal da 
M Ü Figura 13.108. 

ML 



(c) 


(d) 


1:4 


2/0° A (T) 



• 


• 



+ 


+ 


r i 

10 £2 V! g || p 

1 v 2 12 £2; 

Q 







0 1/0! . 


Figura 13.108 Esquema para o Problema 13.43. 


Figura 13.105 Esquema para o Problema 13.36. 

13.37 Um transfomiador elevador de tensão ideal de 480/2.400 
V RMS libera 50 kW para uma carga resistiva. Calcule: 

(a) A relação de espiras. 

(b) A corrente no primário. 

(c) A corrente no secundário. 

13.38 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e*7d tender melhor os transformadores ideais. 

13.39 Um transformador de 1.200/240 V RMS tem impedân- 
cia 60 /-30° fí no lado de alta tensão. Se o transforma¬ 
dor for conectado a uma carga de 0,8 /10° Í2 no lado de 
baixa tensão, determine as correntes no primário e no 
secundário quando o transformador estiver conectado 
para 1.200 V RMS. 

13.40 O primário de um transformador ideal com relação de 
espiras igual a 5 é conectado a uma fonte de tensão com 
parâmetros de Thévenin 1 ^ = 10 cos 2.0001 V eR Th = 100 íl. 
Determine a potência média liberada para uma carga de 
200 íl no enrolamento secundário. 

13.41 Detennine I ( e I 2 no circuito da Figura 13.106. 

Ü 

ML 


1 4/0° V 


Figura 13.106 

13.42 Considere o circuito da Figura 13.107 e determine a po- 
l'S Ü tência absorvida pelo resistor de 2 íl. Suponha que 80 V 
ML seja um valor RMS. 



* 13.44 No circuito do transfonnador ideal da Figura 13.109, de¬ 
termine *](í) e i 2 (f). 


ij(0 


h (t) 


-VWV 


1 : n 



í ) V„, cos a>t 


Figura 13.109 Esquema para o Problema 13.44. 


13.45 Considere o circuito mostrado na Figura 13.110 e determi- 
ne o valor da potência média absorvida pelo resistor de 

ML 8 a 



Figura 13.110 Esquema para o Problema 13.45. 


13.46 (a) Determine I] e I, no circuito da Figura 13.111. 

(b) Inverta o ponto em um dos enrolamentos. Deter- 
ML mine Ij e I 7 novamente. 


1 


1 j 16 £2 10 £2 


12 £2 


-j 8 O I, 


16/60° V( í 



—mrrp— ww- 


—VWV-1|- 





• 


1 

• 



J 


)l0/30° 


Figura 13.111 Esquema para o Problema 13.46. 
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13.47 Determine v(t) para o circuito na Figura 13.112. 

Mü 

ML 



Figura 13.112 Esquema para o Problema 13.47. 


13.48 Considere a Figura 13.113 e elabore um problema para 
eQd ajudar outros estudantes a entender melhor como funcio¬ 
na os transformadores ideais. 



Figura 13.113 Esquema para o Problema 13.48. 


13.49 Determine a corrente i x no circuito do transformador ideal 
JS Ü da Figura 13.114. 

ML 



Figura 13.114 Esquema para o Problema 13.49. 


13.50 Calcule a impedância de entrada para o circuito da Figura 
+É 13.115. 

ML 



Figura 13.115 Esquema para o Problema 13.50. 


13.51 


±1 

ML 


Use o conceito de impedância refletida para determinar a 
impedância de entrada e a corrente I t na Figura 13.116. 


![ 5 £2 -J 2 Q 


2 4/0° Vi 



/18 Q 


Figura 13.116 Esquema para o Problema 13.51. 


13.52 Para o circuito da Figura 13.117, determine a relação de 
eOd espiras n que resultará na transferência de máxima potên¬ 
cia média para a carga. Calcule a máxima potência média. 


120/0°V RMS 


40 £2 



10 £2 


Figura 13.117 Esquema para o Problema 13.52. 


13.53 Observe o circuito da Figura 13.118. 

(a) Determine n para a máxima potência fornecida para a 
carga de 200 íl. 

(b) Determine a potência na carga de 200 fl se n = 10. 


3 £1 



200 £1 


Figura 13.118 Esquema para o Problema 13.53. 


13.54 Um transformador é usado para casar um amplificador 
com uma carga de 8 íl, conforme mostrado na Figura 
13.119. O equivalente de Thévenin do amplificador é: 
F th = 10 V e l? th = 128 íl. 

(a) Determine a relação de espiras necessária para a má¬ 
xima transferência de potência. 

(b) Determine as correntes no primário e no secundário. 

(c) Calcule as tensões no primário e no secundário. 


Circuito 

amplificador 



8£2 


Figura 13.119 Esquema para o Problema 13.54. 
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13.55 Para o circuito da Figura 13.120, calcule a resistência 

ti equivalente. 

ML 



Figura 13.120 Esquema para o Problema 13.55. 


13.56 Determine a potência absorvida pelo resistor de 10 Í1 no 
.f ti transformador ideal da Figura 13.121. 


ML 



Figura 13.121 Esquema para o Problema 13.56. 


13.57 Para o transformador ideal da Figura 13.122 a seguir, 
^ ti determine: 

ML 

(a) Ij e I 2 . 

(b) V„V 2 eV, 

(c) A potência complexa fornecida pela fonte. 


13.59 No circuito da Figura 13.124, faça v s = 40 cos l.OOOí. De- 
MJ Ü termine a potência média liberada para cada resistor. 

ML 

10 £2 



20 £2 


Figura 13.124 Esquema para o Problema 13.59. 

13.60 Observe o circuito da Figura 13.125 da próxima página. 

(a) Determine as correntes I 1; I, e I 3 . 

£ •jj (b) Determine a potência dissipada no resistor de 40 fí. 

ML 


40 £2 



Figura 13.125 Esquema para o Problema 13.60. 


' 13.61 Para o circuito da Figura 13.126, determine I x , I 2 e V D . 

^ti 

ML 

!i 2 £2 


1 ■ S 


14 £2 


3:4 



160 £2 


Figura 13.126 Esquema para o Problema 13.61. 



Figura 13.122 Esquema para o Problema 13.57. 


13.58 Determine a potência média por cada resistor no circuito 
S ti da Figura 13.123. 

ML 


20 £2 



Figura 13.123 Esquema para o Problema 13.58. 


13.62 Para o circuito da Figura 13.127, determine: 
ü ti (a) A potência complexa fornecida pela fonte. 

(b) A potência média liberada para o resistor de 18 íl. 



Figura 13.127 Esquema para o Problema 13.62. 


13.63 Determine as correntes de malha do circuito da Figura 
+{ 13.128. 

ML 
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13.64 Para o circuito da Figura 13.129, determine a relação de 
JgÜ espiras de modo que a potência máxima seja liberada 
ML para o resistor de 30 kfl. 


8kQ 



Figura 13.129 Esquema para o Problema 13.64. 


* 13.65 Calcule a potência média dissipada pelo resistor de 20 Í1 
JS ^ na Figura 13.130. 

ML 


40 Q. 



• Seção 13.6 Autotransformadores ideais 


13.66 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eQd tender melhor como funciona o transformador ideal. 


13.67 Um autotransformador com uma derivação de 40% é ali¬ 
mentado por uma fonte de 400 V, 60 Hz e é usado para 
operação de redução de tensão. Uma carga de 5 kVA ope¬ 
rando com fator de potência unitário é conectada aos ter¬ 
minais secundários. Determine: 


(a) A tensão no secundário 

(b) A corrente no secundário 

(c) A corrente no primário 


13.68 No autotransformador ideal da Figura 13.131, calcule I 1; 
±É I 2 el 0 . Detennine a potência média liberada para a carga. 

ML 


2 0/30° 



10 + ;40 £2 


Figura 13.131 Esquema para o Problema 13.68. 


* 13.69 No circuito da Figura 13.132, Z L é ajustada até a máxima 
e€*d potência média ser liberada para Z L . Determine Z L e a 
máxima potência média transferida para ela. Considere 
Ni = 600 espiras e N 2 = 200 espiras. 



13.70 No circuito do transformador ideal da Figura 13.133, de- 
±1 termine a potência média liberada para a carga. 


ML 


30 +/12 O 


120/0° VRMS 



20 -j 40 Q. 


Figura 13.133 Esquema para o Problema 13.70. 


13.71 No circuito com autotransformador da Figura 13.134, de¬ 
monstre que 

Z “-( 1 + SJ Z ‘ 



Figura 13.134 Esquema para o Problema 13.71. 


• Seção 13.7 Transformadores trifásicos 

13.72 Para atender a uma possível emergência, três transforma- 
e€)d dores monofásicos de 12.470/7.200 V RMS são conecta¬ 
dos em triângulo-estrela para formar um transformador 
trifásico que é alimentado por uma linha de transmissão 
de 12.470 V. Se o transformador fornece 60 MVA para 
uma carga, determine: 

(a) A relação de espiras para cada transformador. 

(b) As correntes nos enrolamentos primário e secundário 
do transformador. 

(c) As correntes que entram e saem da linha de transmissão. 
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13.73 A Figura 13.135 ilustra um transformador trifásico que alimenta uma carga ligada em estrela. 
Ü (a) Identifique a conexão do transformador. 

(b) Calcule as correntes I 2 e I c , 

(c) Determine a potência média absorvida pela carga. 




Figura 13.135 Esquema para o Problema 13.73. 


13.74 Considere o transformador trifásico mostrado na Figura 
13.136. O primário é alimentado por uma fonte trifásica 
com tensão de linha de 2,4 kV RMS, enquanto o secun¬ 
dário alimenta uma carga equilibrada de 120 kW com FP 
igual a 0,8. Determine: 

(a) Os tipos de ligações do transformador. 

(b) Os valores I LS e I PS ■. 

(c) Os valores de I LP e 1 PP .. 

(d) O valor nominal em kVA de cada fase do transformador. 


2,4 kV 



Figura 13.136 Esquema para o Problema 13.74. 


13.75 Um banco de transformadores trifásicos equilibrado com 
conexão triângulo-estrela representado na Figura 13.137 
é usado para abaixar tensões de linha de 4.500 V RMS 
para 900 V RMS. Se o transformador alimenta uma carga 
de 120 kVA, determine: 

(a) A relação de espiras para o transformador. 

(b) As correntes de linha no primário e secundário. 




Figura 13.137 Esquema para o Problema 13.75. 

13.76 Considere a Figura 13.138 e elabore um problema para 
e£)d ajudar outros estudantes a entender melhor como fun¬ 
ciona um transformador trifásico e a conexão estrela- 
-triângulo. 


Rlinha jXr 



Figura 13.138 Esquema para o Problema 13.76. 


13.77 O sistema trifásico de uma torre distribui energia elétrica 
eOd com uma tensão de linha de 13,2 kV. Um transformador 
em um poste conectado a um único fio e ao terra abaixa 
a alta tensão para 120 V RMS e alimenta uma residência, 
conforme ilustrado na Figura 13.139. 

(a) Calcule a relação de espiras do transformador para 
obter 120 V. 

(b) Determine quanta corrente absorve uma lâmpada de 
100 W ligada a uma linha quente de 120 V da linha 
de alta tensão. 
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Figura 13.139 Esquema para o Problema 13.77. 


13.82 Use o PSpice ou MultiSim para determinar V b V 7 e I D no 
circuito da Figura 13.143. 

16 Q j 8 Q 



3 0/0° V 


• Seção 13.8 Análise de circuitos 

Jí) magneticamente acoplados 

usando o PSpice 


13.78 Use o PSpice ou MultiSim para determinar as correntes de 
malha no circuito da Figura 13.140. Adote <u = 1 rad/s. Na 
resolução desse problema use k = 0,5. 


20 Q 



10 07-30° V (í 


Figura 13.140 Esquema para o Problema 13.78. 


50 £2 


13.79 Use o PSpice ou MultiSim para encontrar I b I 2 e I 3 no 
circuito da Figura 13.141. 


/100 Í1 80 Q. 



Figura 13.141 Esquema para o Problema 13.79. 


13.80 Refaça o Problema 13.22 usando o PSpice ou MultiSim. 

13.81 Use o PSpice ou MultiSim para detenninar I 1; I 2 e I 3 no 
circuito da Figura 13.142. 



Figura 13.142 Esquema para o Problema 13.81. 


13.83 Detennine I v e V x no circuito da Figura 13.144 usando o 
PSpice ou MultiSim. 



Figura 13.144 Esquema para o Problema 13.83. 


13.84 Determine I 1; I 2 e I 3 no circuito do transformador ideal da 
Figura 13.145 usando o PSpice ou MultiSim. 


50 Q. j 80 Q 
—VM—-'TUT'- 




Figura 13.145 Esquema para o Problema 13.84. 


• Seção 13.9 Aplicações 

13.85 Um circuito de amplificador estéreo com impedância de 
saída de 7,2 kíl deve ser casado com um alto-falante com 
impedância de entrada de 8 Í1 por um transformador cujo 
primário possui 3.000 espiras. Calcule o número de espi¬ 
ras necessárias no secundário. 

13.86 Um transformador com 2.400 espiras no primário e 48 
espiras no secundário é usado como casador de impedân- 
cias. Qual é o valor refletido de uma carga de 3 Í2 conec¬ 
tada ao secundário? 

13.87 Um receptor de rádio tem resistência de 300 íl. Quando 

e€*d conectado diretamente a uma antena com impedância ca¬ 
racterística de 75 íl ocorre um descasamento de impedân¬ 
cia. Inserindo-se um transformador casador de impedância 
depois do receptor, consegue-se obter a potência máxima. 
Calcule a relação de espiras necessária. 

13.88 Um transformador de potência abaixador de tensão com 
relação de espiras n = 0,1 fornece 12,6 V RMS para uma 
carga resistiva. Se a corrente no primário for 2,5 A RMS, 
qual é a potência liberada para a carga? 
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13.89 Um transformador de potência de 240/120 V RMS tem 
valor nominal 10 kVA. Determine a relação de espiras, a 
corrente no primário e a corrente no secundário. 

13.90 Um transformador de 4 kVA, 2.400/240 V tem 250 espi¬ 
ras no primário. Calcule: 

(a) A relação de espiras. 

(b) O número de espiras no secundário. 

(c) As correntes no primário e no secundário. 

13.91 Um transformador de distribuição de 25.000/240 V RMS 
tem uma corrente primária de valor nominal 75 A. 


(a) Determine o valor nominal em kVA para esse trans¬ 
formador. 

(b) Calcule a corrente no secundário. 

13.92 Uma linha de transmissão de 4.800 V RMS alimenta um 
transformador de distribuição com 1.200 espiras no pri¬ 
mário e 28 espiras no secundário. Quando uma carga de 
10 í/2 é ligada no secundário, determine: 

(a) A tensão no secundário. 

(b) As correntes no primário e no secundário. 

(c) A potência fornecida para a carga. 


Problemas abrangentes 


13.93 Um transformador com quatro enrolamentos (Figura 
13.146) é usado normalmente em equipamentos (por 
exemplo, PCs, VCRs) que podem operar tanto em 110 V 
como em 220 V. Isso toma esse equipamento adequado 
para operar em qualquer uma das duas tensões. Mostre 
quais são as ligações necessárias para se obter: 

(a) Saída de 14 V com entrada de 110 V. 

(b) Saída de 50 V com entrada de 220 V. 



Figura 13.146 Esquema para o Problema 13.93. 

13.94 Um transformador ideal de 440/110 V pode ser conectado 
para se tomar um autotransformador ideal de 550/440 V. 
Existem quatro ligações possíveis, duas das quais estão 
erradas. Determine a tensão de saída da: 

(a) conexão incorreta. 

(b) conexão correta. 

13.95 Dez lâmpadas em paralelo são alimentadas por um trans¬ 
formador de 7.200/120 V, conforme indicado na Figura 
13.147, na qual as lâmpadas são representadas em termos 
de modelo por resistores de 144 íl. 

Determine: 

(a) A relação de espiras n. 

(b) A corrente no enrolamento primário. 



Figura 13.147 Esquema para Problema 13.95. 

* 13.96 Alguns sistemas modernos de transmissão de energia elé- 
e®d trica agora têm maiores segmentos de transmissão com 
altas tensões CC. Existem várias boas razões para isso, 
mas não vamos analisá-lo nesse momento. Para conver¬ 
ter de CA para CC, são usados circuitos eletrônicos de 
potência. A tensão CA trifásica inicial é retificada (usan¬ 
do um retificador de onda completa). Verifica-se que o 
secundário conectado em uma combinação triângulo-es- 
trela e triângulo-triângulo proporcionam uma ondulação 
( ripple ) muito menor após o retificador de onda comple¬ 
ta. Como isso ocorre? Lembre-se de que esses são dispo¬ 
sitivos reais e são enrolados em núcleos comuns. 

Sugestão: Use as Figuras 13.47 e 13.49 e o fato de que 
cada bobina do secundário conectado em estrela e cada 
bobina do secundário conectado em triângulo estão enro¬ 
ladas no mesmo núcleo de cada bobina do primário co¬ 
nectada em triângulo de modo que a tensão de cada uma 
das bobinas correspondentes estão em fase. Quando os 
terminais de saída do secundário são conectados à carga 
através de retificadores de onda completa, vemos que a 
ondulação é bastante reduzida. Caso necessário, consulte 
seu professor para mais orientações. 
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RESPOSTA DE FREQUÊNCIA 


Você ama a vida? Então não desperdice o tempo, porque é desse 

material que a vida é feita. 

Benjamin Franklin 


Progresso profissional 

Carreira em sistemas de controle 

Sistemas de controle é uma área da engenharia elé¬ 
trica que também usa a análise de circuitos. Um 
sistema de controle projetado para regular o com¬ 
portamento de uma ou mais variáveis de alguma 
forma desejada e que desempenha importantes fun¬ 
ções em nossa vida cotidiana. 

Eletrodomésticos como sistemas de aque¬ 
cimento e de ar-condicionado, termostatos con¬ 
trolados por chaves, máquinas de lavar roupa e 
secadoras, instrumentação de bordo em automó¬ 
veis, elevadores, semáforos, plantas industriais, 
sistemas de navegação - todos esses equipamentos 
utilizam sistemas de controle. No campo aeroespa¬ 
cial, a orientação precisa de sondas espaciais, a am¬ 
pla gama de modos operacionais do ônibus espacial 
e a capacidade em manobrar remotamente veículos 
espaciais a partir da Terra exigem conhecimento de 
sistemas de controle. No setor industrial, operações 


repetitivas em uma linha de produção são cada vez 
mais realizadas por robôs, que são sistemas de con¬ 
trole programáveis desenvolvidos para operar du¬ 
rante longos períodos sem fadiga. 

A engenharia de controle integra as teorias de 
circuitos e de comunicações. Não se limitando a 
qualquer disciplina específica da engenharia, pode 
envolver os seguintes campos da engenharia: quí¬ 
mica, aeronáutica, mecânica, civil e elétrica. Por 
exemplo, uma tarefa comum para um engenheiro 
de sistemas de controle poderia ser: projetar um 
regulador de velocidade para a cabeça de uma uni¬ 
dade de disco. 

Dominar completamente as técnicas de siste¬ 
mas de controle é essencial para o engenheiro elé¬ 
trico e é de grande valia no projeto de sistemas de 
controle para realizar a tarefa desejada. 


545 
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14.1 


Introdução 


Em nossa análise de circuitos senoidais, aprendemos como determinar ten¬ 
sões e correntes em um circuito com fonte que tem frequência constante. Se 
deixarmos a amplitude da fonte senoidal permanecer constante e variarmos a 
frequência, obtemos a resposta de frequência do circuito, que pode ser con¬ 
siderada uma descrição completa do comportamento em regime estacionário 
senoidal de um circuito em função da frequência. 


Resposta de frequência de um circuito é a variação em seu comportamen¬ 
to em virtude da mudança na frequência dos sinais. 


Podemos considerar ainda as 
respostas de frequência de um 
circuito como uma variação de 
ganho e de fase em função da 
frequência. 


As respostas de frequência em regime estacionário senoidal de circuitos 
são de significativa importância em diversas aplicações, especialmente em co¬ 
municações e sistemas de controle. Uma aplicação específica consiste nos fil¬ 
tros elétricos que bloqueiam ou eliminam sinais com as frequências indesejadas 
e deixam passar sinais com as frequências desejadas. Os filtros são usados em 
sistemas de rádio, TV e telefonia para separar uma frequência de transmissão 
de outra. 

Iniciamos este capítulo considerando a resposta de frequência de circuitos 
simples e usando suas funções de transferência. Em seguida, levamos em conta 
os gráficos de Bode, que são comumente adotados na prática para a apresen¬ 
tação de resposta de frequência. Também consideramos circuitos ressonantes 
em série e em paralelo e apresentamos importantes conceitos como ressonân¬ 
cia, fator de qualidade, frequência de corte e largura de banda. Discutimos 
diferentes tipos de filtros e fatores de escala para circuitos. Na última seção, 
consideramos uma aplicação prática para circuitos ressonantes e duas aplica¬ 
ções para filtros. 


X(w) 

Circuito linear 

Y(<u) 

Entrada 

H(<») 

Saída 


Figura 14.1 Representação em 
diagrama em bloco de um circuito 
linear. 


Nesse contexto, X(a>) e Y(&>) 
representam os fasores de entrada 
e de saída de um circuito; não 
devendo ser confundidos com a 
mesma simbologia usada para 
reatância e admitância. O emprego 
múltiplo do mesmo símbolo é 
tradicionalmente aceito em razão 
da falta de um número suficiente 
de letras no alfabeto para expressar 
todas as variáveis em circuitos de 
maneira única. 



Função de transferência 

A função de transferência H (co) (também denominada função de circuito ) é uma 
ferramenta analítica útil para encontrar a resposta de frequência de um circuito. 
Na realidade, a resposta de frequência de um circuito é o gráfico da função de 
transferência do circuito H (oj) versus a>, com a> variando de a> = 0 a co = 

Função de transferência é a razão, dependente da frequência, entre uma 
função forçada e uma função forçante (ou de uma saída para uma entrada). A 
ideia de função de transferência estava implícita quando usamos os conceitos 
de impedância e de admitância para relacionar tensão com corrente. Geralmen¬ 
te, um circuito linear pode ser representado pelo diagrama em bloco mostrado 
na Figura 14.1. 


Função de transferência H(&>) de um circuito é a razão, dependente da fre¬ 
quência, entre uma saída fasorial Y (to) (a tensão ou corrente de um elemen¬ 
to) e uma entrada fasorial X(<x>) (fonte de tensão ou corrente). 


14.2 


Portanto, 


H(o>) = 


YM 

XM 


(14.1) 
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supondo condições iniciais iguais a zero. Como a entrada e a saída podem ser 
tanto tensão quanto corrente em qualquer ponto do circuito, existem quatro 
funções de transferência possíveis: 


H(cu) = Ganho de tensão = 


VoM 

V,-M 
I«,M 


H(oj) = Ganho de corrente = 

1,-M 

H(w) = Impedância de transferência 
H(o)) = Admitância de transferência = 


V P M 
I,» 
Uco) 
V,( co) 


(14.2 a) 
(14.2 b) 
(14.2c) 
(14.2</) 


Alguns autores usam H(/gj) para 
transferência em vez de H(a>), 
já que a) ej formam um par 
inseparável. 


os subscritos i e o denotam os valores de entrada ( in ) e de saída ( out ). Por ser 
um número complexo, H(oj) tem uma magnitude H{w) e uma fase c/j; isto é, 
H(co) = H{w)/±. 

Para obter a função de transferência usando a Equação (14.2), obtemos 
primeiro o equivalente no domínio da frequência do circuito substituindo re- 
sistores, indutores e capacitores por suas impedâncias RJwL e 1/ jwC. Em se¬ 
guida, usamos alguma técnica (ou técnicas) de um circuito qualquer para obter 
o valor apropriado na Equação (14.2). Podemos obter a resposta de frequência 
do circuito colocando em um gráfico a magnitude e a fase da função de trans¬ 
ferência à medida que a frequência varia. O uso de computador poupa um bom 
tempo para obter-se a função de transferência na forma gráfica. 

A função de transferência H(co) pode ser expressa em termos de seu poli¬ 
nómio do numerador N(w) e de seu denominador polinomial D(«) como 


HM 


N(a>) 

DM 


(14.3) 


onde N(&>) e D(w) não são necessariamente as mesmas expressões para, 
respectivamente, as funções de entrada e de saída. A representação de H(w) 
na Equação (14.3) pressupõe que os fatores comuns no numerador e no 
denominador em H(&>) foram cancelados, reduzindo a razão para o menor 
número de termos. As raízes de N(w) = 0 são chamadas de zeros de H(co) e 
normalmente são representadas na forma jw = z b z 2 De forma similar, as 
raízes de D(w) = 0 são denominadas de polos de H(o>) e são representadas 
na forma jw = p x , 


Um zero, como uma ra/z do numerador polinomial, é o valor para o qual a 
função é zero. Um polo, como uma ra/z do denominador polinomial, é um 
valor para o qual a função se torna infinita. 


Para evitar álgebra com números complexos, é oportuno substituir tempo¬ 
rariamente jw por .v ao trabalhar com H(w) e substituir s por jw no final. 


Para o circuito RC na Figura 14.2a, obtenha a função de transferência VyVj, e sua res¬ 
posta de frequência. Seja v s = V m cos wt. 

Solução: O equivalente do circuito no domínio da frequência é aquele mostrado na 
Figura 14.2 b. Pela divisão de tensão, a função de transferência é dada por 


Um zero também pode ser 
considerado o valor de s = jw 
que torna H(s) zero, e um polo 
pode ser considerado o valor de 
s = jw que torna H(s) infinita. 


EXEMPLO 14.1 • 
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(a) 



Q>) 

Figura 14.3 Resposta de frequência 
do circuito RC: ( a ) resposta de 
frequência; ( b ) resposta de fase. 


• PROBLEMA PRÁTICO 14.1 


R 

m 



Figura 14.4 Circuito RL para o 
Problema prático 14.1. 


H(w) = — = —= --- 

V, R+ 1/jcoC 1 + jojRC 


R 

AAAAr 


R 

■AMV 



+ 



(a) (b) 

Figura 14.2 Esquema para o Exemplo 14.1: (a) circuito RC no domínio do tempo; 

( b ) circuito RC no domínio da frequência. 

Comparando esta com a Equação (9.18e), obtemos a magnitude e a fase de HM, como 
segue 

1 , (O 

H — 0 = — tg 1 — 

VI + (w/wo ) 2 "o 

onde (o 0 = 1 IRC. Para colocar H e 4> em um gráfico no intervalo 0 < (o < obtemos 
seus valores em alguns pontos cruciais e, em seguida, traçamos o gráfico. 

Em (o = 0 , H= 1 e 4> = 0. Em <u = °°, H = 0 e <f> = -90°. Da mesma forma, em co = w 0 , 
H= 1/V2 e <f> = -45°. Com estes e alguns pontos mais, conforme mostrado na Tabela 
14.1, descobrimos que a resposta de frequência é como aquela ilustrada na Figura 14.3. 
Recursos adicionais da resposta de frequência na Figura 14.3 serão explicados na Seção 
14.6.1 sobre filtros passa-baixas. 


Tabela 14.1 

• Tabela para 0 Exemplo 14.1. 



< o/co 0 

H 

<f> 

íü/cüq 

H 


0 

1 

0 

10 

0,1 

1 

OO 

4^ 

0 

1 

0,71 

O 

l/T 

1 

20 

0,05 

-87° 

2 

0,45 

O 

m 

SO 

1 

100 

0,01 

1 

OO 

SO 

0 

3 

0,32 

-72° 

OO 

0 

1 

sO 

O 

0 


Obtenha a função de transferência V ( /V v do circuito RL da Figura 14.4 supondo que 
v s = V m cos (ot. Trace sua resposta de frequência. 

Resposta: jioL/(R + jioL); ver Figura 14.5 para a resposta. 




(a) (b) 

Figura 14.5 Resposta de frequência do circuito RL da Figura 14.4 
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Para o circuito da Figura 14.6, calcule o ganho I 0 (ta)/I,{<u) e seus polos e zeros. 
Solução: Por divisão de corrente, 


= 


4 + j 2(o 

4 + j2(o + l//0,5w 


ou 

I n (u>) j0,5cü(4 + jlw) s{s + 2) 

--=-v = -, s = ;íu 

I í(co) 1 + j2w + (jw) s + 2s + 1 

Os zeros se encontram em 

s(s + 2) = 0 => z.\ = 0, z 2 = — 2 

Os polos se encontram em 

s 2 + 2s + 1 = 0 + l) 2 = 0 

portanto, existe um polo repetido (ou polo duplo) emp = -1. 


Determine a função de transferência V 0 (cü)/I,{cü) para o circuito da Figura 14.7. Obte¬ 
nha seus zeros e polos. 


Resposta: 

s 2, + 85 + 10 


, s = jo ); zeros: 


-2,-3; polos: -1,5505,-6,449. 


EXEMPLO 14.2 • 



Figura 14.6 Esquema para o 
Exemplo 14.2. 



Figura 14.7 Esquema para o 
Problema prático 14.2. 

PROBLEMA PRÁTICO 14.2 • 


Escala de decibéis 

Nem sempre é fácil obter rapidamente um gráfico da magnitude e da fase da 
função de transferência como fizemos anteriormente. Uma maneira mais sis¬ 
temática de conseguir a resposta de frequência é usando os gráficos de Bode. 
Antes de começarmos a construir os gráficos de Bode, devemos tomar cuidado 
com duas questões: o uso de logaritmos e decibéis para expressar ganho. 

Como os gráficos de Bode se baseiam em logaritmos, é importante que 
guardemos as seguintes propriedades: 

1. log P t P 2 = log P ] + log P 2 

2. log P,/P 2 = log P l - log P 2 

3. log P n = n log P 

4. log 1 = 0 

Em sistemas de comunicações, o ganho é medido em beis. Historicamente, 
o bei é usado para medir a relação entre dois níveis de potência ou ganho de 
potência G; isto é, 


14.3 


G = Números de beis = 



(14.4) 


Nota histórica: O bei recebeu 
esse nome em homenagem a 
Alexander Graham Bell, inventor 
do telefone. 


O decibel (dB) nos fornece uma unidade de menor amplitude, porque é um 
décimo de um bei e é dado por 


CdB 


lOlogjo 


Pi 

Pi 


(14.5) 
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PERFIS HISTÓRICOS 

Alexander Graham Bell (1847-1922), inventor do telefone, foi cientista es¬ 
cocês-americano. 

Bell nasceu em Edimburgo, Escócia, filho de Alexander Melville Bell, notó¬ 
rio professor especializado em elocução e correção da voz. Alexander, que era 
o filho mais novo, também se tornou professor de retórica após formar-se pela 
University of Edinburgh e pela University of London. Em 1866, interessou-se 
em transmitir eletricamente a fala. Após seu irmão mais velho ter morrido de 
tuberculose, seu pai decidiu mudar-se para o Canadá. Alexander foi chamado 
para trabalhar em Boston, na Escola para Surdos. Lá, conheceu Thomas A. 
Watson, que se tornou seu assistente em seu experimento com um transmissor 
eletromagnético. Em 10 de março de 1876, Alexander transmitiu sua primeira 
mensagem famosa via telefone: “Watson, venha aqui. Preciso de sua ajuda”. O 
bei, a unidade logarítmica introduzida no Capítulo 14, recebeu esse nome em 
sua homenagem. 


Quando P x = P 2 , não existe nenhuma mudança na potência e o ganho em dB é 
0. Se P 2 = 2 P u o ganho será 

G dB = 10 log 10 2 — 3 dB (14.6) 

e quando P 2 = 0,5P X , o ganho será 


G d B = 10 logio 0,5 — —3 dB 


(14.7) 


h h 

o- 

P i 

Figura 14.8 Relações tensão-corrente 
para um circuito de quatro tenninais. 



As Equações (14.6) e (14.7) mostram outra razão para os logaritmos serem 
muito usados: o logaritmo do inverso de uma quantidade é simplesmente o 
negativo do logaritmo dessa quantidade. 

De forma alternativa, o ganho G pode ser expresso em termos de razão 
de tensão ou corrente. Para tanto, consideremos o circuito mostrado na Figura 
14.8. Se P x for a potência de entrada, P 2 a potência de saída (carga), R x a resis¬ 
tência de entrada e R 2 a resistência da carga, então P x = 0,5 V\/R x e P 2 = 0.5 V\/ 
R 2 e a Equação (14.5) ficará 

P 2 V\/R 2 

G dB = 10 log 10 —^ = 101og IO 

' ' v i/«i ( 14 . 8 ) 

= 10 logio^y 2 J + 10 log 10 


G d B — 20 log 10 


10 log 10 


Ri 


(14.9) 


Para o caso R 2 =R X , uma condição normalmente suposta ao se comparar níveis 
de tensão, a Equação (14.9) fica 


G d B — 20 log 10 

v I 


(14.10) 
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Se, em vez disso, P x = I 2 R\ eP 2 = I 2 R 2 , P ara ^1 = ^ 2 > obtemos 

GdB = 20 log 10 y (14.11) 

Três coisas importantes devem ser observadas nas Equações (14.5), (14.10) e 

(14.11): 

1. 10 log 10 é usado para potência, enquanto 20 log 10 é utilizado para tensão ou 
corrente, em virtude da relação quadrática entre elas (P = V 2 /R = 1 2 R). 

2. O valor em dB é uma medida logarítmica da razão entre uma variável e 
outra do mesmo tipo. Portanto, ela se aplica para expressar a função de 
transferência H nas equações (14.2a) e (14. 2b), que são quantidades adi- 
mensionais, mas não para expressar H nas equações (14.2c) e (14.2 d). 

3. É importante notar que usamos apenas amplitudes de tensão e corrente nas 
equações (14.10) e (14.11). Ângulos e sinais negativos serão tratados de 
forma independente, como veremos na Seção 14.4. 

Sabendo isso, agora podemos aplicar os conceitos de logaritmos e decibéis na 

construção dos gráficos de Bode. 


Gráficos de Bode 

Obter a resposta de frequência da função de transferência como na Seção 14.2 
é uma tarefa árdua. O intervalo de frequência necessário na resposta de fre¬ 
quência, muitas vezes, é tão extenso que não é conveniente o uso de uma esca¬ 
la linear para o eixo das frequências. Além disso, existe uma maneira mais 
sistemática de se localizar as características importantes dos gráficos de am¬ 
plitude e fase da função de transferência. Por tais razões, tornou-se prática 
comum representar graficamente a função de transferência em um par de 
gráficos semilogarítmicos: a amplitude (em decibéis) é representada grafica¬ 
mente versus o logaritmo da frequência; em outro gráfico, a fase (em graus) 
é representada graficamente versus o logaritmo da frequência. Esses gráficos 
semilogarítmicos da função de transferência - conhecidos como gráficos de 
Bode - tornaram-se o padrão adotado pelo mercado. 


14.4 


Nota histórica: Tais gráficos 
receberam esse nome em 
homenagem a HendrikW. Bode 
(1905-1982), engenheiro da Bell 
Telephone Laboratories, por seu 
trabalho pioneiro nos anos 1930 
e 1940. 



Gráficos de Bode são gráficos semilogarítmicos da magnitude (em decibéis) 
e da fase (em graus) de uma função de transferência versus frequência. 


Os gráficos de Bode contêm as mesmas informações dos gráficos não logarít¬ 
micos discutidos anteriormente, porém, são muito mais fáceis de ser construí¬ 
dos, como veremos adiante. 

A função de transferência pode ser escrita como 

H = H/fi = He& (14.12) 

Extraindo o logaritmo natural em ambos os lados da equação, 

ln H = ln H + ln e M> = ln H + jfi (14.13) 

Portanto, a parte real de In H é função da amplitude, enquanto a parte imaginá¬ 
ria é função da fase. Em um gráfico de Bode da amplitude, o ganho 


H dB = 20 log 10 H 


(14.14) 
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Tabela 14.2 • Ganho específico e 
seus valores em decibéis.* 

I Amplitude H 

20 log 10 H(dB) 

0,001 

-60 

0,01 

-40 

0,1 

-20 

0,5 

-6 

1 /V 2 

-3 

1 

0 

V2 

3 

2 

6 

10 

20 

20 

26 

100 

40 

1.000 

60 

* Alguns desses valores são aproximados. 



Origem é a posição w= 1 ou 
log a) = 0 e 0 ganho é zero. 





Década é um intervalo entre duas 
frequências com uma proporção 

10; por exemplo, entre co 0 e 10 co 0 
ou entre 10 e 100 Hz. Portanto, 

20 dB/década significa que a 
amplitude muda 20 dB toda vez 
que a frequência for dez vezes 
maior, ou seja, uma década. 

\--. 


representado graficamente em decibéis (dB) versus frequência. A Tabela 14.2 
fornece alguns valores de H com os valores correspondentes em decibéis. Em 
um gráfico de Bode da fase, cf> é representada graficamente em graus versus a 
frequência. Tanto os gráficos de amplitude como os de fase são construídos em 
papel semilogarítmico. 

Uma função de transferência na forma da Equação (14.3) pode ser escrita 
em termos de fatores que têm partes real e imaginária. Tal representação pode ser 

K(jw ) -1 (1 + jw/zi)[l + j2Çi(o/(ú k + (joj/üj k ) 2 ]- ■ ■ 

H(«) = ---;-;- 5 - (14.15) 

(1 +j(ú/p l )[l +j2Ç 2 o)/io n + (j(o/(o n ) 2 ]--- 

que é obtida dividindo-se os polos e zeros em H(w). A representação de H(«) 
como na Equação (14.15) é chamada forma-padrão. H(co) pode incluir até sete 
tipos diferentes de fatores que podem aparecer em varias combinações em uma 
função de transferência: 

1. Um ganho AT 

2. Um polo ou zero (ja>) na origem 

3. Um polo 1/(1 + j(a/p x ) ou zero simples (1 + yWzj) 

4. Um polo quadrático 1/[1 + j2[ 2 <o!(L> n + (/Wa„) 2 ] ou zero quadrático [1 + 
j2^(o/(o k + (JM/M k ) 2 ] 

Ao construir um gráfico de Bode, representamos graficamente cada fator sepa¬ 
radamente e, então, os adicionamos graficamente. Esses fatores podem ser 
considerados um por vez e depois combinados de forma aditiva em razão dos 
logaritmos envolvidos. E essa conveniência matemática do logaritmo que tor¬ 
na os gráficos de Bode uma poderosa ferramenta de engenharia. 

Agora criaremos linhas retas a partir dos fatores listados anteriormente. 
Veremos que esses gráficos com linhas retas, conhecidos como gráficos de 
Bode, se aproximam dos gráficos reais com um grau de precisão razoável. 

Termo constante: Para o ganho K, a amplitude é 20 log 10 K e a fase é 0 o ; am¬ 
bos são constantes com a frequência. Portanto, os gráficos de amplitude e de 
fase são mostrados na Figura 14.9. Se K for negativo, a amplitude permanece 
20 log 10 1 K\, porém, a fase é ±180°. 

Polo/zero na origem: Para o zero (ja>) na origem, a amplitude é 20 log 10 wea 
fase 90°. Estes são representados graficamente na Figura 14.10, na qual perce¬ 
bemos que a inclinação do gráfico da amplitude é 20 dB/década, enquanto a 
fase é constante com a frequência. 

Os gráficos de Bode para o polo (jw) 1 são similares, exceto pelo fato de a 
inclinação do gráfico da amplitude ser -20 dB/década, enquanto a fase é -90°. 
Geralmente, para (/oj) v , N é um inteiro, o gráfico da amplitude terá uma incli¬ 
nação de 20 N dB/década, enquanto a fase é de 90 N graus. 


H . 



20 log 10 A: 


<t >, 



1 1 

0 

1 1 


0,1 1 10 100 w 0.1 1 10 100 M 

(a) (b) 

Figura 14.9 Gráficos de Bode para ganho K: (a) grafico da amplitude; ( b ) grafico da fase. 
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Polo/zero simples: Para o zero simples (1 + jco/z x ), a amplitude é 20 log 10 11 + 
/Wz, e a fase é tg -1 co/z x . Percebemos que 




20 log 10 


1 + 


íff 

Zl 


20 log 10 1 = 0 (H16) 


ífdB 


20 log 10 



conforme co —> 0 
co 

=> 201og 10 — 

Zi 

conforme co —> °o 


(14.17) 


O caso especial de CC 
(co = 0) não aparece nos 
gráficos de Bode, pois log 
0 = -oo, implicando que 
a frequência zero está 
infinitamente à esquerda da 
origem do gráfico de Bode. 



demonstrando que podemos aproximar a amplitude como zero (uma linha reta 
com inclinação zero) para valores pequenos de at e por uma linha reta com 
inclinação 20 dB/década para valores grandes de at. A frequência at = z x em 
que as duas linhas assintóticas se cruzam é denominada frequência de canto ou 
frequência de corte. Portanto, o gráfico aproximado da amplitude é mostrado 
na Figura 14.11a, e o gráfico real também é indicado. Note que o gráfico apro¬ 
ximado está próximo do gráfico real, exceto na frequência de corte, at = z x e o 
desvio é 20 log 10 (l + j\) = 20 log 10 \/2 =3 dB. 

A fase tg -1 (at/z x ) pode ser expressa como segue 

0, co = 0 

45°, o = zi (14.18) 

90°, co —> oo 


f = tg 1 


z 1 



<t> 

90° 


Como aproximação por linha reta, consideramos 4> — 0 para at < z x / 10, 
cft — 45° para at = z u e cft — 90° para co > 10z,. Conforme mostrado na Figura 
14. ll(b), juntamente com o gráfico real, o gráfico de linha reta tem uma incli¬ 
nação de 45° por década. 

Os gráficos de Bode para o polo 1/(1 + jat/p j) são similares aos mostrados 
na Figura 14.11, exceto pela frequência de canto que está em at = p h pela 
amplitude que tem uma inclinação de -20 dB/década e pela fase que tem uma 
inclinação de -45° por década. 


0 o — 1 - 1 - 1 -—► 

0.1 1,0 10 co 

(b) 

Figura 14.10 Gráfico de Bode para 
um zero (jat) na origem: (a) gráfico da 
amplitude; ( b ) gráfico da fase. 




Figura 14.11 Gráfico de Bode para o zero (1 + jcotzf. (a) gráfico da amplitude; ( b ) gráfico da fase. 


Polo/zero quadrático: A amplitude do polo quadrático 1/[1 + j2£ 2 £»/w„ + (/W 
wj 2 ] é -20 log 10 | 1 +y2£ 2 w/w„ + (/Wíu„) 2 | e a fase é — tg 1 (2^ 2 o>/o>„)/(1 - co 2 / 
co 2 ). Mas 


77dB 


-20 log 10 


1 + 


j 2£ 2 w 



e 


=> 0 

conforme at —> 0 (14.19) 
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//dis 


-20 log 10 


1 + 


j2£ 2 w 


+ 



CO 

=> —40 log 10 — 

co„ 

conforme «u —» °° (14.20) 


Portanto, o gráfico da amplitude consiste em duas linhas retas assintóticas: 
uma de inclinação zero para oj < co n e a outra com inclinação -40 dB/década 
para co > co n , com co n como frequência de corte. A Figura 14.12a ilustra os 
gráficos real e aproximado. Note que o gráfico real depende do fator de amor¬ 
tecimento £ 2 , bem como da frequência de corte co n . O pico significativo nas 
vizinhanças da frequência angular deve ser acrescentado à aproximação por 
linha reta se for desejado um nível de precisão elevado. Entretanto, usaremos 
a aproximação da linha reta para fins de simplicidade. 




Figura 14.12 Gráficos de Bode do polo quadrático [1 + j2Çco/co n - co 2 lco\\ (a) gráfico da amplitude; ( b ) gráfico da fase. 


Existe outro procedimento para a 
obtenção dos gráficos de Bode, 
que é mais rápido e, quem sabe, 
até mais eficiente que aquele que 
acabamos de ver. Ele consiste no 
fato de perceber que os zeros 
provocam aumento na inclinação, 
enquanto os polos provocam 
diminuição. Partindo da assintota 
de baixa frequência do gráfico 
de Bode, deslocando-se pelo eixo 
das frequências e aumentando 
ou diminuindo a inclinação em 
cada frequência de corte, pode- 
-se traçar o gráfico de Bode de 
forma imediata a partir da função 
de transferência sem o trabalho 
de traçar gráficos individuais e 
somá-los. Esse procedimento pode 
ser usado tão logo você domine 
o método aqui discutido. Os 
computadores digitais tornaram 
o procedimento aqui discutido 
praticamente obsoleto. Diversos 
pacotes de software como o PSp/ce, 
MATLAB, Mathcad e o Micro-Cap 
podem ser usados para gerar 
gráficos de resposta de frequência. 
Mais adiante, ainda neste capítulo, 
discutiremos o PSpice. 



A fase pode ser expressa como segue 


<f> 


-tg 1 


2Ç 2 (ú/(ú h 

1 2/2 

1 - co / co n 


0, co = 0 
—90°, co = co n 
180°, co —> 00 


(14.21) 


O gráfico da fase é uma linha reta de inclinação - 90° por década com início em 
coj 10 e término em 10oj H , conforme indicado na Figura 14.12 b. Observamos, 
novamente, que a diferença entre o gráfico real e o gráfico com linhas retas se 
deve ao fator de amortecimento. Observe que as aproximações com linhas re¬ 
tas para o gráfico da amplitude, assim como para o gráfico da fase para o polo 
quadrático, são as mesmas de um polo duplo, isto é (1 + jco/co n f 2 . É de se es¬ 
perar, porque o polo duplo (1 + jco/co n f 2 é igual ao polo quadrático, 1/[1 + 
j2Ç 2 co/co n + (Jco/coJ 1 quando £ 2 = 1- Portanto, o polo quadrático pode ser tratado 
como um polo duplo no que diz respeito à aproximação com linhas retas. 

Para o zero quadrático [1 +j2Ç l co/co k + (jco/co k ) 2 ], os gráficos da Figura 14.12 
são invertidos, pois o gráfico da amplitude possui uma inclinação de 40 dB/déca¬ 
da, enquanto o gráfico da fase tem uma inclinação de 90° por década. 

A Tabela 14.3 apresenta um resumo dos gráficos de Bode para os sete fato¬ 
res. Obviamente, nem toda função de transferência possui todos esses fatores. 
Para, por exemplo, traçar os gráficos de Bode para uma função H(<w) na forma 
da Equação (14.15), registramos primeiro as frequências de corte no papel 
semilog, traçamos os fatores um por vez, conforme discutido anteriormente e, 
em seguida, combinamos, de forma aditiva, os gráficos dos fatores. O gráfico 
combinado normalmente é traçado da esquerda para a direita, mudando as in¬ 
clinações de forma apropriada cada vez que for encontrada uma frequência de 
corte. Os exemplos a seguir ilustram esse procedimento. 
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Tabela 14.3 • Resumo dos gráficos de linha reta de Bode para amplitude e fase. 


Fator Amplitude Fase 


20 log 10 A: 


K 




o° 


(x) 


(X) 
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EXEMPLO 14.3 


Construa os gráficos de Bode para a função de transferência 

200 jco 

H(w) =--- 

(jco + 2)0 + 10) 

Solução: Primeiro, colocamos HM na fonna-padrão dividindo os polos e zeros. Portanto, 
10 jco 


HM = 


(1 +j(o/ 2)(1 +jíü/lO) 
\0\jco\ 


/90° - tg" 1 co/2 - tg 1 qj/10 


|1 + jui/2111 + j(o/ 10| 

Logo, a amplitude e a fase são 

= 20 log 10 10 + 201og 10 |>)| - 20 logio 
- 20 log 10 


1 + 


J<o 


JCO 

1 + — 
10 


„ 1 co , CO 

$ = 90° - tg -1 -tg -1 — 

v s 2 6 io 

Percebemos que existem duas frequências de corte em co = 2 e co = 10. Tanto para o grá¬ 
fico de amplitude como para o de fase, traçamos cada termo conforme indicado pelas 
linhas pontilhadas na Figura 14.13. Adicionamos essas linhas graficamente para obter 
os gráficos globais mostrados pelas linhas cheias. 




• PROBLEMA PRÁTICO 14.3 


Figura 14.13 Esquema para o Exemplo 14.3: (a) gráfico da amplitude; ( b ) gráfico da fase. 

Trace os gráficos de Bode para a função de transferência 

ir/ , 5 (jco + 2) 

HM = — r 


jcoijco + 10) 


Resposta: Ver Figura 14.14. 
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<f> A 
90° - 


QO -L_ 

0 1 0,2 


tg 


2 

V- 




-tg 1 10 


1 2 


10 20 


100 


-90° 



> 

(JÚ 


(b) 

Figura 14.14 Esquema para o Problema prático 14.3: (a) gráfico da amplitude; 
( b ) gráfico da fase. 


Trace os gráficos de Bode para 


EXEMPLO 14.4 • 


H(<u) 


jco + 10 


jw(jh) + 5) 

Solução: Colocando H(<u) na forma-padrão, obtemos 

, 0,4(1 + jco/ 10) 

H(dj) = ---;— ir 

jü){\ + jüj/5) 

A partir desta, obtemos a fase e a amplitude como segue 


Ha b — 20 log 10 0,4 + 20 logio 

j“> 


1 + — 
10 


- 20 log 10 |j'<u| 


- 40 logn 


1 + ' 


0 = 0° + tg^ 1 — - 90° - 2 tg- 1 - 
6 10 5 


Há duas frequências de corte em a) = 5e&)=10 rad/s. Para o polo com frequência de 
corte em io = 5, a inclinação do gráfico de amplitude é -40 dB/década, e para o gráfico 
de fase, é -90° por década por causa da potência de 2. Os gráficos de amplitude e de 
fase para os termos individuais (em linha tracejada) e para H(y'ít)) (em linha cheia) estão 
indicados na Figura 14.15. 
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Figura 14.15 Gráficos de Bode para o Exemplo 14.4: (a) gráfico da amplitude; ( b ) gráfico da fase. 
• PROBLEMA PRÁTICO 14.4 Trace os gráficos de Bode para 

50 jio 

H(w) =---j 

O + 4)0 + 10) 2 

Resposta: Ver Figura 14.16. 




Figura 14.16 Esquema para o Problema prático 14.4: (a) gráfico da amplitude; ( b ) gráfico da fase. 


• EXEMPLO 14.5 


Desenhe os gráficos de Bode para 


H(í) = 


í + 1 

í 2 + I2s + 100 


Solução: 

1. Definição. O problema está enunciado de forma clara e seguimos a técnica des¬ 
crita no capítulo. 

2. Apresentação. Traçaremos o gráfico de Bode aproximado para a função dada, 
H(s). 

3. Alternativa. As duas opções mais eficazes seriam a técnica da aproximação des¬ 
crita no capítulo, que usaremos nesse caso, e o MATLAB, ambos capazes de for¬ 
necer efetivamente os gráficos de Bode. 

4. Tentativa. Expressamos H(.s) como 

1 / 100 ( 1 +» 

H(<ü) = -;-;-v 

1 + > 1 , 2/10 + O / 10) 2 

Para o polo quadrático, co n = 10 rad/s, que serve como frequência de corte. 
A amplitude e a fase são 
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- 20 log! 


1 + ' 


H áB = -201og 10 100 + 20 log 10 |l + jw 
ja>l,2 o) 2 
10 ~~ 100 
<ul,2/10 
. 1 - <u 2 /100_ 


4> = 0 o + tg 1 co - tg 1 


A Figura 14.17 mostra os gráficos de Bode. Observe que o polo quadrático é tra¬ 
tado como um polo repetido em co k , isto é, (1 + jw/co k y, que é uma aproximação. 



5. Avaliação. Embora pudéssemos usar o MATLAB para validar a solução, usare¬ 
mos um método mais objetivo. Em primeiro lugar, temos de ficar cientes de que 
o denominador pressupõe que f = 0 para a aproximação e, portanto, usaremos a 
equação a seguir para verificar nossa resposta: 


H(í) - 


5+1 
5 2 + 10 2 


Também devemos notar que precisamos encontrar efetivamente H dB e o ângulo 
de fase </> correspondente. Primeiro, façamos a> = 0. 


H dB = 20 log 10 (l/100) = -40 e </> = 0 o 
Tentemos agora co = 1. 

H dB = 20 logiod,4142/99) = -36,9 dB 


que são os 3 dB acima da frequência de corte. 


ò = 45° a partir de H( /j =- 

F - I + 100 


Tentemos agora co = 100. 

H dB = 20 lo glo (100) - 20 lo glo (9.900) = 39,91 dB 


4> é 90° do numerador menos 180°, que fornece -90°. Verificamos três pontos 
diferentes e obtivemos uma concordância próxima e, já que se trata de uma apro¬ 
ximação, podemos nos sentir seguros de que solucionamos o problema de forma 
adequada. 

Com razão, poder-se-ia perguntar por que não verificar em co = 10? Se esco¬ 
lhêssemos simplesmente o valor aproximado usado anteriormente, acabaríamos 
chegando a um valor infinito que se deve esperar de £ = 0 (Ver Figura 14.12a). 
Se usássemos o valor real de H(/T0), ainda assim acabaríamos ficando longe dos 
valores aproximados, já que £ = 0,6 e a Figura 14.12a mostra um desvio significa¬ 
tivo da aproximação. Poderíamos ter refeito o problema com £ = 0,707, o que te¬ 
ria nos deixado mais perto dessa aproximação. Entretanto, já temos efetivamente 
pontos suficientes sem ter de fazer isso. 
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• PROBLEMA PRÁTICO 14.5 


6. Satisfatória? Estamos satisfeitos com a solução obtida e podemos apresentar os 
resultados como uma solução para o problema. 

Construa os gráficos de Bode para 


H(s) 


10 

s(s 2 + 80 s + 400) 


Resposta: Ver Figura 14.18. 




Figura 14.18 Esquema para o Problema prático 14.5: (a) gráfico da amplitude; ( b ) gráfico da fase. 


• EXEMPLO 14.6 



Figura 14.19 Esquema para o 
Exemplo 14.6. 


Dado o gráfico de Bode da Figura 14.19, obtenha a função de transferência H(&>). 

Solução: Para obter H(ío) a partir do gráfico de Bode, tenha em mente que um zero 
sempre provoca uma mudança para cima na frequência de corte, enquanto um polo pro¬ 
voca uma mudança para baixo. Notamos, da Figura 14.19, que existe um jio zero na 
origem que poderia ter interceptado o eixo da frequência em w = 1. Isso é indicado 
pela linha reta de inclinação +20 dB/década. O fato de a linha reta estar deslocada em 
40 dB indica que existe um ganho de 40 dB, isto é, 

40 = 20 logio K =$■ log 10 K = 2 


ou 


K= 10 2 = 100 

Além da jw zero na origem, percebemos que existem três fatores com frequências de 
corte em a> = 1,5 e co = 20 rad/s. Portanto, temos: 


1. Um polo em p = 1 com inclinação -20 dB/década que provoca uma mudança 
para baixo e reage em oposição ao zero na origem. O polo em p= lê determina¬ 
do como 1/(1 + jWl). 

2. Outro polo em p = 5 com inclinação -20 dB/década que provoca uma mudança 
para baixo. O polo é 1/(1 + jW5). 

3. Um terceiro polo em p = 5 com inclinação -20 dB/década que provoca uma 
mudança para baixo. O polo é 1/(1 + jW20). 

Agrupar tudo isso nos fornece a função de transferência correspondente, como 
segue 


H(o») = 


lOOyco 

(1 +jw/\)(\ +jca/ 5)(1 + jto/20) 


j“> io 4 


(j(o + + 5 )(jw + 20) 
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ou 


H(j) 


_ícyfç_ 

(s + 1)(í + 5)(s + 20)' 


í = j(o 


Obtenha a função de transferência H(&>) correspondente ao gráfico de Bode na Figura 
14.20. 


Resposta: H(tu) 


2.000.000 (s + 5) 

(s + 10) 0 + 100) 2 ' 


Para ver como usar o MATLAB para geração de gráficos de Bode, consulte a 
Seção 14.11. 


PROBLEMA PRÁTICO 14.6 • 

H. 

+20 dB/década 
\ 

-40 dB/década 

40 dB 


"A/ 


! \ 


5 10 

100 1.000 *a> 


Figura 14.20 Esquema para o 
Problema prático 14.6. 

14.5 Ressonância em série 

A característica de maior destaque da resposta de frequência de um circuito 
pode ser o pico agudo (ou pico de ressonância ) que aparece em sua curva 
característica de amplitude. O conceito de ressonância se aplica em diversas 
áreas da ciência e da engenharia, e ocorre em qualquer circuito que tenha pelo 
menos um indutor e um capacitor, e em qualquer sistema que tenha um par 
conjugado de polos; ele é a causa das oscilações de energia armazenada de 
uma forma para outra. Trata-se do fenômeno que possibilita a discriminação 
de frequências em circuitos de comunicação. 


Ressonância é uma condição em um circuito RLC no qual as reatâncias 
capacitiva e indutiva são iguais em módulo, resultando, portanto, em uma 
impedância puramente resistiva. 


Os circuitos ressonantes (em série ou em paralelo) são úteis na construção de 
filtros já que suas funções de transferência podem ser altamente seletivas em 
termos de frequência. Eles são usados em diversas aplicações, como selecionar 
as estações desejadas em aparelhos de rádio e TV. 

Consideremos o circuito RLC mostrado na Figura 14.21 no domínio da 
frequência. A impedância de entrada é 

V 1 

Z = H(w) = — = R + jo)L + - (14.22) 

I jcoC 

ou 



Figura 14.21 Circuito ressonante em 
série. 


Z = R + j^coL - (14.23) 

A ressonância resulta quando a parte imaginária da função de transferência é 
zero ou 

1 

Im(Z) = (oL -- = 0 (14.24) 

coC 

O valor de u> que satisfaz essa condição é denominado frequência de ressonân¬ 
cia (o 0 . Portanto, a condição de ressonância é 
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ou 


MqL — 


1 


(°qC 


Uma vez que a> 0 




0)q — 


1 

Vlc 


rad/s 


/o 


1 

27r Vlc 


Hz 


(14.25) 


(14.26) 


(14.27) 


Note que a observação n° 4 se 
torna evidente do fato de que onde 


|Vd 

|Vc| 


ffo> 0 L = QV m 
K 

v m 1 


0 é o fator de qualidade, definido 
na Equação (14.38). 



Observe que, na ressonância: 

1. A impedância é puramente resistiva, portanto, Z = R. Em outras palavras, 
a associação em série LC atua como um curto-circuito e toda a tensão está 
em R. 

2. A tensão V s e a corrente I estão em fase, de modo que o fator de potência 
é unitário. 

3. O módulo da função de transferência H(w) = Z(co) é mínimo. 

4. As tensões no indutor e no capacitor podem ser muito maiores que a ten¬ 
são da fonte. 

A resposta de frequência da amplitude da corrente do circuito 


/ = 


V 


Vr 2 + (oL 1/wC) 2 


(14.28) 


é mostrada na Figura 14.22; o gráfico exibe apenas a simetria ilustrada quando 
o eixo da frequência é logarítmica. A potência média dissipada pelo circuito 
RLCé 

P(o)) = -I 2 R (14.29) 

2 


0 Ú)q 0) 2 

Largura de banda B 

Figura 14.22 Aamplitudeda 
corrente versus a frequência para o 
cirucito ressonante em série da 
Figura 14.21. 


A maior potência dissipada ocorre na ressonância, quando I = VJR , de modo 
que 

P(co 0 )= 1 -^ (14.30) 

Z K 

Em certas frequências u = u> l e w = w 2 , a potência dissipada é metade do valor 
máximo; isto é, 



P(o) i) = P(o) 2 ) 


{V m /V2f _ Vj 

2 R 4 R 


(14.31) 


Logo, co t e co 2 são denominados frequências de meia potência. 

As frequências de meia potência são obtidas fazendo-se Z igual a V2/f e 
escrevendo 



V2 R 


(14.32) 


Calculando em função de co, obtemos 























Capítulo 14 • Resposta de frequência 563 • 



(14.33) 


Podemos relacionar as frequências de meia potência com a frequência de res¬ 
sonância. A partir das equações (14.26) e (14.33), 

a>Q = Vcõpãõ (14.34) 

mostrando que a frequência de ressonância é a média geométrica das frequên¬ 
cias de meia potência. Note que oq e co 2 , geralmente, não são simétricas em 
torno da frequência de ressonância oj 0 , pois a resposta de frequência geralmen¬ 
te não é simétrica. Entretanto, como será explicado em breve, a simetria das 
frequências de meia potência em torno da frequência de ressonância normal¬ 
mente é uma boa aproximação. 

Embora a altura da curva na Figura 14.22 seja determinada por R, a largura 
da curva depende de outros fatores. A largura da curva de resposta depende da 
largura de banda B. que é definida como a diferença entre as duas frequências 
de meia potência, 

B = a>2 — (l>i (14.35) 

Essa definição de largura de banda ( bandwidth ) é apenas uma das várias 
que são comumente usadas. A rigor, B na Equação (14.35) é uma largura 
de banda de meia potência, pois é a largura da faixa de frequências entre as 
frequências de meia potência. 

O nível de “estreitamento” da curva de ressonância em um circuito resso¬ 
nante é medida quantitativamente pelo fator de qualidade Q. Na ressonância, 
a energia reativa no circuito oscila entre o indutor e o capacitor. O fator de 
qualidade relaciona a energia máxima ou de pico de energia armazenada e a 
energia dissipada no circuito por ciclo de oscilação: 

Energia de pico armazenada no circuito 

Q = 2tt --- 

Energia dissipada pelo circuito em um (14.36) 

período de ressonância 

Também é considerado uma medida da propriedade de armazenamento de 
energia de um circuito em relação à sua propriedade de dissipação de energia. 
No circuito RLC em série, a energia de pico armazenada é \LI 2 , enquanto a 
energia dissipada em um período é k(I 2 R)(l/f 0 ). Portanto, 


Embora o mesmo símbolo Q seja 
usado para a potência reativa, os 
dois não são iguais e não devem 
ser confundidos. Q, nesse caso, 
é adimensional, enquanto a 
potência reativa 0 é expressa em 
VAR. Isso pode ajudar a fazer a 
distinção entre os dois. 



ou 


« „ kLI 2 2irf 0 L 

Q = 2tt - z -=- 

\l 2 R{l/f Q ) R 


(14.37) 


MqL 1 
R (úqCR 


(14.38) 


Observe que o fator de qualidade é adimensional. A relação entre a largura de 
banda B e o fator de qualidade Q é obtido substituindo-se a Equação (14.33) na 
Equação (14.35) e utilizando a Equação (14.38). 
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Amplitude 



Figura 14.23 Quanto maior o Q do 
circuito, menor a largura de banda. 


Fator de qualidade é uma 
medida da seletividade (ou nível 
de "estreitamento" da curva de 
ressonância) do circuito. 




«o 

Q 


(14.39) 


ou B = Wq CR. Consequentemente, 


Fator de qualidade de um circuito ressonante é a razão entre sua frequên¬ 
cia ressonante e sua largura de banda. 


Tenha em mente que as Equações (14.33), (14.38) e (14.39) se aplicam apenas 
a um circuito RLC em série. 

Conforme ilustrado na Figura 14.23, quanto maior for o valor de Q, mais 
seletivo é o circuito, porém menor a largura de banda. A seletividade de um cir¬ 
cuito RLC é a capacidade do circuito em responder a certa frequência e segre¬ 
gar todas as demais frequências. Se a faixa de frequências a ser selecionada ou 
rejeitada for estreita, o fator de qualidade do circuito ressonante deve ser ele¬ 
vado. Se a faixa de frequências for larga, o fator de qualidade deve ser baixo. 

Um circuito ressonante é projetado para operar na frequência de ressonân¬ 
cia ou próximo dela. Diz-se que um circuito é de Q elevado quando seu fator 
de qualidade é igual ou superior a 10. Para circuitos de Q elevado (Q > 10), as 
frequências de meia potência são, na prática, simétricas em torno da frequência 
de ressonância e podem ser aproximadas por 


B 

B 

— a> Q — 

CO o — (ü() + 

2 


Os circuitos de Q elevado são usados em circuitos de comunicação. 

Vemos que um circuito ressonante é caracterizado por cinco parâmetros 
inter-relacionados: as duas frequências de meia potência &q e cj 2 , a frequência 
de ressonância oi 0 , a largura de banda Be o fator de qualidade Q. 


• EXEMPLO 14.7 


R 

—vwv- 


L 

-qmp— 


20 sen cot 


© 


Figura 14.24 Esquema para o 
Exemplo 14.7. 


No circuito da Figura 14.24, R = 2 íl, L = 1 mFl e C = 0,4 /rF. (a) Determine a frequên¬ 
cia de ressonância e as frequências de meia potência, (b) Calcule o fator de qualidade e 
a largura de banda, (c) Estabeleça a amplitude da corrente nas frequências co 0 , o> l e to 7 . 

Solução: (a) A frequência de ressonância é 

l = 50 krad/s 

X 0,4 X 10~ 6 

M MÉTODO 1 A frequência de meia potência inferior é 



o> 1 



---r 4- V(10 3 ) 2 + (50 X 10 3 ) 2 

2 X 10“ 3 

— 1 + Vi + 2.500 krad/s = 49 krad/s 


De modo similar, a frequência de meia potência superior é 


u >2 = 1 + Vl + 2.500 krad/s = 51 krad/s 
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(b) A largura de banda é 


B — w 2 — o)[ = 2 krad/s 


ou 


O fator de qualidade é 


R 2 

B = — =-õ = 2 krad/ s 

L 10- 3 


ô = ^ = ^ = 25 

^ B 2 


MÉTODO 2 De forna alternativa, podemos encontrar 


ú) 0 L 50 X 10 3 X 10~ 3 

Q = =-= 25 

R 2 


A partir de Q, obtemos 


o)q 50 X 10 


B = — = 

Q 25 


= 2 krad/s 


Como Q > 10, este é um circuito de Q elevado e podemos obter as frequências de meia 
potência como 

B 

&>! = (o 0 — — = 50 — 1 = 49 krad/s 
B 

(ü 2 = <u 0 + — = 50 + 1 = 51 krad/s 


conforme obtido anteriormente, 
(c) Em co = to g , 


Em co = Wj e (o = to 2 , 


V m 20 

/ = — = — = 10 A 

R 2 


V,„ 10 

I = = — = 7,071 A 


V2 R V2 


Um circuito conectado em série tem 7? = 4íleZ = 25 mH. (a) Calcule o valor de C PROBLEMA PRÁTICO 14.7 

que produzirá um fator de qualidade de 50. (b) Determine w l , &> 2 e B. (c) Determine a 
potência média dissipada em to = tü 0 , w = to l e co = to-,. 

Resposta: (a) 0,625 pp; (b) 7.920 rad/s; 8.080 rad/s; 160 rad/s; (c) 1,25 kW, 0,625 
kW, 0,625 kW. 


Ressonância em paralelo 

O circuito RLC em paralelo da Figura 14.25 é o dual do circuito RLC em série. 
Portanto, enviaremos repetições desnecessárias. A admitância é 

Y = HifiS) =* r = i p +jtoC + —- (14.41) 

V R jwL 

ou 


14.6 



Figura 14.25 Circuito de 
ressonância em paralelo. 


Y = 


R 


+ j 



(14.42) 
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Largura de B 


A ressonância ocorre quando a parte imaginária de Y é zero, 


ou 


ct)C — 


1 

mL 


= 0 


1 

cun = —^=rad/s 

Vlc 


(14.43) 


(14.44) 


Figura 14.26 Aamplitudeda 
corrente versus a frequência para o 
circuito ressonante em série da Figura 


14.25. 


Notamos isso do fato de que 
I„,R 


II,. 


WqL 


= Qhn 


|Icl — m 0 CI,„R — QI m 

onde Q é o fator de qualidade, 
definido na Equação (14.47). 


que é a mesma da Equação (14.26) para o circuito ressonante em série. A ten¬ 
são |V| é representada na Figura 14.26 em função da frequência. Note que, na 
ressonância, a associação LC em paralelo atua como um circuito aberto, de 
modo que a corrente toda flua através de R. Da mesma forma, as correntes no 
indutor e no capacitor podem ser muito maiores que a corrente de fonte na 
ressonância. 

Exploramos a dualidade entre as Figuras 14.21 e 14.25, comparando as 
Equações (14.42) e (14.23). Substituindo R, L e C nas expressões para o cir¬ 
cuito em série com 1/7?, Cei, respectivamente, obtemos para o circuito em 
paralelo 



(14.45) 


B = ü>2 — W\ = 


1 

RC 


(14.46) 



(o o RC 


R 

(ú 0 L 


(14.47) 


Deve-se notar que as Equações (14.45) a (14.47) se aplicam apenas a um cir¬ 
cuito RLC em paralelo. Usando as Equações (14.45) e (14.47), podemos ex¬ 
pressar as frequências de meia potência em termos de fator de qualidade. O 
resultado é 


Mi 




wq 

2 Q 


(14.48) 


Novamente, para circuitos de Q elevado (Q > 10) 


B 

B 

«i ~ «o “ 

W 2 — M 0 + — 


(14.49) 





























Capítulo 14 • Resposta de frequência 567 • 


A Tabela 14.4 apresenta um resumo das características dos circuitos ressonan¬ 
tes em série e em paralelo. Além dos circuitos RLC em série e em paralelo aqui 
considerados, existem outros circuitos ressonantes. O Exemplo 14.9 trata de 
um caso comum. 


Tabela 14.4 • Resumo das características dos circuitos RLC ressonantes. 


Característica Circuito em série Circuito em paralelo 


Frequência de ressonância, co g 


1 

VLC 


1 

VLC 


Fator de qualidade, Q 


(o 0 L 1 

-ou- 

R (i)qRC 


-ou co 0 RC 

(o 0 L 


Largura de banda, B 


&>o 


(O 0 


Q 


Q 


Frequência de meia potência, 
aq, co 2 


0) 0 



co 0 

2 Q 


CÜQ 



CÜQ 

2 Q 


Para Q 10, &q, co 2 



w 0 ± 


B 

2 


No circuito RLC em paralelo da Figura 14.27, faça R = 8 kíl, L = 0,2 mH e C = 8 /jlF. 
(a) Calcule co 0 , Q e B. (b) Determine &q e <*)•,. (c) Determine a potência dissipada nas 
frequências co 0 , io I e co 2 . 

Solução: 

(a) 


1 __1__ 

w ° Vlc Võ^õtr^slõtr® 

R 8 X 10 3 

Q = -=- 5 -, 

co 0 L 25 X 10 3 X 0,2 X 10 -3 


- = 25 krad/s 

4 


= 1.600 


EXEMPLO 14.8 • 


1,25 sen (cot) mA 


© 


:r a L =hc 


Figura 14.27 Esquema para o 
Exemplo 14.8. 


B = — = 15,625 rad/s 

Q 


(b) Por causa do valor elevado de Q, podemos considerar este como um circuito de Q 
elevado. Logo, 


B 

toi = oi 0 -- = 25.000 - 7,812 = 24.992 rad/s 
B 

(o 2 = ío 0 + — = 25.000 + 7,812 = 25.008 rad/s 


(c) Em co = cü g , Y = 1/R ou Z = R = 8 kíl. Então, 


y 10 /—90° 

Z “ 8.000 


1,25 /—90° mA 


Como na ressonância a corrente toda flui por R, a potência média dissipada em w = co 0 é 
P = ^|I d | 2 R = ^(1,25 X 10~ 3 ) 2 (8 X 10 3 ) = 6,25 mW 
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• PROBLEMA PRÁTICO 14.8 


ou 


P 



100 

2 X 8 X 10 3 


6,25 mW 


Em to = to t e to = to 2 . 


V 

P = — = 3,125 mW 
4 R 


Um circuito ressonante em paralelo possui R = 100 kíl, L = 20 mH e C = 5 nF. Calcule 
to 0 , to t , to 2 , Q e B. 

Resposta: 100 krad/s, 99 krad/s, 101 krad/s, 50, 2 krad/s. 


► EXEMPLO 14.9 





4, cos «» Q 

5 = 

= 0,1 F < 

Í10 Q [ 

Figura 14.28 

Exemplo 14.9. 

Esquema para o 


2 H 

2Q 


• PROBLEMA PRÁTICO 14.9 


Determine a frequência ressonante do circuito na Figura 14.28. 
Solução: A admitância de entrada é 

1 1 

Y — i to0,1 + — +-— 0,1+ jto 0,1 + 

J 10 2 + jto2 J 

Na ressonância, Im(Y) = 0 e 


2 — jto 2 
4 + 4 to~ 


2 to 0 

ío o 0,1 - t = 0 =+• ton = 2 rad/s 

4 + 4wõ 

Calcule a frequência de ressonância do circuito na Figura 14.29. 


10 mH 



Figura 14.29 Esquema para o 
Problema prático 14.9. 


Resposta: 435,9 rad/s. 


14.7 Filtros passivos 

O conceito de filtros tem sido parte integrante da evolução da engenharia elé¬ 
trica desde o início. Várias realizações tecnológicas não teriam sido possíveis 
sem a existência dos filtros elétricos. Em virtude desse importante papel, foi 
despendido grande esforço na teoria, no projeto e na construção de filtros e fo¬ 
ram escritos muitos artigos e livros sobre eles. Nossa discussão, neste capítulo, 
será apenas introdutória. 


Filtro é um circuito projetado para deixar passar sinais com frequências 
desejadas e rejeitar ou atenuar outros. 


Como dispositivo seletivo de frequências, um filtro pode ser usado para limitar 
o espectro de frequências de um sinal para alguma faixa de frequências espe¬ 
cificada e em receptores de rádio e TV, para possibilitar que selecionemos um 
sinal desejado de uma grande gama de sinais presentes no ambiente. 

Um circuito é um filtro passivo se for formado apenas pelos elementos 
passivos R,LeC. Diz-se que um filtro é ativo se ele for formado por elemen¬ 
tos ativos (como transistores e amplificadores operacionais), além dos ele¬ 
mentos passivos R,LeC. Consideremos filtros passivos nesta seção e os filtros 
ativos na seção seguinte. Os filtros LC foram usados em aplicações práticas por 
mais de oito décadas. A tecnologia de filtros LC alimenta áreas relacionadas 
como equalizadores, circuitos de casamento de impedância, transformadores, 
circuitos modeladores, divisores de potência, atenuadores e acopladores dire¬ 
cionais e fornece continuamente aos engenheiros oportunidades para inovar 
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e experimentar. Além dos filtros LC que estudaremos nestas seções, existem 
outros tipos de filtros - como os digitais, eletromecânicos e de micro-ondas -, 
os quais estão fora do escopo deste texto. 

Como pode ser visto na Figura 14.30, existem quatro tipos de filtros, sejam 
eles passivos ou ativos: 

1. Um filtro passa-baixas deixa passar frequências baixas e rejeita frequên¬ 
cias altas, como mostrado de forma ideal na Figura 14.30a. 

2. Um filtro passa-altas deixa passar frequências altas e rejeita frequências 
baixas, conforme mostrado de forma ideal na Figura 14.30b. 

3. Um filtro passa-faixa deixa passar frequências dentro de uma faixa de fre¬ 
quências e bloqueia ou atenua frequências dentro da faixa, como mostrado 
de forma ideal na Figura 14.30c. 

4. Um filtro rejeita-faixa deixa passar frequências fora de uma faixa de fre¬ 
quências e bloqueia ou atenua frequências dentro da faixa, conforme mos¬ 
trado de forma ideal na Figura 14.30c/. 

A Tabela 14.5 apresenta um resumo das características desses filtros. Es¬ 
teja atento para o fato de as características nessa tabela serem válidas apenas 
para os filtros de primeira ou de segunda ordens - porém não se deve ficar com 
a impressão de que existem somente esses tipos de filtros. Consideraremos 
agora circuitos típicos para construção de filtros mostrados na Tabela 14.5. 


Tabela 14.5 • 

Síntese das características dos filtros ideais. 


Tipo de Filtro 

H( 0) 

HM 

H(io c ) ou H(oj 0 ) 

Passa-baixas 

1 

0 

1/V2 

Passa-altas 

0 

1 

1/V2 

Passa-faixa 

0 

0 

1 

Rejeita-faixa 

1 

1 

0 


(o c é a frequência de corte para os filtros passa-baixas e passa-altas; w 0 éa frequência central para 
os filtros passa-faixa e rejeita-faixa. 


14.7.1 Filtro passa-baixas 

Um filtro passa-baixas padrão é formado quando a saída de um circuito RC é 
obtida a partir do capacitor, como mostra a Figura 14.31. A função de transfe¬ 
rência (ver Exemplo 14.1) é 


HM = 


V,- 


HM = 


= 1/MC 

ü + 1 /jojC 

1 

1 + ja>RC 


(14.50) 


Observe que H(0) = 1, H(°°) = 0. A Figura 14.32 mostra o gráfico de |H(<u)|, 
juntamente com a curva característica ideal. A frequência de meia potência, 
equivalente à frequência de corte nos gráficos de Bode, porém, no contexto de 
filtros, normalmente conhecida como frequência de corte oj c , é obtida ajustan¬ 
do-se a amplitude de H(oj) para 1/V2, portanto 


#M) = 


1 

Vl + cü 2 c R 2 C 2 


1 

V5 


\H(to)\ 

1 


Banda de 
passagem 


Banda de 
atenuação 

0 (*>c <*> 


(a) 


1 


Banda de 
passagem 


Banda de 
atenuação 


0 «C 


to 


(b) 


\H(a>)\ 

1 



Banda de 



passagem 


Banda de 


Banda de 

atenuação 


atenuação 


0 (Oi (O 2 (o 


(C) 


\H(ta)\, 

Banda de 


Banda de 

1 

passagem 


passagem 


Banda de 
atenuação 




(d) 


Figura 14.30 Resposta de frequência 
ideal de quatro tipos de filtros: 

(a) passa-baixas; ( b ) passa-altas; 

(c) passa-faixa; (d) rejeita-faixa. 



R 

■AA/W 


+ 

C =j= v B (t) 


Figura 14.31 Filtro passa-baixas. 



Figura 14.32 Respostas de frequência 
ideal e real de um filtro passa-baixas. 
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* 


Frequência de corte é a frequência 
na qual a função de transferência 
Fl cai em módulo para 70,71% de 
seu valor máximo. Ela também é 
considerada como a frequência na 
qual a potência dissipada em um 
circuito é metade da potência de 
seu valor máximo. 


«A = M (14.51) 

A frequência de corte também é denominada frequência de aumento de 
decaimento. 


Um filtro passa-baixas é projetado para deixar passar apenas frequências 
acima da CC até a frequência de corte cj c . 


Um filtro passa-baixas também pode ser formado quando a saída de um 
circuito RL é obtida do resistor. Obviamente, existem muitos outros tipos de 
filtros passa-baixas. 


vfr) 



c 



Figura 14.33 Filtro passa-altas. 



Figura 14.34 Respostas de 
frequência ideal e real de um filtro 
passa-altas. 



14.7.2 Filtro passa-altas 

Um filtro passa-altas é formado quando a saída de um circuito RC é obtida do 
resistor, conforme mostrado na Figura 14.33. A função de transferência é 


HM 


V 0 _ R 
V, R + 1 / jci)C 


HM = 


jíúRC 
1 + jcoRC 


(14.52) 


Note que H(0), H(°°) = 1. A Figura 14.34 mostra o gráfico de |H(<w)|. Repetin¬ 
do, a frequência de corte ou frequência de canto é 

co c = \ (14.53) 


Um filtro passa-altas é projetado para deixar passar todas as frequências 
acima de sua frequência de corte a> c . 


Um filtro passa-altas também pode ser formado quando a saída de um 
circuito RL é obtida do indutor. 


14.7.3 Filtro passa-faixa 

O circuito RLC em série ressonante fornece um filtro passa-faixa quando a 
saída é extraída do resistor, como mostra a Figura 14.35. A função de transfe¬ 
rência é 


HM = 


V, 

V, 


R 

R 4- /(ruL — 1 /wC) 


(14.54) 


Observamos que H(0) = 0, H(°°) = 0. A Figura 14.36 mostra o gráfico de 
|H(cü)|. O filtro passa-faixa deixa passar uma faixa de frequências M < co < 
co 2 ) centralizada em w 0 , a frequência central, que é dada por 

1 

VLC 


ÜJq — 


(14.55) 
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Um filtro passa-faixa é projetado para deixar passar todas as frequências 
dentro de uma faixa de frequências, co- í <cú< co 2 . 


Como o filtro passa-faixa da Figura 14.35 é um circuito ressonante em série, 
as frequências de meia potência, a largura de banda e o fator de qualidade são 
determinados, conforme visto na Seção 14.5. Um filtro passa-faixa também 
pode ser formado pela conexão em cascata de um filtro passa-baixas (onde 
u > 2 = a> c ) da Figura 14.31 com o filtro (onde oj, = co c ) na Figura 14.33. Porém, 
o resultado não seria o mesmo que simplesmente adicionar a saída do filtro 
passa-baixas à entrada do filtro passa-altas, pois o segundo circuito atua como 
carga para o primeiro e altera a função de transferência desejada. 

14.7.4 Filtro rejeita-faixa 

Um filtro que impede a passagem de uma faixa de frequências entre dois va¬ 
lores designados ( oj , e a> 2 ) é conhecido por várias denominações como fil¬ 
tro corta-faixa, rejeita-faixa ou filtro notch. Um filtro rejeita-faixa é formado 
quando a saída do circuito RLC em série ressonante é obtida da associação LC 
em série, como mostrado na Figura 14.37. A função de transferência é 



Figura 14.36 Respostas de 
frequência ideal e real de um filtro 
passa-faixa. 


y o _ jjtoL - l/a>C) 

V, R + j(a>L — 1/tóC) 


(14.56) 


Note que H(0) = 1, H(°°) = 1. AFigura 14.38 mostra o gráfico de |H(co)|. Repe¬ 
tindo, a frequência central é dada por 


M °- Vlc 


(14.57) 




vfi) 


Figura 14.37 Filtro rejeita-faixa. 


enquanto as frequências de meia potência, a largura de banda e o fator de 
qualidade são calculados usando-se as fórmulas da Seção 14.5 para um circui¬ 
to ressonante em série. Nesse caso, co 0 é denominada frequência de rejeição, 
enquanto a largura de banda correspondente (B = w 2 - to,) é conhecida como 
largura de banda de rejeição. Portanto, 


Um filtro rejeita-faixa é projetado para barrar ou eliminar todas as frequên¬ 
cias dentro de uma faixa de frequências, ío-, < o> < a> 2 . 


Observe que somar as funções de transferência do passa-faixa e do rejeita- 
-faixa dá um resultado unitário em qualquer frequência para os mesmos valo¬ 
res de R, L e C. Geralmente, isso não é verdade, porém é verdadeiro para os 
circuitos aqui tratados. Isso se deve ao fato de que a curva característica de 
uma é o inverso da outra. 

Ao concluir esta seção, devemos notar que: 

1. A partir das equações (14.50), (14.52) e (14.56), o ganho máximo de um 
filtro passivo é a unidade. Para gerar um ganho maior que a unidade, deve- 
-se usar um filtro ativo como indicado mais adiante. 

2. Existem outras maneiras de se obter os tipos de filtros tratados nesta seção. 

3. Os filtros aqui tratados são os tipos simples. Diversos outros filtros pos¬ 
suem respostas de frequência mais agudas e complexas. 



Figura 14.38 Respostas de 
frequência ideal e real de um filtro 
rejeita-faixa. 
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• EXEMPLO 14.10 


v 0 (t) 


Figura 14.39 Esquema para o 
Exemplo 14.10. 


v„(t) 


Figura 14.40 Esquema para o 
Problema prático 14.10. 






• PROBLEMA PRÁTICO 14.10 


Determine que tipo de filtro é mostrado na Figura 14.39. Calcule a frequência de corte 
ou a frequência de canto. Suponha R = 2 kíl, L = 2HcC = 2 /xF. 


Solução: A função de transferência é 


Porém, 



R || 1 AC 
sL + R || 1 /sC' 


s = j (0 


J_ _ R/sC _ R 
sC — R + 1/sC ~ 1 + sRC 


Substituindo essa equação na Equação (14.10.1), teremos 


(14.10.1) 


H(s) 


R/{ 1 + sRC) _ R 

sL + R/( 1 + sRC ) “ s 2 RLC + sL + R 


s =jw 


ou 


H(g>) 


R 

— Cl 2 RLC + jcoL + R 


(14.10.2) 


como H(0) = 1 e H(<») = 0, concluímos da Tabela 14.5 que o circuito da Figura 14.39 é 
um filtro passa-baixas de segunda ordem. A amplitude de H é 


H = 


V(R 


R 

iú 2 RLC) 2 + (ú 2 L 2 


(14.10.3) 


A frequência de corte é a mesma que a frequência de meia potência, isto é, onde H é 
reduzido de um fator igual a 1/V2. Uma vez que o valor CC de H(co) é 1 , na frequência 
de corte, a Equação (14.10.3), após ser elevada ao quadrado, é 


H 2 


1 

2 


R 2 

(R - üi 2 RLC) 2 + cü 2 L 2 


OU 


2 = (1 - co 2 LC) 2 + 



Substituindo-se os valores de R, L e C, obtemos 

2 = (1 - co 2 4 X 10“ 6 ) 2 + (&) c 10“ 3 ) 2 

Supondo que co c . esteja em krad/s, 

2 = (1 - 4<u 2 ) 2 + co 2 ou I6ü>t - leal - 1 = 0 

Resolvendo a equação quadrática em &> 2 , obtemos co 2 . = 0,5509 e -0,1134. Uma vez 
que co c é real, 

(o c = 0,742 krad/s = 742 rad/s 


Para o circuito da Figura 14.40, obtenha a função de transferência V 0 (a))/V,(&)). Identi¬ 
fique o tipo de filtro que o circuito representa e determine a frequência de corte. Consi¬ 
dere R l = 100 Í1 = R 2 , L = 2 mH. 

Resposta: - 2 —( - Y filtro passa-altas 

Ri + R 2 \jw + co c J 


co c 


(Ri + R 2 )L 


25 krad/s. 
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Se o filtro rejeita-faixa da Figura 14.37 deve rejeitar uma senoide de 200 Hz enquanto 
deve deixar passar as demais frequências, calcule os valores de L e C. Adote R = 150 fi 
e a largura de banda como 100 Hz. 


Solução: Usamos as fórmulas para um circuito ressonante em série da Seção 14.5. 


Porém, 


B = 2tt( 100) = 200irrad/s 



R _ 150 
B ~ 20077 


0,2387 H 


Rejeitar a senoide de 200 Hz significa que f 0 é igual a 200 Hz, de modo que oj 0 na Figura 
14.38 é 


üj 0 = 2irf 0 = 277(200) = 40077 
Uma vez que co 0 = 1/ VZU, 



1 

(400 77) 2 (0,2387) 


2,653 fiF 


Projete um filtro passa-faixa da forma exibida na Figura 14.35 com uma frequência de 
corte inferior de 20,1 kHz e uma frequência de corte superior igual a 20,3 kHz. Adote 
R = 20 kíl Calcule L,CeQ. 

Resposta: 15,915 H. 3,9 FP. 101. 


EXEMPL0 14.il • 


PROBLEMA PRÁTICO 14.11 • 


14.8 


Filtros ativos 


Existem três limitações principais para os filtros passivos considerados ante¬ 
riormente. Primeiro, eles não podem gerar ganho superior a 1 nem acrescentar 
energia ao circuito; segundo, talvez precisem de indutores volumosos e caros; 
e terceiro, apresentam um fraco desempenho em frequência abaixo do inter¬ 
valo da audiofrequência (300 Hz </< 3.000 Hz). Não obstante, os filtros 
passivos são úteis em frequências elevadas. 

Os filtros ativos são formados por associações de resistores, capacitares 
e amplificadores operacionais, e apresentam algumas vantagens em relação 
aos filtros RLC. Em primeiro lugar, normalmente, são menores e mais bara¬ 
tos, pois não precisam de indutores, tornando factível a construção de filtros 
com circuitos integrados. Em segundo lugar, são capazes de fornecer ganho 
de amplificador, além de fornecer a mesma resposta de frequência que aquela 
obtida com filtros RLC. E em terceiro lugar, podem ser associados a am¬ 
plificadores com buffers (seguidores de tensão) para isolar cada estágio do 
filtro de efeitos de impedância de carga e de fonte. Esse isolamento possibilita 
o projeto de estágios de forma independente para, em seguida, colocá-los em 
cascata para obter a função de transferência desejada. (Pelo fato de os gráficos 
de Bode serem logarítmicos, estes podem ser somados quando as funções de 
transferência são colocadas em cascata.) Entretanto, os filtros ativos são menos 
confiáveis e menos estáveis. O limite prático da maioria dos filtros ativos é cerca 
de 100 kHz - a maioria dos filtros opera bem abaixo dessa frequência. 

Normalmente, os filtros são classificados de acordo com sua ordem (ou 
número de polos) ou conforme seu tipo de desenho específico. 
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Figura 14.41 Filtro ativo de primeira 
ordem genérico. 


R f 



Figura 14.42 Filtro passa-baixas de 
primeira ordem ativo. 


14.8.1 Filtro passa-baixas de primeira ordem 

Na Figura 14.41 é mostrado um filtro de primeira ordem. Os componentes 
escolhidos para Z, e Z f determinam se o filtro é passa-baixas ou passa-altas, 
porém um dos componentes deve ser reativo. 

A Figura 14.42 apresenta um filtro passa-baixas ativo padrão. Para esse 
filtro, a função de transferência é 

V Z f 

KM = Y = ~z- (14 ' 58) 

onde Zj = 7?, e 


l=R 1 Rf/juCf 

f f jcoCf R f + 1 /jcoCf 

Consequentemente, 


Rf 

1 + jwCfRf 


(14.59) 


HM = 


Rf i 

Rj 1 + jcoCf Rf 


(14.60) 


Podemos perceber que a Equação (14.60) é similar à Equação (14.50), exceto 
pelo fato de haver um ganho de frequência baixa (w —> 0) ou ganho CC igual 
a -Rf/Rj. Da mesma forma, a frequência angular é 


Cú c 


1 

RfCf 


(14.61) 


que não depende de R t . Isso significa que diversas entradas com diferentes R, 
poderiam ser somadas, se necessário, e que a frequência de corte permanece a 
mesma para cada entrada. 



Figura 14.43 Filtro passa-altas de 
primeira ordem ativo. 


14.8.2 Filtro passa-altas de primeira ordem 

A Figura 14.43 mostra um filtro passa-altas padrão. Como antes, 


HM = 


Vo 

V,- 



(14.62) 


onde Z { = R, + 1 /;mC, e Z y= R, . de modo que 


HM = 


Rf 

Ri + 1 /j<*>Cj 


jwCjRf 
1 + jcüCjRj 


(14.63) 


Isso é similar à Equação (14.52), exceto que naquelas em frequências muito 
elevadas (&> —> °°), o ganho tende a -Rf/Rj. A frequência de corte é 


co 


C 


1 

R<Ci 


(14.64) 


Essa maneira de criar um filtro 
passa-faixa, não necessariamente 
a melhor delas, talvez seja a forma 
mais fácil de entender. 



14.8.3 Filtro passa-faixa 

O circuito da Figura 14.42 pode ser associado com aquele da Figura 14.43 
para fonnar um filtro passa-faixa que terá um ganho K em relação ao intervalo 
de frequências exigido. Conectando em cascata um filtro passa-baixas de ga¬ 
nho unitário, um filtro passa-altas, também ganho unitário, e um inversor com 
ganho -Rf/Rj, conforme mostrado no diagrama em bloco da Figura 14.44a, 
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podemos construir um filtro passa-faixa cuja resposta de frequência é aquela 
indicada na Figura 14.44/r. A construção real do filtro passa-faixa é ilustrada 
na Figura 14.45. 




Figura 14.44 Filtro passa-faixa ativo: (a) diagrama em bloco; ( b ) resposta de frequência. 



A análise do filtro passa-faixa é relativamente simples. Sua função de 
transferência é obtida multiplicando-se as equações (14.60) e (14.63) com o 
ganho do inversor; isto é, 


HM 


= f 1 V j<oC 2 R V R f 

V, V 1 +j(oC l Rj\ 1 +jü)C 2 Rj\ R h 
Rf 1 jo)C 2 R 

Ri 1 + jco( R 1 + jojCoR 


(14.65) 


O bloco passa-baixas estabelece a frequência angular superior, como segue 


W2 = — (14.66) 

ivC J 

enquanto o bloco passa-altas estabelece a frequência de corte inferior, como 
segue 


OJ 1 = 


1 

RC 2 


(14.67) 


Com esses valores de oj , e oj 2 , a frequência central, a largura de banda e o fator 
de qualidade são determinados como segue: 
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COq = Vo>i<W2 

(14.68) 

B = a) 2 — a>i 

(14.69) 

(O 

II 

1:0 ! 

(14.70) 


Para determinar o ganho da faixa de passagem, escrevemos a Equação (14.65) 
na forma-padrão da Equação (14.15), 


HM = 


R f __ 

R t (1 + ja>/a>i)( 1 + jcü/(o 2 ) 


Rf _ jd>to>2 _ 

R/ («i + joj)(co 2 + jw) 


(14.71) 


Na frequência central w 0 = Vto[6h, a amplitude da função de transferência é 


|HM)| 


R f 


J(Ü 0 W 2 


Ri M + jMM + jo>o) 


Rf Cú 2 

Ri U>\ + U>2 


(14.72) 


Portanto, o ganho na faixa de passagem é 


R 


K = 


f (ú 2 
Rj O) l + ít>2 


(14.73) 


14.8.4 Filtro rejeita-faixa (ou notch) 

Um filtro rejeita-faixa pode ser construído pela associação em paralelo en¬ 
tre um filtro passa-baixas, um filtro passa-altas e um amplificador somador, 
conforme mostrado no diagrama em bloco da Figura 14.46a. O circuito é 
projetado de tal forma que a frequência de corte inferior tiq é determinada 
pelo filtro passa-baixas, enquanto a frequência de corte superior a> 2 é esta¬ 
belecida pelo filtro passa-altas. A lacuna entre uq e u> 2 é a largura de banda 
do filtro. Como indicado na Figura 14.466, o filtro deixa passar frequências 
abaixo de oq e acima de co 2 - O diagrama em bloco da Figura 14.46a é, 
na verdade, construído conforme ilustrado na Figura 14.47. A função de 
transferência é 


Ui(0) = V « = R f( 1 _ 2 R \ 

V; R,\ 1 + j(»C\R 1 + ja)C 2 RJ 


(14.74) 




(a) ( b ) 

Figura 14.46 Filtro rejeita-faixa ativo: (a) diagrama em bloco; ( b ) resposta de frequência. 
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Figura 14.47 Filtro rejeita-faixa ativo. 


As fórmulas para calcular os valores de u> x , a> 2 , a frequência central, a largura 
de banda e o fator de qualidade são as mesmas das equações (14.66) a (14.70). 

Para determinar o ganho de faixa da passagem K do filtro, podemos escre¬ 
ver a Equação (14.74) em termos das frequências angulares superior e inferior 
como 


HM 


Rf( 1 

Ri\ 1 +j(ü/(x >2 1 + j(o/(oJ 

R f( 1 + j2(ú/ü)i + (jcof/íü^a)^ 
Ri (1 + jco/(o 2 )(l +jw/ü) 1 ) 


(14.75) 


A comparação desta equação com a forma-padrão na Equação (14.15) indica 
que, nas duas faixas de passagem (co —> 0 e u> —> °°), o ganho é 


K = 


Rf 

Ri 


(14.76) 


Também podemos determinar o ganho na frequência central encontrando a 
amplitude da função de transferência em co 0 = Vcu 1 w 2 , escrevendo 


H(a>o) = 


Rf (1 + j2ü) 0 /ü) l + (jcjof/ü)^) 
Ri (1 +jw 0 /co 2 )(l +j(o o/M) 


Rf 2w i 

Rj o)i (i) 2 


(14.77) 


Novamente, os filtros tratados nesta seção são apenas simples. Existem 
muitos outros filtros ativos que são mais complexos. 

EXEMPLO 14.12 • 

Projete um filtro ativo passa-baixas com ganho CC igual a 4 e uma frequência de corte 
de 500 Hz. 

Solução: A partir da Equação (14.61), detenninamos 

0) c = 27 Tf c = 2 tt (500) = D ' (14.12.1) 

RfCf 

O ganho CC é 

H{ 0) = -— =-4 (14.12.2) 

Ri 
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• PROBLEMA PRÁTICO 14.12 


Temos duas equações e três incógnitas. Se selecionarmos C, = 0,2 /xF, então 

R f = - * 1 2 -. = 1,59 kíl 

J 277(500)0,2 X 10~ 6 
e 

R f 

R i = J r = 397,5 Í1 

4 

Usamos um resistor de 1,6 kíl para 1?, e um resistor de 400 Í1 para 7?,. A Figura 14.42 
mostra o filtro. 

Projete um filtro passa-altas com um ganho 5 em alta frequência e uma frequência de 
corte de 2 kHz. Use um capacitor de 0,1 /xF em seu projeto. 

Resposta: 1?, = 800 Í1 e R f = 4 kíl. 


• EXEMPLO 14.13 


Projete um filtro passa-faixa na forma indicada na Figura 14.45 para deixar passar fre¬ 
quências entre 250 Hz e 3.000 Hz e com K= 10. Selecione R = 20 kíl. 

Solução: 

1. Definição. O problema está enunciado de forma clara e o circuito a ser usado no 
projeto é especificado. 

2. Apresentação. É solicitado o uso do circuito com amplificadores operacionais 
na Figura 14.45 para projetar um filtro passa-faixa. É fornecido o valor de R (20 
kíl). Além disso, o intervalo de frequências dos sinais que terão passagem é de 
250 Hz a 3 kHz. 

3. Alternativa. Usaremos as equações desenvolvidas na Seção 14.8.3 para obter uma 
solução e, depois, a função de transferência resultante para validar a resposta. 

4. Tentativa. Uma vez que to, = 1 IRC 2 , obtemos 


C 2 = 


1 

Ru i 


1 

277 fiR 


_1_ 

2 77 X 250 X 20 X 10 3 


31,83 nF 


De forma similar, como w 2 = 1/1?Cj, 


Cr = 


1 

Rw 2 


1 


277 f 2 R 


1 

277 X 3.000 X 20 X 10 3 


= 2,65 nF 


A partir da Equação (14.73), 


Rf = w i + co 2 = /, +/ 2 = 10(3.250) 

Rj co 2 f 2 3.000 


10,83 


Se selecionarmos R, = 10 kíl, então R { = 10,831?; = 108,3 kíl. 

5. Avaliação. A saída do primeiro amplificador operacional é dada por 

Vi - 0 F, - 0 ^2,65 X ÍQ-^V; - 0) 

20 kíl + 20 kíl 1 

Vi 

= 0 -> Vi = - £ - r 

1 + 5,3 X 10 ^5 

A saída do segundo amplificador operacional é dada por 


V, - 0 


20 kíl + 


1 

s31,83 nF 


V 2 - 0 
20 kíl 


0^ 


6,366 X ÍQ-^V; 

1 + 6,366 X 10“ 4 í 

_6,366 X 10~ 4 5F,_ 

(1 + 6,366 X 10~ 4 5)(1 + 5,3 X IO -5 ?) 
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A saída do terceiro amplificador operacional é dada por 

0^V o = 10,83V 2 -A j2ir X 25° 

_ 6,894 X 1( r 3 sVj _ 

(1 + 6,366 X 10 4 ^)(1 + 5,3 X 10 _5 s) 

Seja j2n x 25° e determinemos a amplitude de V a fV t . 

V 0 -710,829 
Vi (1+;D(1) 


v 2 - 0 v 0 - o 

10 kíl + 108,3 kíl “ 
V„ = 


\V a !V-\ = (0,7071)10,829, que é o ponto da frequência de corte inferior. Seja s = 
j2n x 300 =^18,849 kíl. Obtemos, então, 


y 0 —7129,94 

v, d +712x1 + 71 ) 

129,94 /—90° 

~~ ( 12 , 042 / 85 , 24 ° )( 1 , 4142 / 45 °) 


(0,7071)10,791 /-18,61° 


Fica claro que esta é a frequência de corte superior e a resposta está correta. 

6. Satisfatória? Projetamos o circuito de forma satisfatória e podemos apresentar os 
resultados como uma solução para o problema. 


Projete um filtro notch baseado na Figura 14.47 para co n = 20 krad/s, K = 5 e Q = 10. 
Usei? -Rj= 10 kíl. 

Resposta: Cj = 4,762 nF, C 2 = 5,263 nF, e Rf = 50 kíl. 


PROBLEMA PRÁTICO 14.13 • 


14.9 


Fatores de escala 


No projeto e na análise de filtros e circuitos ressonantes ou na análise de circui¬ 
tos em geral, algumas vezes é conveniente trabalhar com valores de elementos 
de 1 íl, 1 H ou 1 F e depois transformá-los para valores reais por meio de fato¬ 
res de escala. Tiramos proveito dessa ideia não utilizando valores reais para os 
elementos de circuito na maioria de nossos exemplos e problemas; o domínio 
da análise de circuitos é facilitado pelo uso de valores de componentes con¬ 
venientes. Facilitamos, portanto, os cálculos, sabendo que poderíamos lançar 
mão dos fatores de escala para depois tornar os valores reais. 

Existem duas maneiras de aplicarmos fatores de escala a um circuito: fa¬ 
tores de escala de amplitude ou de impedância e fatores de escala de fre¬ 
quências. Ambos são úteis nas respostas de fatores de escala e elementos de 
circuitos para valores dentro de limites práticos. Embora a aplicação de fatores 
de escala de amplitude deixe a resposta de frequência de um circuito inal¬ 
terada, a aplicação de fatores de escala de frequência desloca a resposta de 
frequência acima ou abaixo do espectro de frequências. 


14.9.1 Aplicação de fatores de escala a amplitudes 


Aplicação de fatores de escala a amplitudes é o processo de aumento de 
todas as impedâncias em um circuito por um fator, sendo que a resposta 
de frequência permanece inalterada. 
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Lembre-se de que as impedâncias de elementos individuais R, L e C são 
dadas por 

7j R = R, Z L = jü)L, Z c = - — (14.78) 

jmC 


Na aplicação de fatores de escala a amplitudes, multiplicamos a impedância de 
cada elemento de circuito por um fator K m e fazemos que a frequência perma¬ 
neça constante. Isso fornece as novas impedâncias, como segue 


Z' R = K m Z R = K m R, 


Z'r — K,„Zr — 


Z' L — K m Z L = jcoK m L 

1 


(14.79) 


j(oC/K m 


Comparando a Equação (14.79) com a Equação (14.78), percebemos as se¬ 
guintes mudanças nos valores dos elementos de circuitos: R —* K llt R, L —> K nl L 
e C —> C/K m . Portanto, na aplicação de fatores de escala a amplitudes, os novos 
valores dos elementos e da frequência são 


R' = K,„R, 

V = K m L 

C'=^, 

0)' = (O 

k„; 



(14.80) 


As variáveis com apóstrofe são os novos valores e as variáveis sem apóstrofe 
são os valores antigos. Considere o circuito RLC em série ou em paralelo. 
Agora, temos 


VlC' \ÍK m LC/K m 


Vlc 


(14.81) 


A aplicação de fatores de escala a 
frequências equivale a renomear 
o eixo da frequência na gráfico 
de resposta de frequência. Isso é 
necessário quando deslocamos 
a frequência de ressonância, a 
frequência de corte, a largura de 
banda etc., para um nível mais 
prático, sendo usado para colocar 
os valores de indutância numa faixa 
mais adequada ao uso. 


demonstrando que a frequência de ressonância, como esperado, não mudou. 
De forma similar, o fator de qualidade e a largura de banda não são afetados 
pela aplicação de fatores de escala a amplitudes. Da mesma forma, essa apli¬ 
cação não afeta as funções de transferência nas formas das equações (14.2a) e 
(14.2b), que são quantidades adimensionais. 


14.9.2 Aplicação de fatores de escala a frequências 


Aplicação de fatores de escala a frequências é o processo de deslocar a 
resposta de frequência de um circuito acima ou abaixo do eixo de frequên¬ 
cia, enquanto deixa a impedância inalterada. 


Esse processo é atingido multiplicando-se a frequência por um fator K f , en¬ 
quanto se mantém a impedância inalterada. 

A partir da Equação (14.78), observamos que as impedâncias de L e C são 
dependentes da frequência. Se aplicarmos fatores de escala de frequências a 
Z L (u>) e Z c (w) na Equação (14.78), obtemos 


Z l = j(° J Kj)L' = j(oL 

=> L' = — 

Kf 

(14.82a) 

1 1 

Zr = -- = - 

=> C'=^ 

(14.82b) 

j(wKf)C jwC 

K f 
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já que a impedância do indutor e do capacitor devem permanecer as mesmas após 
a aplicação de fatores de escala a frequências. Percebemos as seguintes alterações 
nos valores dos elementos: L -> L/K/■ e C * C/K f . O valor de R não é afetado, 
uma vez que sua impedância não depende da frequência. Portanto, na aplicação de 
fatores de escala a frequências, os novos valores dos elementos e da frequência são 



( 14 . 83 ) 


Enfatizando, se considerarmos o circuito RLC em série ou em paralelo, para a 
frequência de ressonância 


«o 


Vvc 


1 K f 

— / Ri <’>n 

V(L/K f )(C/K f ) \LC 


( 14 . 84 ) 


e para a largura de banda 

B' = K f B 

porém, o fator de qualidade permanece o mesmo ( Q' = Q). 


( 14 . 85 ) 


14.9.3 Aplicação de fatores de escala a 
amplitudes e frequências 

Se um circuito sofrer a aplicação de um fator de escala tanto em termos de 
amplitude como de frequência, então 



Essas são fórmulas mais genéricas que aquelas das equações (14.80) e (14.83). 
Usamos K m = 1 na Equação (14.85), quando não há nenhum fator de escala 
aplicado a amplitudes ou Kr = 1, quando não existe nenhum fator de escala apli¬ 
cado a frequências. 


Um filtro passa-baixa Butterworth de quarta ordem é indicado na Figura 14.48a. O fil¬ 
tro é projetado de forma que a frequência de corte a> c = 1 rad/s. Aplique fator de escala 
à frequência de corte de 50 kHz usando resistores de 10 kfí. 


EXEMPLO 14.14 • 


1Q 1,848 H 0,765 H 



10 k£2 58,82 mH 24,35 H 



Figura 14.48 Esquema para o Exemplo 14.14: (a) filtro passa-baixas Butterworth normalizado; ( b ) versão com aplicação de 
fator de escala do mesmo filtro passa-baixas. 
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1 Q. 2 H 



Figura 14.49 Esquema para o 
Problema prático 14.14. 


• PROBLEMA PRÁTICO 14.14 


Solução: Se a frequência de corte deve ser deslocada de w c = 1 rad/s para co' c = 27t(50) 
krad/s, então o fator de escala aplicado à frequência é 


100 ir X 10 3 


K f = — = 

f to c 1 


= 17 X KT 


Da mesma fonna, se cada resistor de 1 Í1 tiver de ser substituído por um resistor de 
10 kfl, então o fator de escala aplicado a amplitude deve ser 


R' 10 X 10 3 


K m = — = 

R 


1 


= 10 4 


Usando a Equação (14.86), 


, Km 
L\ = —Lj = 


10 4 


K f 17 X 10- 


-(1,848) = 58,82 mH 


K,„ 


10 4 


/.’, = — L 2 = 

Kf i7 X 10 


2 - —7-2 - 5 (0,765) = 24,35 mH 


, Ci 0,765 

C = —— = — 1 - Q = 243,5 pF 

K m K f i7 X 10 9 

, C 2 1,848 

C - = KJCf = nõõo 9 = 588,2 PF 


O circuito com aplicação de fator de escala é mostrado na Figura 14.486 e usa valores 
práticos que fornecerão a mesma função de transferência que o protótipo da Figura 
14.48a, porém, deslocado em frequência. 


Um filtro Butterworth de terceira ordem normalizado para co L = 1 rad/s é indicado 
na Figura 14.49. Aplique fator de escala ao circuito para uma frequência de corte de 
10 kHz. Use capacitares de 15 nF. 

Resposta: R[ = R' 2 = 1,061 kíl, C\ = C 2 = 15 nF, V = 33,77 mH. 


14.10 Resposta de frequência usando 
o PSpice 

O PSpice é uma ferramenta útil nas mãos do projetista de circuitos modernos 
na obtenção da resposta de frequência dos circuitos. A resposta de frequên¬ 
cia é obtida usando-se o AC Sweep conforme abordado na seção de análi¬ 
se CA/resposta de frequência no tutorial do PSpice que se encontra no site 
www.grupoa.com.br. Isso requer que especifiquemos as opções Total Pts, 
Start Freq, End Freq, bem como o tipo de varredura na caixa de diálogo 
AC Sweep. Total Pts é o número de pontos na varredura de frequências, e 
Start Freq e End Freq são, respectivamente, as frequências inicial e final, em 
Hertz. De modo a saber quais frequências devemos escolher para Start Freq 
e End Freq, precisamos ter uma ideia do intervalo de frequências de interes¬ 
se, construindo-se um esboço preliminar da resposta de frequência. Em um 
circuito complexo talvez isso não seja possível. Nesse caso, podemos usar a 
técnica da tentativa e erro. 

Existem três tipos de varredura: 

Linear: A frequência é variada linearmente de Start Freq até End Freq 
com Total Pts pontos (ou respostas) igualmente espaçados. 

Oitava: A frequência é varrida de forma logarítmica em oitavas, desde 
Start Freq até End Freq com Total Pts por oitava. Uma oitava é um 
fator 2 (por exemplo, 2 a 4, 4 a 8, 8 a 16). 
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Década: A frequência é variada de forma logarítmica em décadas de Start 
Freq a End Freq com Total Pts por década. Década é um fator 10 (por 
exemplo, de 2 Hz a 20 Hz, 20 Hz a 200 Hz, 200 Hz a 2 kHz). 

É melhor usar uma varredura linear ao exibir um intervalo de frequências 
de interesse estreito, já que ela mostra bem o intervalo de frequências para um 
intervalo estreito. Em contrário, é melhor usar uma varredura logarítmica (oi¬ 
tavas ou décadas) para mostrar um intervalo de frequências de interesse amplo. 

Se for usada uma varredura linear para um intervalo amplo, todos os dados 
ficarão acumulados de forma confusa no lado das frequências altas ou baixas e 
com dados insuficientes na outra ponta. 

Com as especificações anteriores, o PSpice realiza uma análise em regime 
estacionário senoidal do circuito já que a frequência de todas as fontes inde¬ 
pendentes é variada (ou varrida) desde Start Freq até End Freq. 

O programa A/D do PSpice produz uma saída gráfica. O tipo de dados de 
saída pode ser especificado em Trace Command Box acrescentando-se um dos 
seguintes sufixos a V ou I: 

M Amplitude da senoide. 

P Fase da senoide. 

dB Amplitude da senoide em decibéis, isto é, 20 loglO (amplitude). 

EXEMPLO 14.15 • 

Detennine a resposta de frequência do circuito mostrado na Figura 14.50. 

Solução: Fazemos que a tensão de entrada v s seja uma senoide de amplitude 1 V e fase 
0 o . A Figura 14.51 é o esquema para o circuito. O capacitor é girado em 270° no sentido 
anti-horário para garantir que o pino 1 (o terminal positivo) esteja na parte de cima. O 
marcador de tensão ( voltage marker) é inserido na saída, que é sobre o capacitor. Para 
realizar uma varredura linear no intervalo 1 </< 1.000 Hz com 50 pontos, seleciona¬ 
mos Analysis/Setup/AC Sweep, DCLICK Linear, digitamos 50 na caixa Total Pts, 
digitamos 1 na caixa Start Freq e digitamos 1.000 para End Freq. Após salvar o arqui¬ 
vo, selecionamos Analysis/Simulate para simular o circuito. Se não existirem erros, a 
janela A/D do PSpice exibirá o gráfico de V(C1:1), que é o mesmo que V a ou H(co) = VJ\, 
conforme mostrado na Figura 14.52a. Trata-se do gráfico de amplitude, já que V(C1:1) 
é o mesmo que VM(C1:1). Para obter o gráfico de fase, selecione Trace/ Add no menu 
A/D do PSpice e digite VP(C1:1) na caixa Trace Command. A Figura 14.52 b mostra o 
resultado. Manualmente, a função de transferência é 

meo) = — = —— 

F s 9.000 + jcoS 

ou 

H(tú) = ---T 

9 +jl6ir X 10“ 3 


8 k£2 
o—WW 



Figura 14.50 Esquema para o 
Exemplo 14.15. 


RI 


—WW 
8k 


ACMAG = IV 
ACPHASE = 0 





Figura 14.51 Esquema para o circuito da Figura 14.50. 


9 + 
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indicando que o circuito é um filtro passa-baixas, conforme demonstrado na Figura 
14.52. Note que os gráficos da Figura 14.52 são semelhantes àqueles da Figura 14.3 
(observe que o eixo horizontal na Figura 14.52 é logarítmico, enquanto o eixo horizon¬ 
tal na Figura 14.3 é linear). 


120 mV r 



□ V (Cl: 1) 

Frequência 

(a) 


Figura 14.52 Esquema para o Exemplo 14.15: 
de frequência. 



□ VP (Cl : 1) 

Frequência 

(b) 

gráfico da amplitude; (b) gráfico da fase da resposta 


• PROBLEMA PRÁTICO 14.15 


1 /j. F 



O- 1 -o 

Figura 14.53 Esquema para o 
Problema prático 14.15. 


Obtenha a resposta de frequência do circuito na Figura 14.53 usando o PSpice. Use uma 


varredura de frequência linear e considere 


Resposta: Ver Figura 14.54. 



□ V (R2 : 2 ) 

Frequência 


</< 1.000 Hz com 100 pontos. 



□ VP(R2:2) 

Frequência 


(a) ( b) 

Figura 14.54 Esquema para o Problema prático 14.15: (a) gráfico de amplitude; ( b ) 
gráfico de fase da resposta de frequência. 


• EXEMPLO 14.16 



Figura 14.55 Esquema para o 
Exemplo 14.16. 


Use o PSpice para gerar os gráficos de Bode de ganho e fase de V no circuito da Figura 
14.55. 

Solução: O circuito tratado no Exemplo 14.15 é de primeira ordem, enquanto o desse 
exemplo é de segunda ordem. Como estamos interessados nos gráficos de Bode, usa¬ 
mos a varredura de frequências em décadas no intervalo 300 </< 3.000 Hz com 50 
pontos por década. Optamos por esse intervalo porque sabemos que a frequência de 
ressonância do circuito se encontra dentro desse intervalo. Lembre-se de que 

1 w 

o)q = — = 5 krad/s ou f 0 = —— = 795,8 Hz 

VLC 2tt 
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Após desenhar o circuito como indicado na Figura 14.55, selecionamos Analysis/Se- 
tup/AC Sweep, DCLICK Decade, digitamos 50 na caixa Total Pts, 300 como Start 
Freq e 3.000 para End Freq. Após salvar o arquivo, simulamos o circuito por meio do 
comando Analysis/Simulate. Isso acionará automaticamente a janela A/D do PSpice 
e exibirá V(C1:1), caso não existam erros. Como estamos interessados no gráfico de 
Bode, selecionamos Trace/Add no menu A/D do PSpice e digitamos dB(V(C 1:1)) na 
caixa Trace Command. O resultado é o gráfico de Bode de amplitude visto na Figura 
14.56a. Para o gráfico de fase, selecionamos Trace/Add no menu A/D do PSpice e 
digitar VP(C1:1) na caixa Trace Command. O resultado é o gráfico de Bode de fase 
observado na Figura 14.56Ó. Note que os gráficos confirmam a frequência de ressonân¬ 
cia de 795,8 Hz. 



; ; : V_ i 

-50 --í -200 d -----í 

100 Hz 1.0 KHz 10 KHz 100 Hz 1.0 KHz 10 KHz 

□ dB (V(Cl: 1) ) □ VP (Cl: 1) 

Frequência Frequência 

(a) (b) 


Figura 14.56 Esquema para o Exemplo 14.16: (a) gráfico de Bode; ( b ) gráfico de 
fase da resposta de frequência. 


Considere o circuito da Figura 14.57. Use o PSpice para obter os gráficos de Bode para PROBLEMA PRÁTICO 14.16 

V 0 ao longo do intervalo de frequência entre 1 kHz a 100 kHz usando 20 pontos por 

década. 


1/0! A (T) JÍ0,4mH =L= 1 pF 1 kQ | V„ 


Figura 14.57 Esquema para o Problema prático 14.16. 


Resposta: Ver Figura 14.58. 


60 r--j- 0 d r- 

40 ; . JV . ; -íoo d i 7 ■ ■ y : . ; 

20 : /Z . .; -200 d | .I 

o 1-' -300 d L --■ 

1.0 KHz 10 KHz 100 KHz 1.0 KHz 10 KHz 100 KHz 

□ dB (V(R1:1) ) aVP(Rl:l) 

Frequência Frequência 


(o) (b) 

Figura 14.58 Esquema para o Problema prático 14.16: gráficos de Bode com (a) 
amplitude, ( b ) fase. 
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14.11 


Cálculos usando o MATLAB 


MATLAB é um pacote de software usado largamente para cálculos e simu¬ 
lação em engenharia. Para aquele principiante, fornecemos uma revisão 
sobre o MATLAB no tutorial que se encontra no site www.grupoa.com.br. 
Esta seção mostra como usar o software para realizar numericamente a 
maioria das operações apresentadas neste e no Capítulo 15. O segredo para 
descrever um sistema no MATLAB é especificar o numerador (num) e o de¬ 
nominador (den) da função de transferência do sistema. Uma vez feito isso, 
podemos usar vários comandos do MATLAB para obter os gráficos de Bode 
do sistema (resposta de frequência) e a resposta do sistema para uma deter¬ 
minada entrada. 


O comando bode gera os gráficos de Bode (amplitude e fase) de uma de¬ 
terminada função de transferência H(s). O formato do comando é bode (num, 
den), onde num é o numerador de H(s) e den, seu denominador. O intervalo de 
frequências e o número de pontos são selecionados automaticamente. Consi¬ 
deremos, por exemplo, a função de transferência do Exemplo 14.3. Primeiro, 
é melhor escrevermos o numerador e o denominador nas formas polinomiais. 
Portanto, 


200/'w 200.ç 

H(s) =-= —z -, s = jat 

(jco + 2)(y'w + 10) í 2 + 12 s + 20 

Usando os comandos a seguir, os gráficos de Bode são gerados conforme ilus¬ 
trados na Figura 14.59. Se necessário, o comando logspace pode ser incluído 
para gerar frequências espaçadas de forma logarítmica e o comando semilogx 
pode ser usado para produzir uma escala semilogarítmica. 

>>num=[200 0]; % specify the numerator of H(s) 

>> den = [1 12 20]; % specify the denominator of H (s) 

>> bode (num, den) ; % determine and draw Bode plots 


A resposta a um degrau y(t) de um sistema é a saída quando a entrada 
x(f) for a função degrau unitário. O comando step gera o gráfico da resposta a 
um degrau de um sistema dados o numerador e o denominador da função de 
transferência desse sistema. O intervalo de tempo e o número de pontos são se¬ 
lecionados automaticamente. Considere, por exemplo, um sistema de segunda 
ordem com a seguinte função de transferência 


fi(s) = 


12 

s 2 + 3s + 12 


Obtemos a resposta a um degrau do sistema mostrado na Figura 14.60 utilizan¬ 
do os comandos a seguir: 

>> n = 12; 

>> d = [1 3 12] ; 

>> step(n,d); 

Podemos verificar o gráfico na Figura 14.60, obtendo y(t) = x(t) * u(t) ou 
Y(s) = X(s)H(s). 

O comando Isim é mais genérico que o comando step, pois calcula a res¬ 
posta temporal de um sistema a qualquer entrada arbitrária. O formato do co¬ 
mando éy = Isim (num, den, x, t ), onde x(t) é o sinal de entrada, t é o vetor de 
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Gráficos de Bode 



Frequência (rad/s) 

Figura 14.59 Gráficos de amplitude e fase. 


Resposta ao degrau 



Figura 14.60 Resposta a um degrau de 
H(s) = 12 /{s 2 + 3s + 12). 


tempo e y(t) é a saída gerada. Suponhamos, por exemplo, que um sistema seja 
descrito pela função de transferência 

s + 4 

H(s) = ,- 5 - 

s 3 + 2s 2 + 5s + 10 

Para encontrar a resposta y(t) do sistema à entrada x(t) = lOe 'u(t), usamos os 
comandos do MATLAB a seguir. Tanto a resposta y(t) quanto a entrada x(í) são 
representadas graficamente na Figura 14.61. 

>>t = 0 : 0 . 02 : 5 ;% time vector 0 < t < 5 with increment 

0.02 

>> x = 10*exp(-t); 

> > num = [ 1 4 ] ; 

>> den = [1 2 5 10]; 

>> y = lsim(num,den,x,t); 

>> plot (t,x,t,y) 


x{t) y(t ) 



Figura 14.61 Resposta do sistema descrito por 
H(s) = (s + 4)/(s 2 + 2s 2 + 5s + 10) a uma entrada 
exponencial. 
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14.12 


Aplicações 


Filtros e circuitos ressonantes são largamente usados, particularmente, em ele¬ 
trônica, sistemas de potência e de comunicação. Por exemplo, um filtro notch de 
frequência de corte 60 Hz poderia ser usado para eliminar o ruído da linha de trans¬ 
missão de energia elétrica de 60 Hz em diversos circuitos eletrônicos de comu¬ 
nicação. A filtragem de sinais em sistemas de comunicação é necessária para 
poder selecionar o sinal desejado de uma fonte em relação a outras no mesmo 
intervalo (como no caso de receptores de rádio vistos a seguir) e também para 
minimizar os efeitos de ruído e de interferência sobre o sinal desejado. Nesta 
seção, consideraremos uma aplicação prática dos circuitos ressonantes e duas 
aplicações para os filtros. O objetivo de cada aplicação não é entender o fun¬ 
cionamento de cada dispositivo, mas, sim, o de ver como os circuitos conside¬ 
rados neste capítulo são aplicados em dispositivos na prática. 


14.12.1 Receptor de rádio 

Circuitos ressonantes em série e em paralelo são usados comumente em recep¬ 
tores de rádio e TV para sintonizar as estações e para separar o sinal de áudio 
da portadora de radiofrequência. Consideremos, por exemplo, o diagrama em 
bloco de um receptor de rádio AM mostrado na Figura 14.62. As ondas de 
rádio moduladas em amplitude que chegam (milhares delas com diferentes 
frequências e provenientes de diferentes estações de transmissão) são rece¬ 
bidas pela antena. É preciso um circuito ressonante (ou um filtro passa-faixa) 
para selecionar apenas uma dessas ondas que chegam. O sinal selecionado é 
muito fraco, sendo amplificado em estágios de modo a gerar uma onda em 
audiofrequência audível. Consequentemente, temos o amplificador RF (de ra¬ 
diofrequência) para amplificar o sinal transmitido selecionado, o amplificador 
de frequência intermediária (FI) para amplificar um sinal gerado internamente, 
tomando como base o sinal RF, e o amplificador de áudio para amplificar o 
sinal de áudio imediatamente antes de ele atingir o alto-falante. É muito mais 
fácil amplificar o sinal em três estágios que construir um amplificador que for¬ 
neça a mesma amplificação para toda a faixa de frequências. 



Figura 14.62 Diagrama em bloco simplificado de um receptor de rádio AM super-heteródino. 
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O tipo de receptor AM mostrado na Figura 14.62 é conhecido como 
receptor super-heteródino . No início do rádio, cada estágio amplificador 
tinha de ser sintonizado para a frequência do sinal de entrada. Dessa forma, 
cada estágio possuía vários circuitos sintonizados para cobrir toda a faixa 
de frequências AM (540 a 1.600 kHz). Para evitar o problema de ter vários 
circuitos ressonantes, os receptores modernos usam um circuito misturador 
de frequências ou heteródino que sempre produz o mesmo sinal FI (445 
kHz), porém, preserva as frequências de áudio transportadas no sinal de 
entrada. Para gerar a frequência FI constante, os eixos de dois capacitores 
variáveis distintos são acoplados mecanicamente entre si para poderem ser 
girados simultaneamente por meio de um único eixo de controle; esse pro¬ 
cesso é denominado sintonia conjugada. Um oscilador local conjugado a 
um amplificador RF produz um sinal RF que é combinado com a onda de 
entrada pelo misturador de frequências para gerar um sinal de saída conten¬ 
do as frequências somadas e subtraídas dos dois sinais. Por exemplo, se o 
circuito ressonante for sintonizado para receber um sinal de entrada de 800 
kHz, o oscilador local deve produzir um sinal de 1.255 kHz de modo que a 
soma (1.255 + 800 = 2.055 kHz) e a diferença das frequências (1.255 - 800 
= 455 kHz) estejam disponíveis na saída do misturador. Entretanto, apenas 
a diferença, 455 kHz, é usada na prática, porque é a única frequência na 
qual todos os estágios amplificadores de FI são sintonizados, independen¬ 
temente da estação sintonizada. O sinal de áudio original (contendo a “in¬ 
teligência”) é extraído no estágio detector. O detector basicamente elimina 
o sinal FI, deixando o sinal de áudio, que é amplificado para acionar o alto- 
-falante, que atua como um transdutor convertendo o sinal elétrico em som. 

Nossa principal preocupação aqui é o circuito de sintonia para o receptor 
de rádio AM. A operação do receptor de rádio FM é diferente daquela aqui 
discutida para o receptor AM e em uma faixa de frequências muito diferente, 
porém, o estágio de sintonia é similar. 


O circuito ressonante ou sintonizador de um rádio AM é representado na Figura 14.63. 
Dado que L= 1 ,uH, qual deve ser o intervalo de C para que a frequência ressonante seja 
ajustável de uma ponta da faixa AM à outra? 

Solução: A faixa de frequências para transmissão AM é de 540 a 1.600 kHz. Consi¬ 
deramos as extremidades inferior e superior da faixa. Como o circuito ressonante da 
Figura 14.63 é do tipo em paralelo, aplicamos os conceitos apresentados na Seção 14.8. 
Da Equação (14.44), 


(«o = 27 t/ 0 = 


VLC 


C = 


4 TT 2 flL 


Para a extremidade superior da faixa AM,^ = 1.600 kHz e o C correspondente é 

1 


C i = 


= 9,9 nF 


para a extremidade inferior da faixa AM, f 0 = 540 kHz e o C correspondente é 

1 


C , =- 

4t t 2 X 540 2 X 10 6 X 10~ s 


= 86,9 nF 


EXEMPLO 14.17 • 

Amplificador de RF j 


-•-Sintonizador j—► 



Resistência de 
entrada do 
amplificador 


Figura 14.63 Circuito 
sintonizador para o Exemplo 14.17. 
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Portanto, C deve ser um capacitor (conjugado) ajustável variando de 9,9 nF a 
86,9 nF. 

PROBLEMA PRÁTICO 14.17 Para um receptor de rádio FM, a onda de entrada se encontra no intervalo de frequên¬ 

cias de 88 MFIz a 108 MFlz. O circuito sintonizador é um circuito RLC em paralelo 
com uma bobina de 4 /uH. Calcule o intervalo de capacitância do capacitor variável 
necessário para cobrir toda a faixa. 

Resposta: De 0,543 pF a 0,818 pF. 


14.12.2 Discagem por tom 

Uma aplicação comum da filtragem é o telefone com discagem por tom mos¬ 
trado na Figura 14.64. O teclado possui 12 botões dispostos em quatro linhas 
e três colunas, que fornece 12 sinais distintos por meio do uso de sete tons 
divididos em dois grupos: o grupo de baixa frequência (697 Hz a 941 Hz) 
e o grupo de alta frequência (1.209 Hz a 1.477 Hz). O ato de pressionar um 
botão gera uma soma de duas senoides correspondentes ao seu par exclusivo 
de frequências. Por exemplo, pressionar o número 6 gera tons senoidais com 
frequências de 770 Hz e 1.477 Hz. 


697 Hz 


770 Hz 


852 Hz 


941 Hz 



1209 Hz 1336 Hz 1477 Hz 


Faixa de frequências altas 

Figura 14.64 Definição de frequência para discagem por tom. 

G. Daryanani, Principies of Active NetWork Synthesis and Design, p. 79, 

© 1976. Reproduzido com a permissão de John Wiley & Sons, Inc. 

Quando uma pessoa disca um número de telefone, um conjunto de sinais 
é transmitido para a central telefônica, na qual os sinais, denominados de tons, 
são decodificados pela detecção das frequências neles contidas. A Figura 14.65 
ilustra o diagrama em bloco para o esquema de detecção. Os sinais são, pri¬ 
meiro, amplificados e separados em seus respectivos grupos por filtros passa- 
-baixas (LP) e passa-altas (HP). Os limitadores (L) são usados para converter 
os tons separados em ondas quadradas. Os tons individuais são identificados 
usando-se sete filtros passa-faixa (BP), cada um dos quais deixando passar um 
tom e rejeitando os demais. Cada filtro é seguido por um detector (D) que é 
energizado quando sua tensão de entrada excede determinado nível. As saídas 
dos detectores fornecem os sinais CC necessários pelo sistema de comutação 
para conectar aquele que faz a chamada àquele que está sendo chamado. 

















































Capítulo 14 • Resposta de frequência 591 



697 Hz 

770 Hz 

852 Hz 

941 Hz 

1209 Hz 

1336 Hz 

1477 Hz 


Filtros Detectores 
passa-faixa 


Sinais do 
’ grupo baixo 


Sinais do 
grupo alto 


Figura 14.65 Diagrama em bloco do esquema de detecção. G. Daryanani, Principies 
of Active NetWork Synthesis and Design, p. 79,© 1976. Reproduzido com a permissão 
de John Wiley & Sons, Inc. 


Usando o resistor-padrão de 600 Í1 empregado em circuitos telefônicos e um circuito 
RLC em série, projete o filtro passa-faixa BP 2 da Figura 14.65. 

Solução: O filtro passa-faixa é o circuito RLC em série da Figura 14.35. Como BP 2 
deixa passar frequências de 697 Hz a 852 Hz e está centralizado em / 0 = 770 Hz, sua 
largura de banda é 


B = 2t r(/ 2 /,) = 2 tt( 852 - 697) = 973,89 rad/s 


A partir da Equação (14.39), 


R _ 600 
B ~ 973,89 


0,616 H 


Apartir da Equação (14.27) ou (14.55), 


1 _ i 1 

o o 2 0 L - 4TT 2 flL - 47r 2 X 770 2 X 0,616 


69,36 nF 


Repita o Exemplo 14.18 para o filtro passa-faixa BP 6 . 
Resposta: 356 mH, 39,83 nF. 


EXEMPLO 14.18 • 


PROBLEMA PRÁTICO 14.18 • 


14.12.3 Circuito de cruzamento 

Outra aplicação típica dos filtros é o circuito de cruzamento que acopla um 
amplificador de áudio aos woofers e tweeters, conforme mostrado na Figura 
14.66a. O circuito consiste, basicamente, em um filtro RC passa-altas e um 
filtro RL passa-baixas. Ele direciona frequências superiores a uma determinada 
frequência de cruzamento^ para o tweeter (alto-falante para frequências altas) e 
frequências abaixo de / c para o woofer (alto-falante para frequências baixas). Esses 
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^ Tweeter 




Figura 14.66 (a) Circuito de 
cruzamento para dois alto-falantes; 
( b) modelo equivalente. 



Figura 14.67 Respostas de 
frequência do circuito de cruzamento 
da Figura 14.66. 


alto-falantes foram projetados para acomodar certas respostas de frequência. 
Um woofer é um alto-falante para frequências baixas projetado para reprodu¬ 
zir a parte inferior do intervalo de frequências, acima de cerca de 3 kHz. Já 
um tweeter pode reproduzir audiofrequências a partir de aproximadamente 3 
kHz a cerca de 20 kHz. Os dois tipos de alto-falantes podem ser combinados 
para reproduzir todo o intervalo de áudio de interesse e fornecer resposta de 
frequência ótima. 

Substituindo o amplificador por uma fonte de tensão, o circuito equivalen¬ 
te aproximado do circuito de cruzamento é mostrado na Figura 14.66 b, onde os 
alto-falantes são representados em termos de modelo por resistores. Como em 
um filtro passa-altas, a função de transferência V X !V S é dada por 


Hfw) 


Vi 

v s 


je>R i C 
1 4 - jcoRiC 


(14.87) 


De modo similar, a função de transferência do filtro passa-baixas é dada por 


H 2 (co) = 


V2 

v s 


Ri 

/\i + jtoL 


(14.88) 


Os valores de R h R 2 , L e C podem ser escolhidos de forma que os dois filtros 
tenham a mesma frequência de corte, conhecida como frequência de cruza¬ 
mento, conforme mostrado na Figura 14.67. 

O princípio por trás do circuito de cruzamento também é usado no circuito 
ressonante para um receptor de TV, no qual é necessário separar as faixas de 
áudio e vídeo das frequências de portadora RF. A faixa de baixa frequência 
(informações de imagem no intervalo que vai de cerca de 30 Hz a cerca de 
4 MHz) é direcionada para o amplificador de vídeo do receptor, enquanto a 
faixa de alta frequência (informações de som em torno dos 4,5 MHz) é direcio¬ 
nada para o amplificador de som do receptor. 


• EXEMPLO 14.19 


• PROBLEMA PRÁTICO 14.19 


No circuito de cruzamento da Figura 14.66, suponha que cada alto-falante atue como 
uma resistência de 6 íl. Determine Ceisea frequência de cruzamento for 2,5 kHz. 

Solução: Para o filtro passa-altas, 


ou 


co c 


2 irf c 


1 

RiC 


C = 


1 

2tt f c Ri 


1 

2tt X 2,5 X 10 3 X 6 


10,61 /xF 


Para o filtro passa-baixa, 


(o c = 2irf c 


Ri 

L 


ou 


L = 


Ri 

2TTf c 


6 

2ir X 2,5 X 10 3 


382 /xH 


Se cada alto-falante na Figura 14.66 tiver uma resistência igual a 8 íl e C = 10 /xF, 
determine iea frequência de cruzamento. 


Resposta: 0,64 mH, 1,989 kHz. 
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14.13 


Resumo 


1. A função de transferência H(o>) é a razão entre a resposta de saída Y(co) e 
a excitação de entrada X(&>); isto é, H(o>) = Y(ío)/X(co). 


2. Resposta de frequência é a variação da função de transferência com a 
frequência. 

3. Zeros de uma função de transferência H(.y) são os valores de s = jco 
que tornam H(s) = 0, enquanto polos são os valores de s que fazem que 
II(s) —> oo. 


4. Decibel é a unidade de ganho logarítmico. Para um ganho de tensão ou de 
corrente G, seu equivalente em decibéis é G d0 = 20 log 10 G. 

5. Gráficos de Bode são gráficos semilogarítmicos da amplitude e da fase 
de uma função de transferência à medida que ela varia com a frequên¬ 
cia. As aproximações por linha reta de H (em dB) e <f> (em graus) são 
construídas usando-se as frequências de corte definidas pelos polos e 
zeros de H(co). 


6. Frequência de ressonância é aquela na qual a parte imaginária de uma fun¬ 
ção de transferência desaparece. Para circuitos RLC em série e em paralelo. 


Wo= vfe 


7. Frequências de meia potência (aq, co 2 ) são aquelas frequências nas quais a 
potência dissipada é metade daquela dissipada na frequência de ressonân¬ 
cia. A média geométrica entre as frequências de meia potência é a frequên¬ 
cia de ressonância, ou seja, 

Cúq = V&q &> 2 

8. Largura de banda é a faixa de frequências entre as frequências de meia 
potência: 


B = co 2 ~ co i 

9. Fator de qualidade é uma medida de estreitamento do pico de ressonância. 
Ele é a razão entre a frequência de ressonância (angular) e a largura de 
banda, 


10. Filtro é um circuito projetado para deixar passar uma faixa de frequências 
e rejeitar outras. Os filtros passivos são construídos com resistores, capa- 
citores e indutores. Os filtros ativos são construídos com resistores, capaci- 
tores e um dispositivo ativo, normalmente um amplificador operacional. 

11. Quatro tipos comuns de filtros são os filtros passa-baixas, passa-altas, 
passa-faixa e rejeita-faixa. Um filtro passa-baixas deixa passar apenas 
sinais cujas frequências se encontram abaixo da frequência de corte co c . 
Um filtro passa-altas deixa passar somente sinais cujas frequências se 
encontram acima da frequência de corte co c . Um filtro passa-faixa dei¬ 
xa passar apenas sinais cujas frequências estão dentro de um intervalo 
determinado (oq < co < co 2 ). Um filtro rejeita-faixa deixa passar só si¬ 
nais cujas frequências se encontram fora de um determinado intervalo 
(aq > co > co 2 ). 
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12. Aplicação de fatores de escala é o processo no qual os valores ideais de 
elementos são multiplicados por um fator de escala K m em termos de am¬ 
plitude e/ou multiplicados por um fator de escala K f em termos de fre¬ 
quência para produzirem valores práticos. 


R' = K m R, 


K m 

V = —L, 
K r 


C = 


1 

- C 

K m K, 


13. O PSpice pode ser usado para obter a resposta de frequência de um circui¬ 
to, caso um intervalo de frequências para a resposta e o número desejado 
de pontos dentro do intervalo forem especificados em AC Sweep. 

14. O receptor de rádio - uma aplicação prática dos circuitos ressonantes - 
emprega um circuito ressonante passa-faixa para sintonizar em uma fre¬ 
quência entre todos os sinais de transmissão recebidos pela antena. 

15. O sistema de discagem por tom e o circuito de cruzamento são duas apli¬ 
cações típicas dos filtros. O sistema de discagem por tom emprega filtros 
para separar tons de diferentes frequências para ativar chaves eletrônicas. 
O circuito de cruzamento separa sinais em diversos intervalos de frequên¬ 
cia de modo que eles possam ser entregues para diferentes dispositivos 
como tweeters e woofers em um sistema de alto-falantes. 


Questões para revisão 


14.1 Um zero da função de transferência 

10(s + 1) 


H(s) 


(s + 2)0 + 3) 


encontra-se em 

(a) 10 (b) — 1 (c)-2 (d)-3 

14.2 No gráfico de Bode de amplitude, a inclinação de 1/(5 + 
jcú) 2 para valores altos de (o é 

(a) 20 dB/década (b) 40 dB/década 

(c) -40 dB/década (d) -20 dB/década 

14.3 No gráfico de Bode da fase para o intervalo 0,5 <co< 50, 
a inclinação de [1 + j 10oi - <u 2 /25] 2 é 

(a) 45°/década (b) 90°/década 

(c) 135°/década (d) 180°/década 

14.4 Que indutância é necessária para se ter uma ressonância a 
5 kHz com uma capacitância de 12 nF? 

(a) 2,652 H (b)ll,844H 

(c) 3,333 H (d) 84,43 H 

14.5 A diferença entre as frequências de meia potência é deno¬ 
minada: 

(a) fator de qualidade (b) frequência de ressonância 
(c) largura de banda (d) frequência de corte 

14.6 Em um circuito RLC em série, qual dos seguintes fatores 
de qualidade apresenta a curva de resposta de amplitude 
mais íngreme próxima à ressonância? 

(a) 0 = 20 (b) 0= 12 

(c)0 = 8 (d) 0 = 4 


14.7 Em um circuito RLC em paralelo, a largura de banda B é 
diretamente proporcional a R. 

(a) verdadeiro (b) falso 

14.8 Quando aos elementos de um circuito RLC forem aplica¬ 
dos fatores de escala tanto em termos de amplitude quan¬ 
to de frequência, qual qualidade é inalterada? 

(a) resistor (b) frequência de ressonância 

(c) largura de banda (d) fator de qualidade 

14.9 Que tipo de filtro pode ser usado para selecionar um sinal 
de detenninada estação de rádio? 

(a) passa-baixas (b) passa-altas 

(c) passa-faixa (d) rejeita-faixa 

14.10 Uma fonte de tensão fornece um sinal de amplitude cons¬ 
tante, de 0 a 40 kHz, a um filtro passa-baixas RC. Um 
resistor de carga, ligado em paralelo ao capacitor, tem sua 
tensão máxima em: 

(a) CC (b) 10 kHz 

(c) 20 kHz (d) 40 kHz 


Respostas: 14.1b: 14.2c: 14.3 d; 14.4d; 14.5c; 14.6a: 14.7b; 
14.8d; 14.9c; 14.10a. 
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Problemas 


• Seção 14.2 Função de transferência 

14.1 Determine a função de transferência V 0 /V,- do circuito RC 
na Figura 14.68. Expresse-a usando ca 0 = 1 IRC. 

C 


m © 


Figura 14.68 Esquema para o Problema 14.1. 

14.2 Considere a Figura 14.69 e elabore um problema para 
eOd ajudar outros estudantes a entender melhor como deter¬ 
minar funções de transferência. 



14.5 Considere cada um dos circuitos mostrados na Figura 
14.72 e determine H(s) = V 0 (.sj/V s (.sj. 


Rs 




R i 



Figura 14.69 Esquema para o Problema 14.2. 


14.6 Considere o circuito mostrado na Figura 14.73 e determine 
H(s) = I»/I 5 (.y). 


2 H 



14.3 Para o circuito mostrado na Figura 14.70, R\ = 2 íl, 
R 2 = 5 íl, = 0,1 F e C 2 = 0,2 F, determine a função de 
transferência H(s) = V 0 (s)/V,(s). 


R 1 R 2 



Figura 14.70 Esquema para o Problema 14.3. 


Figura 14.73 Esquema para o Problema 14.6. 

• Seção 14.3 Escala de decibéis 

14.7 Calcule |H(co)| se H iB for igual a 

(a) 0,05 dB (b) -6,2 dB (c) 104,7 dB 

14.8 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a cal- 
e d cular a amplitude em dB e a fase em graus de uma varieda¬ 
de de uma função de transferência em termos de co. 


14.4 Determine a função de transferência H(to) = V 0 /V,- dos 
circuitos mostrados na Figura 14.71. 


L 

o-^fiRD 


C 



-o 

+ 


V 


O 


(a) 


C 



( b ) 

Figura 14.71 Esquema para o Problema 14.4. 


• Seção 14.4 Gráficos de Bode 

14.9 Um circuito em cascata apresenta um ganho de tensão de 

10 

H(íü) =- 

(1 +»(I0 +jco) 

Esboce os gráficos de Bode para o ganho. 

14.10 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eUd tender melhor como determinar os gráficos de Bode de 

amplitude e de fase de uma função de transferência em 
tennos de jio. 

14.11 Trace os gráficos de Bode para 

, 0 . 2 ( 10 +» 

H(íi>) =- 

jco(2 + » 

14.12 Uma função de transferência é dada por 

100U- + 10) 

T(s) = - 

s(s + 10) 

Trace os gráficos de Bode de fase e amplitude. 
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14.13 Construa os gráficos de Bode para 


0,1(5 + 1) 

GO) = 5 = 

í 2 0 + 10) 

14.14 Desenhe os gráficos de Bode para 
250 (jw + 1) 




HM = . 

jco{ — oj 4" 1 0/6J + 25) 

14.15 Construa os gráficos de Bode de amplitude e de fase para 
20 + 1 ) 


H 0 ) = 


i =jw 


0 + 2)0 + 10 )’ 

14.16 Trace os gráficos de Bode de amplitude e de fase para 

1,6 


HO) = - 

s(s +5+16) 

14.17 Trace os gráficos de Bode para 


s =jw 


GO) = 


s 

0 + 2) 2 0 + 1 )’ 


5 = j(ü 


14.18 Um circuito linear possui a seguinte função de trans¬ 
ai ferência 


ML 


H0) = 


7j 2 + í + 4 
5 3 + 85 2 + 145 + 5’ 


5 = joj 


Use o MATLAB ou equivalente para representar grafica¬ 
mente a amplitude e a fase (em graus) da função de trans¬ 
ferência. Considere 0,1 < u> < 10 rad/s. 

14.19 Esboce os gráficos de Bode assintóticos da amplitude e da 
fase para 


HO) = 


805 

(5 + 10)0 + 20)0 + 40)' 


5 =jw 


14.20 Elabore um problema, mais complexo do que o apresen- 
eOd tado no Problema 14.10, para ajudar outros estudantes a 

entender melhor como determinar os gráficos de Bode de 
amplitude e de fase de uma determinada função de trans¬ 
ferência em termos de yw. Inclua pelo menos uma raiz 
repetida de segunda ordem. 

14.21 Esboce o gráfico de Bode de amplitude para 

105(5 + 20) 

H(s) =-~-, 5 = jco 

(5 + 1)(5 2 + 605 + 400) 

14.22 Detennine a função de transferência HM por meio do 
gráfico de Bode de magnitude mostrado na Figura 14.74. 



Figura 14.74 Esquema para o Problema 14.22. 


14.23 O gráfico de Bode de amplitude de HM é indicado na 
Figura 14.75. Determine H(<u). 



Figura 14.75 Esquema para o Problema 14.23. 

14.24 O gráfico de amplitude na Figura 14.76 representa a função 
de transferência de um pré-amplificador. Determine H(s). 



Figura 14.76 Esquema para o Problema 14.24. 


• Seção 14.5 Ressonância em série 

14.25 Um circuito RLC em série tem R = 2 kfl, L = 40 mH e C = 
1 fj, F. Calcule a impedância na ressonância para frequên¬ 
cias de um quarto, a metade, o dobro e de quatro vezes a 
frequência de ressonância. 

14.26 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e€Dd tender melhor co g , Q e B na ressonância em circuitos RLC 

em série. 

14.27 Projete um circuito ressonante RLC em série com ío 0 = 40 
e*Dd rad/s e B = 10 rad/s. 

14.28 Projete um circuito RLC em série com B = 20 rad/s e &> 0 = 
1.000 rad/s. Determine o Q do circuito. Faça R = 10 íl. 

14.29 Seja v s = 20 cos (at) V no circuito da Figura 14.77. Deter¬ 
mine (o 0 , Q e B, visto pelo capacitor. 


12 k£2 



Figura 14.77 Esquema para o Problema 14.29. 

14.30 Um circuito formado por uma bobina de indutância 10 
mH e por resistência 20 íl é conectado em série a um 
capacitor e um gerador com tensão RMS igual a 120 V. 
Determine: 

(a) O valor da capacitância que fará que o circuito entre 
em ressonância em 15 kHz. 

(b) A corrente que atravessa a bobina na ressonância. 

(c) O fator Q do circuito. 
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• Seção 14.6 Ressonância em paralelo 

14.31 Projete um circuito RLC ressonante em paralelo com co 0 = 
e d 10 rad/s e Q = 20. Calcule a largura de banda do circuito. 

Considere R = 10 íl. 

14.32 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a enten- 
eQd der melhor o fator de qualidade, a frequência de ressonân¬ 
cia e a largura de banda de um circuito RLC em paralelo. 

14.33 Um circuito ressonante em paralelo com fator de quali¬ 
dade 120 apresenta uma frequência de ressonância 6 x 
10 6 rad/s. Calcule a largura de banda e as frequências de 
meia potência. 

14.34 Um circuito RLC em paralelo é ressonante em 5,6 MHz, 
tem um fator Q igual a 80 e um ramo resistivo de 40 kíl. 
Determine os valores de L e C nos outros dois ramos. 

14.35 Um circuito RLC em paralelo tem R = 5 kíl, L = 8 mH e 
C = 60 /xF. Determine: 

(a) A frequência de ressonância. 

(b) A largura de banda. 

(c) O fator de qualidade. 

14.36 Espera-se que um circuito ressonante RLC em paralelo 
tenha uma admitância de faixa média igual a 25 X 10~ 3 S, 
um fator de qualidade 80 e uma frequência de ressonân¬ 
cia 200 krad/s. Calcule os valores de R, L e C. Determine 
a largura de banda e as frequências de meia potência. 

14.37 Refaça o Problema 14.25 para o caso no qual os elemen¬ 
tos estejam ligados em paralelo. 

14.38 Determine a frequência de ressonância do circuito na Fi¬ 
gura 14.78. 


C 



Figura 14.78 Esquema para o Problema 14.38. 

14.39 Considere o circuito “tanque” da Figura 14.79 e determi¬ 
ne a frequência de ressonância. 



H 40 mH 

I 0 COS (Ot 

D I 


| 50 íl 


14.41 Considere a Figura 14.80 e elabore um problema para 
eíDd ajudar outros estudantes a entender melhor o fator de 
qualidade, a frequência de ressonância e a largura de ban¬ 
da de circuitos RLC. 


R2 



Figura 14.80 Esquema para o Problema 14.41. 


14.42 Considere os circuitos da Figura 14.81 e determine a fre¬ 
quência de ressonância a> 0 , o fator de qualidade Q e a 
largura de banda B. 


2Í2 



1 H 

0,4 F 


(a) 



( b ) 

Figura 14.81 Esquema para o Problema 14.42. 

14.43 Calcule a frequência de ressonância de cada um dos cir¬ 
cuitos da Figura 14.82. 

L 

o—— nmp — 



(«) 


Figura 14.79 Esquema para os Problemas 14.39, 14.71 e 14.91. 

14.40 Um circuito ressonante em paralelo tem resistência de 
2 kíl e frequências de meia potência de 86 kHz e 90 kHz. 
Determine: 

(a) A capacitância. 

(b) A indutância. 

(c) A frequência de ressonância. 

(d) A largura de banda. 

(e) O fator de qualidade. 


C 



Figura 14.82 Esquema para o Problema 14.43. 





























• 598 Fundamentos de circuitos elétricos 


* 14.44 Considere o circuito da Figura 14.83 e determine: 

(a) A frequência de ressonância (o 0 

(b) Z ent (íü 0 ) 

9 /rF 

o---II- 



14.50 Determine que tipo de filtro é aquele da Figura 14.87. 
Calcule a frequência de corte f c . 

200 Q. 

-WW- 

+ 

u ,(0 (±) 0,1 H 3 V„(t) 


Figura 14.87 Esquema para o Problema 14.50. 


Figura 14.83 Esquema para o Problema 14.44. 

14.45 Considere o circuito mostrado na Figura 14.84 e determi¬ 
ne oj 0 , B e Q, visto pela tensão no indutor. 


30 k £2 



Figura 14.84 Esquema para o Problema 14.45. 


14.46 Considere o circuito ilustrado na Figura 14.85 e determine: 

(a) A função de transferência H(w) = V 0 (íü)/I(oj). 

(b) A amplitude de H em <x> 0 = 1 rad/s. 



Figura 14.85 Esquema para os Problemas 14.46, 14.78 e 14.92. 


• Seção 14.7 Filtros passivos 

14.47 Demonstre que um circuito LR em série é um filtro passa- 
-baixas se a saída for extraída no resistor. Calcule a fre¬ 
quência de corte f c se L = 2 mH e R = 10 kíl. 

14.48 Determine a função de transferência \JV S do circuito na 
Figura 14.86. Demonstre que o circuito é um filtro passa- 
-baixas. 



+ 

v„ 


Figura 14.86 Esquema para o Problema 14.48. 


14.51 

eOd 

14.52 

eOd 

14.53 

eÃd 

14.54 

e€)d 

14.55 


14.56 


Projete um filtro passa-baixas RL que usa uma bobina de 
40 mH e tem frequência de corte 5 kHz. 

Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en¬ 
tender melhor os filtros passa-altas passivo. 

Projete um filtro passa-faixa tipo RLC em série com fre¬ 
quências de corte 10 kHz e 11 kHz. Considerando C= 80 
pF, determine R,LeQ. 


Projete um filtro rejeita-faixa passivo com ío 0 = 10 rad/s e 
£> = 20 . 


Determine o intervalo de frequências que passará por um 
filtro passa-faixa RLC em série com R= 10 íl, L = 25 mH 
e C = 0,4 /jl F. Determine o fator de qualidade. 


(a) Demonstre que para um filtro passa-faixa, 


H(í) = 


sB 

s^ + sB + wq 


s = jw 


onde B = largura de banda do filtro e oi 0 é a frequência 
central. 


(b) De modo similar, demonstre que, para um filtro rejei¬ 
ta-faixa, 


H (í) = 


„2 r 2 

5 + CÜQ 

s^ + sB + cúQ 


S = jül 


14.57 Determine a frequência central e a largura de banda dos 
filtros passa-faixa na Figura 14.88. 


1 Q 1 F 




14.49 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e0d tender melhor os filtros passa-baixas descritos por fun¬ 
ções de transferência. 


14.58 Os parâmetros de circuito para um filtro rejeita-faixa RLC 
são: R = 2 kíl, L = 0,1 H, C = 40 pF. Calcule: 

(a) A frequência central. 

(b) As frequências de meia potência. 

(c) O fator de qualidade. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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14.59 Determine a largura de banda e a frequência de corte do 
filtro rejeita-faixa da Figura 14.89. 

6Q 



Figura 14.89 Esquema para o Problema 14.59. 


• Seção 14.8 Filtros ativos 


HM = 


+ jioRC 
R/J 1 + jcoRC 



Figura 14.92 Esquema para o Problema 14.65. 


14.60 Obtenha a função de transferência de um filtro passa-altas 
com ganho na banda de passagem igual a 10 e frequência 
de corte de 50 rad/s. 

14.61 Determine a função de transferência para cada um dos 
filtros ativos na Figura 14.90. 


R 

o-VWV 

+ 

U 

o- 



14.66 Um filtro de primeira ordem “genérico” é exposto na Fi¬ 
gura 14.93. 

(a) Demonstre que a função de transferência é 

, R 4 w í + (l/R í C)[R,/R 2 - R 3 /R 4 ] 

H(s) = - X -;-, 

R 3 + R 4 s+ 1 /R 2 C 

s = j(ú 

(b) Que condição deve ser satisfeita para o circuito ope¬ 
rar como um filtro passa-altas? 

(c) Que condição deve ser satisfeita para o circuito ope¬ 
rar como um filtro passa-baixas? 



(b) 

Figura 14.90 Esquema para os Problemas 14.61 e 14.62. 


R 2 



Figura 14.93 Esquema para o Problema 14.66. 


14.62 O filtro na Figura 14.906 tem frequência de corte 3 dB em 1 
kHz. Se sua entrada estiver conectada a um sinal de frequên¬ 
cia variável de 120 mV, determine a tensão de saída em: 


(a) 200 Hz (b) 2 kHz (c) 10 kHz 


14.63 

eOd 


Projete um filtro passa-altas de primeira ordem ativo com 


H(,sj = 


1005 

í + 10’ 


5 =j<0 


Use um capacitor de 1 /xF. 

14.64 Obtenha a função de transferência do filtro ativo na Figu¬ 
ra 14.91. Que tipo de filtro é este? 


R f 



Figura 14.91 Esquema para o Problema 14.64. 


14.67 Projete um filtro passa-baixas ativo com ganho CC igual 
e*vd a0 ,25 e frequência de corte 500 Hz. 

14.68 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e'?d tender melhor os filtros passa-altas ativo quando as espe¬ 
cificações de ganho em alta frequência e frequência de 
corte são dados. 

14.69 Projete o filtro da Figura 14.94 para atender às seguintes 
eOd exigências: 

(a) Ele deve atenuar um sinal de 2 kHz em 3 dB quando 
comparado com seu valor em 10 MHz. 

(b) Ele deve fornecer uma saída em regime estacionário 
de v 0 (t) = 10 sen(2n x 10 8 í + 180°) para uma entrada 
v s (t) = 4 sen(27i x 10 8 /) V. 



14.65 Um filtro passa-altas é mostrado na Figura 14.92. De¬ 
monstre que a função de transferência é 


Figura 14.94 Esquema para o Problema 14.69. 
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14.70 Um filtro ativo de segunda ordem conhecido como filtro 
Butterworth é mostrado na Figura 14.95. 

(a) Determine a função de transferência V D /V,-. 

(b) Demonstre que se trata de um filtro passa-baixas. 


Ci 



Figura 14.95 Esquema para o Problema 14.70. 

• Seção 14.9 Fatores de escala 

14.71 Use fatores de escala de amplitude e de frequência no cir¬ 
cuito da Figura 14.79 para obter um circuito equivalente 
no qual o indutor e o capacitor possuem, respectivamente, 
valores de 1 H e 1 F. 

14.72 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 

eCfel tender melhor a aplicação de fator de escala a amplitude e 

a frequência. 

14.73 Calcule os valores de R, L e C que resultarão em, respec¬ 
tivamente, R = 12 kíl, L = 40 /xH e C = 300 nF quando 
houver a aplicação de fator de escala de amplitude 800 e 
fator de escala de frequência 1.000. 

14.74 Um circuito tem = 3 íl, R 2 = 10 íl, L = 2 H e C= 1/10 
F. Após ser aplicado um fator de escala a amplitude igual 
a 100 e a frequência de 10 6 , determine os novos valores 
dos elementos de circuitos. 


4Í2 



Figura 14.96 Esquema para o Problema 14.79. 


14.80 (a) Para o circuito da Figura 14.97, desenhe o novo cir¬ 
cuito após este ter sofrido aplicação de escala de K m = 
200 e K f = 104. 

(b) Obtenha a impedância equivalente de Thévenin nos 
terminais a-b do circuito que sofreu a aplicação de 
escala em o> = 10 4 rad/s. 



Figura 14.97 Esquema para o Problema 14.80. 


14.81 O circuito mostrado na Figura 14.98 tem impedância 


m = 


1.000(5 + 1) 
(5 + 1 + j50)(s + 1 


Determine: 


- 750)’ 


5 =jco 


(a) Os valores d e R,L, C e G 

(b) Os valores dos elementos que farão que a frequência 
de ressonância seja elevada por um fator igual a 10 3 
pela aplicação de fator de escala de frequência 


14.75 Em um circuito RLC, 1? = 20 íl, í = 4H eC = 1 F. O cir¬ 
cuito sofre uma aplicação de escala na amplitude de 10 e na 
frequência de 10 5 . Calcule os novos valores dos elementos. 

14.76 Dado um circuito RLC em paralelo com R = 5 kíl, L = 10 
mH e C = 20 /xF, se o circuito sofrer a aplicação de fator 
de escala na amplitude de K m = 500 e na frequência de 
Kf= 10 5 , determine os valores resultantes de R, L e C. 

14.77 Um circuito RLC em série possui R = 10 íl, io 0 = 40 rad/s 
e B = 5 rad/s. Detennine L e C quando o circuito sofre 
uma aplicação de escala: 

(a) Na amplitude por um fator 600. 

(b) Na frequência por um fator 1.000. 

(c) Na amplitude por um fator 400 e na frequência por 
um fator 10 5 . 

14.78 Redesenhe o circuito da Figura 14.85, de modo que todos 
os elementos resistivos sofram um fator de escala 1.000 
e todos os elementos sensíveis à frequência sofram um 
fator de escala 10 4 . 

14.79 Observe o circuito da Figura 14.96. 

(a) Determine Z ent (í). 

(b) Aplique fatores de escala K m = 10 e K f = 100 aos ele¬ 
mentos. Detennine Z ent (s) e co 0 . 



Figura 14.98 Esquema para o Problema 14.81. 

14.82 Aplique um fator de escala ao filtro passa-baixas ativo da 
Figura 14.99, de modo que sua frequência de corte aumen¬ 
te de 1 rad/s para 200 rad/s. Use um capacitor de 1 /xF. 

2Q 



Figura 14.99 Esquema para o Problema 14.82. 
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14.83 O circuito com amplificadores operacionais na Figura 
14.100 deve sofrer uma aplicação de escala 100 na am¬ 
plitude e de 10 5 em termos de frequência. Determine os 
valores dos elementos resultantes. 


1 jliF 



Figura 14.100 Esquema para o Problema 14.83. 


14.87 No intervalo 0,1 </< 100 Hz, represente graficamente 
a resposta do circuito na Figura 14.104. Classifique esse 
filtro e obtenha &>„. 


1 F 1 F 1 F 



Figura 14.104 Esquema para o Problema 14.87. 

14.88 Use o PSpice ou MultiSim para gerar os gráficos de 
Bode de amplitude e de fase de V 0 no circuito da Figu¬ 
ra 14.105. 


• Seção 14.10 Resposta de frequência usando 
Jf/ o PSpice 

14.84 Use o PSpice ou MultiSim para obter a resposta de fre¬ 
quência do circuito da Figura 14.101 na página seguinte. 


4kQ 
o-VWV 

+ 

V,- 

o- 



Figura 14.101 Esquema para o Problema 14.84. 


1Q 2 H 2F 

i/o°vQ 

D 1F = 


1 H 

1 Q < 


+ 



Figura 14.105 Esquema para o Problema 14.88. 


14.89 Obtenha o gráfico de amplitude da resposta V D do circuito 
da Figura 14.106 para o intervalo de frequências 100 </ 
< 1.000 Hz. 


14.85 Use o PSpice ou MultiSim para obter os gráficos de am¬ 
plitude e de fase de V t /I s . do circuito da Figura 14.102. 

10 nF 


© 


200 £2 


30 mH 100 Q > V 


Figura 14.102 Esquema para o Problema 14.85. 


50 £2 



14.86 Considere a Figura 14.103 e elabore um problema para 
e€)d ajudar outros estudantes a entender melhor como usar o 
PSpice para obter a resposta de frequência (amplitude e 
fase de I) em circuitos elétricos. 


Ki R 2 Kj 



14.90 Obtenha a resposta de frequência do circuito na Figura 
14.40 (consulte o Problema prático 14.10). Considere 
Ri = R 2 = 100 íl,L = 2 mH. Use 1 </< 100.000 Hz. 

14.91 Para o circuito “tanque” da Figura 14.79, obtenha a 
resposta de frequência (tensão no capacitor) usando o 
PSpice ou MultiSim. Determine a frequência de resso¬ 
nância do circuito. 

14.92 Considere o PSpice ou MultiSim para representar grafica¬ 
mente a amplitude da resposta de frequência do circuito 
na Figura 14.85. 


Figura 14.103 Esquema para o Problema 14.86. 
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• Seção 14.12 Aplicações 

14.93 Considere o circuito deslocador de fase mostrado na Fi¬ 
gura 14.107 e determine H= VJV S . 



Figura 14.107 Esquema para o Problema 14.93. 

14.94 Para uma situação de emergência, um engenheiro precisa 
eOd construir um filtro passa-altas RC. Ele tem à sua dispo¬ 
sição um capacitor de 10 pF, um capacitor de 30 pF, um 
resistor de 1,8 kíl e um resistor de 3,3 kíl. 

Detennine a maior frequência de corte possível usando 
esses elementos. 

14.95 Um circuito de antena sintonizado em série é formado 
eOd por um capacitor variável (40 pF a 360 pF) e uma bo¬ 
bina de antena de 240 /xH que possui uma resistência 
CC igual a 12 fí. 

(a) Detennine o intervalo de frequências de sinais de rá¬ 
dio para o qual o rádio pode ser sintonizado. 

(b) Determine o valor de Q em cada extremidade do in¬ 
tervalo de frequências. 

14.96 O circuito de cruzamento da Figura 14.108 é um filtro 
eQd passa-baixas conectado a um woofer. Detennine a função 

de transferência H(<x)) = V 0 (a))/V,(ío). 



Figura 14.108 Esquema para o Problema 14.96. 


14.97 O circuito de cruzamento da Figura 14.109 é um filtro 
passa-altas conectado a um tweeter. Determine a função 
de transferência H(ro) = V 0 (&>)/V,■(<*)). 



Figura 14.109 Esquema para o Problema 14.97. 


Problemas abrangentes 


14.98 Determinado circuito eletrônico para teste produziu uma 
curva ressonante com pontos de meia potência em 432 
Hz e 454 Hz. Se Q = 20, qual é a frequência de ressonân¬ 
cia do circuito? 

14.99 Em um dispositivo eletrônico é empregado um circuito 
em série com resistência de 100 íl, uma reatância ca- 
pacitiva de 5 kíl e uma reatância indutiva de 300 íl, 
quando usado em 2 MHz. Detennine a frequência de 
ressonância e a largura de banda do circuito. 

14.100 Em determinada aplicação, um filtro passa-baixas RC 
simples é projetado para reduzir o ruído de alta fre¬ 
quência. Se a frequência de corte desejada for 20 kHz e 
C = 0,5 /xF, determine o valor de R. 

14.101 Em um circuito amplificador é preciso um filtro passa- 
-altas RC simples para bloquear a componente CC, en¬ 
quanto permite a passagem da componente variável com 
o tempo. Se a frequência de aumento de atenuação dese¬ 
jada for de 15HzeC=10 /jl F, detennine o valor de R. 


14.102 Na prática, o projeto de filtros RC deve prever a inclusão 
de resistências de carga e de fonte, conforme ilustrado 
na Figura 14.110. Seja?? = 4 kíl e C = 40 nF. Obtenha a 
frequência de corte, quando: 

(a) R s = 0, R, = oo. 

(b) R s = 1 kíl, R, = 5 kíl. 


R s R 



Figura 14.110 Esquema para o Problema 14.102. 

14.103 O circuito RC na Figura 14.111 é usado para um com¬ 
pensador de avanço em um projeto de um sistema. Obte¬ 
nha a função de transferência do circuito 
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Figura 14.111 

Esquema para o Problema 14.103. 


14.104 Um filtro passa-faixa de dupla sintonia e baixo fa- 
M tor de qualidade é mostrado na Figura 14.112. Use o 


PSpice ou MultiSim para gerar o gráfico de amplitude 
de V». 


40 £2 °’ 2 P F 
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•15 

INTRODUÇÃO À 
TRANSFORMADA DE LAPLACE 


O importante em relação a um problema não è a sua solução, 
mas a força que ganhamos ao encontrar a solução. 

Anônimo 


Progresso profissional 

Critérios ABET EC 2000 (3.h), "o amplo leque educacional necessário para 


compreender o impacto das soluções de 
e social". 

Sendo estudante, você precisa adquirir “o amplo 
leque educacional necessário para compreender o 
impacto das soluções de engenharia em um con¬ 
texto global e social”. Caso já esteja matriculado 
em um programa de engenharia reconhecido pela 
ABET, então parte dos cursos que você deve fa¬ 
zer atende a esse critério. Minha recomendação é 
que, mesmo que esteja participando de um desses 


engenharia em um contexto global 


programas, examine todas as matérias optativas a 
fazer para ter a certeza de que está aumentando o 
seu conhecimento em relação às questões globais 
e aos problemas sociais. Os engenheiros do futu¬ 
ro devem compreender completamente que eles e 
suas atividades afetam todos nós de uma maneira 
ou de outra. 


Critérios ABET EC 2000 (3.i), "necessidade de, e habilidade para se engajar no 
aprendizado por toda a vida". 


Você deve estar completamente ciente e reconhe¬ 
cer a “necessidade de, e habilidade para se engajar 
no aprendizado por toda a vida”. Quase sempre 
parece absurdo que isso tenha de ser afirmado. 
Porém, você ficaria surpreso em ver como muitos 
engenheiros não entendem a fundo esse conceito. 
A única maneira de estar realmente apto a acom¬ 
panhar a explosão da tecnologia pela qual estamos 
passando atualmente e com a qual nos deparare¬ 
mos no futuro é pelo aprendizado constante. Esse 


aprendizado deve incluir questões não técnicas, 
bem como as mais recentes tecnologias em seu 
campo de atuação. 

A melhor maneira de acompanhar o que há de mais 
novo em seu campo é pelos seus colegas e pela asso¬ 
ciação com indivíduos com os quais você encontra 
por meio de sua(s) organização(ões) técnica(s) (par¬ 
ticularmente o IEEE). Ler artigos sobre tecnologia 
de ponta é a segunda melhor maneira de permanecer 
atualizado. 
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) Time & Life Pictures/Getty. 


Pierre Simon Laplace (1749-1827), astrônomo e matemático francês, foi o 
primeiro a apresentar a transformada que levou seu nome e suas aplicações em 
equações diferenciais em 1779. 

De origem humilde e nascido em Beaumont-en-Auge, Normandia, França, 
Laplace tornou-se professor de matemática com 20 anos. Suas habilidades ma¬ 
temáticas inspiraram o famoso matemático Simeon Poisson, que chamaram 
Laplace o Isaac Newton da França. Suas contribuições mais importantes foram 
em teoria das possibilidades, teoria da probabilidade, astronomia e mecânica 
celeste. É muito conhecido por seu trabalho. Trai te de Mecanique Celeste (Tra¬ 
tado sobre Mecânica Celeste), que complementou o trabalho de Newton sobre 
astronomia. As transformadas de Laplace, assunto deste capítulo, receberam 
esse nome em sua homenagem. 


15.1 


Introdução 


Nosso objetivo neste e nos próximos capítulos é desenvolver técnicas para 
analisar circuitos com ampla gama de variedade de entradas e respostas. Tais 
circuitos são modelados por equações diferenciais cujas soluções descrevem 
o comportamento de responsabilidade total dos circuitos. Foram concebidos 
métodos matemáticos para determinar de modo sistemático as soluções das 
equações diferenciais. Introduzimos agora o poderoso método das transforma¬ 
das de Laplace, que envolve transformar equações diferenciais em equações 
algébricas e, consequentemente, facilitando muito o processo de solução. 

O conceito de transformação deve lhe ser familiar agora. Ao usar fasores 
para a análise de circuitos, transformamos o circuito do domínio do tempo para 
o domínio da frequência ou para o domínio fasorial. Assim que obtemos o re¬ 
sultado fasorial, o transformamos de volta para o domínio do tempo. O método 
das transformadas de Laplace segue o mesmo processo: usamos as transforma¬ 
das de Laplace para transformar o circuito do domínio do tempo para o domí¬ 
nio da frequência, obtemos a solução e aplicamos a transformada de Laplace 
inversa ao resultado para transformá-lo novamente para o domínio do tempo. 

O método das transformadas de Laplace é significativo por uma série de 
razões. Primeiro, pode ser aplicado a uma variedade maior de entradas que a 
análise fasorial. Segundo, fornece uma maneira fácil de solucionar problemas 
de circuitos envolvendo condições iniciais, pois permite que trabalhemos com 
equações algébricas em vez de equações diferenciais. Terceiro, as transforma¬ 
das de Laplace são capazes de nos fornecer, em uma única operação, a resposta 
total do circuito compreendendo tanto as respostas naturais quanto forçadas. 

Iniciemos com a definição da transformada de Laplace que suscita o apa¬ 
recimento de suas propriedades mais essenciais. Examinando essas proprie¬ 
dades, veremos como e por que o método funciona, que também nos ajuda a 
apreciar melhor a ideia de transformações matemáticas. Consideramos, ainda, 
algumas propriedades das transformadas de Laplace que são muito úteis na 
análise de circuitos. Em seguida, levamos em conta a transformada de La¬ 
place inversa, funções de transferência e convolução. Neste capítulo, vamos 
nos concentrar na mecânica das transformadas de Laplace, e, no Capítulo 16, 
examinaremos como as transformadas de Laplace são aplicadas na análise de 
circuitos, na estabilidade dos circuitos e na síntese de circuitos. 
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15.2 Definição de transformadas de Laplace 

Dada uma função /Tf), sua transformada de Laplace, representada por F(s) ou 
C[f{t)\ é definida por 



f CO 

C[f(t)] = F(s) = 

f(t)e~ sT dt 


O - 


(15.1) 


em que s é uma variável complexa dada por 


s = cr + jut 


(15.2) 


Como o argumento st do expoente e na Equação (15.1) deve ser adimensional, 
segue que s tem as dimensões da frequência e das unidades inverso de segun¬ 
dos (s -1 ) ou “frequência”. Na Equação (15.1), o limite inferior é especificado 
como CT para indicar o instante imediatamente anterior a t = 0. Usamos (T 
como limite inferior de modo a incluir a origem e capturar qualquer desconti- 
nuidade de ](t) em t = 0; isso servirá em funções - como as funções de 
singidaridade - que poderiam ser descontínuas emf=0. 

Deve-se notar que a integral na Equação (15.1) é uma integral definida em 
relação ao tempo. Logo, o resultado da integração é independente do tempo e 
envolve apenas a variável “s”. 

A Equação (15.1) ilustra o conceito geral de transformação. A função/(f) é 
transformada na função F(s). Enquanto a primeira função envolve t como seu 
argumento, a última envolve s. Diz-se que a transformação é do domínio t para 
o domínio s. Dada a interpretação de s como frequência, chegamos à seguinte 
descrição de transformada de Laplace: 


Para uma função simples 
f{t), o limite inferior pode ser 
representado por 0. 


Transformada de Laplace é uma transformação integral de uma função 
f(t) do domínio do tempo para o domínio da frequência complexa, forne¬ 
cendo F(s). 


Quando a transformada de Laplace é aplicada à análise de circuitos, as 
equações diferenciais representam o circuito no domínio do tempo. Os termos 
nas equações diferenciais tomam o lugar dc /(7). Suas transformadas de Lapla¬ 
ce, que correspondem a F(s), constituem equações algébricas representando o 
circuito no domínio da frequência. 

Na Equação (15.1), supomos que f(t) seja ignorado para t < 0. Para garan¬ 
tir que este seja o caso, normalmente uma função é multiplicada pela função 
degrau unitário. Portanto,/(t) é escrita como f(t)u(t) ou f(t), t > 0. 

A transformada de Laplace na Equação (15.1) é conhecida como a trans¬ 
formada de Laplace de um lado (unilateral ). A transformada de Laplace de 
dois lados (ou bilateral ) é dada por 




f(t)e~ sr dt 


(15.3) 


A transformada de Laplace unilateral na Equação (15.1), por ser adequada aos 
nossos propósitos, é o único tipo de transformada de Laplace que trataremos 
neste livro. 

Pode ser que uma função f(t) não tenha uma transformada de Laplace. 
Contudo, se f(t) se tiver uma transformada de Laplace, a integral na Equação 
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\e Jú ”\ = Vcos 2 cot + sen 2 cot 


1 


(15.1) deverá convergir para um valor finito. Como \e-' u>, \ = 1 para qualquer 
valor de t, a integral converge quando 

[ e <T '\fit)\ dt < °° (15.4) 

■'o - 


jíO. 




0 

°c 


(J) (T 


Figura 15.1 Região de convergência 
para a transformada de Laplace. 


para algum valor real cr = cr t .. Portanto, a região de convergência para a trans¬ 
formada de Laplace é Re(.v) = cr > cr r , conforme mostrado na Figura 15.1. 
Nessa região F(s) < °°, e F(s) existe. F(.s) é indefinida fora da região de conver¬ 
gência. Felizmente, todas as funções de interesse na análise de circuitos satis¬ 
fazem o critério de convergência na Equação (15.4) e possuem transformadas 
de Laplace. Consequentemente, não é necessário especificarmos <j c naquilo 
que vem a seguir. 

Um companheiro para a transformada de Laplace direta na Equação (15.1) 
é a transformada de Laplace inversa dada por 


£ _1 [ f ( s )] =m 


2 TTj 


0 - 1 + 7 “ 


F( s y ds 


(15.5) 


na qual a integração é realizada juntamente com uma linha reta (oq + ju>, < 
(o < °°) na região de convergência, cr 1 > <j c (ver Figura 15.1). A aplicação direta 
da Equação (15.5) envolve algum conhecimento sobre análise complexa que 
está fora do escopo deste livro. Por essa razão, não usaremos a Equação (15.5) 
para encontrar a transformada de Laplace inversa. Em vez disso, usaremos 
uma tabela de referência a ser desenvolvida na Seção 15.3. As funções f(t ) e 
F(s) são consideradas um par da transformada de Laplace onde 


• EXEMPLO 15.1 


f(t) ^ F(s ) (15.6) 

significando que existe uma correspondência um-para-um entre f(i) e F(s). As 
transformadas de Laplace de algumas funções importantes são obtidas a partir 
dos exemplos a seguir. 


Determine a transformada de Laplace de cada uma das seguintes funções: (a) u(t); (b) 
e~“ f tt(í), a a 0; (c) ô (t). 

Solução: (a) Para a função degrau unitário u(í), mostrada na Figura 15.2a, a transfor¬ 
mada de Laplace é 


F\u(l)\ = 


cr 


1 e~ st dt = — —e~ st 

5 


(15.1.1) 

(b) Para a função exponencial, indicada na Figura 15.2a, a transfomiada de Laplace é 


1 1 1 

--( 0 ) + -( 1 ) = - 
s s s 


C[e- a, u(t )] = e- at e~ s 'dt 
•'cr 

1 


(15.1.2) 


~(s+d)t 


s + a 


s + a 


(c) Para a função impulso unitário, mostrada na Figura 15.2c, 

£[S(r)] = í 8(t)e~ s, dt = e~° = 1 
Jcr 


(15.1.3) 
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já que a função impulso õ(í) é zero em todos os pontos, exceto emí = 0.A propriedade 
de separação da Equação (7.33) foi aplicada na Equação (15.13). 


u(t) 

1 


(a) 



S(í) 

1 


(c) 


í 


Figura 15.2 Esquema para o Exemplo 15.1: (a) função degrau unitário; 
( b ) função exponencial; (c) função impulso unitário. 


Determine as transfonnadas de Laplace destas funções: r(t) = tu(t), ou seja, a função de 
rampa; Ae~ al u(t); e Be~ Jm, u(f). 

Resposta: l/s 2 , A/(s + a), B/(s + ja>). 


Determine a transformada de Laplace d ej[t) = sen (otu(t). 

Solução: Usando a Equação (B.27), além da Equação (15.1), obtemos a transformada 
de Laplace da função seno como segue 

P C (e ia * - 

F(s ) = £[senwf] = J (sen a>t)e s ' dt = j ^-—- )e st dt 


V 

1 í 1 


(s-jui)t _ —( s+jü})t N 


2 j\S — jbJ S + jw 


Detennine a transformada de Laplace d ej[t) = 50 cos (otu(t). 
Resposta: 50í/(í 2 + (o 2 ). 


PROBLEMA PRÁTICO 15.1 • 


EXEMPLO 15.2 • 


PROBLEMA PRÁTICO 15.2 • 


15.3 


Propriedades das transformadas 
de Laplace 


As propriedades das transformadas de Laplace nos ajudam a obter pares de trans¬ 
formação sem usar diretamente a Equação (15.1), como fizemos nos Exemplos 
15.1 e 15.2. À medida que obtemos cada uma dessas propriedades, devemos ter 
em mente a definição da transformada de Laplace na Equação (15.1). 


Linearidade 


Se F ] (.s) e F 2 (s) forem, respectivamente, as transformadas de Laplace f(t) e 
/ 2 (0, então 


£[fli/i(0 + 02 / 2 ( 0 ] = fl/i(0 + a 2 F 2 (s) 


(15.7) 


em que a x e a 2 são constantes. A Equação 15.7 expressa a propriedade de li¬ 
nearidade da transformada de Laplace. A prova da Equação (15.7) é obtida 
diretamente da definição da transformada de Laplace na Equação (15.1). 
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Por exemplo, pela propriedade da linearidade na Equação (15.7), podería¬ 
mos escrever 


~{e iwt + e JÜJÍ ) 
2 


£[coswím(í)] = C 
Porém, do Exemplo 15. lb, C\e~ at \ = l/(s + d). Logo, 


= ^C[e iwt ] + (15.8) 


„ \( 1 

£[cos&)ím(í)] = — 


1 


2 Ví — jco s + jco) s z + co 

Fatores de escala 

Se F(s) for a transformada de Laplace de /(/), então 


(15.9) 




f{at)e st dt 


(15.10) 


J o~ 

onde a é uma constante e a > 0. Se fizermos x = at, dx = a dt, então 


C[f(at)] 


f(x)e-^ /a)dX = 1 
a a 


f(x)e 


—x(s/a) 


dx (15.11) 




Comparando essa integral com a definição de transformada de Laplace na 
Equação (15.1) mostra que í na Equação (15.1) deve ser substituída por s/a, 
enquanto a variável fictícia t é substituída por x. Portanto, obtemos a proprie¬ 
dade de aplicação de escala como segue 


(15.12) 



Por exemplo, sabemos do Exemplo 15.2 que 

co 

£[sen«íM(f)] = -z - -z 

.V t (O 

Usando a propriedade de escala da Equação (15.12), 

1 co 

£[sen2wfw(f)] = — - 


(15.13) 


2u> 


2 (s/2) 2 + co 2 s 2 + 4co 2 

que também pode ser obtida da Equação (15.13), substituindo co por 2 co 

Deslocamento no tempo 

Se F(s ) for a transformada de Laplace de f(t), então 


(15.14) 


C[f(t — a)u(t — a)] = f(t — d)u(t — a)e~ st dt 
•xr 

a > 0 

Porém, u(t — a) = 0 para t<a eu(J-a)= 1 para t > a. Logo, 


C\f(t — a)u(t — a)] = 


f(t — a)e st dt 


(15.15) 


(15.16) 
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Se fizermos x = t — a, então dx = dt e t = x + a. Conforme t —> a, x —> 0 e con¬ 
forme t —> oo, x —> °°. Portanto, 


C[f(t — à)u(t — d)] 


co 

f(x)e~ s(x+a) dx 

V 


• oo 

f(x)e~ sx dx = e~ as F{s) 
•'tr 


ou 


C[f(t - d)u(t - o)] = e~ as F(s) 


(15.17) 


Em outras palavras, se uma função for retardada no tempo de a, o resultado no 
domínio s é encontrado multiplicando-se a transformada de Laplace da função 
(sem o atraso) por e m . Isso é denominado retardo no tempo ou propriedade de 
deslocamento de tempo da transformada de Laplace. 

Como exemplo, sabemos da Equação (15.9) que 


£[cos Mtuifj] = 9 j 
í -f co 

Usando a propriedade de deslocamento de tempo na Equação (15.17), 

s 

£[cosw(í — a)u(t — a)] = e~ as — -r 

s + co " 


(15.18) 


Deslocamento de frequência 

Se F(s) for a transformada de Laplace de j(t), então 


ou 


C[e- at f{t)u(i)] 


e al f(t)e sr dt 


oo 

f(t)e (s+a), dt = F(s + a ) 
•'o 


C[e al f(t)u(t)] = F(s + a) 


(15.19) 


Isto é, a transformada de Laplace de e~ a, f(t) pode ser obtida da transformada 
de Laplace de f{t) substituindo todos os s por s + a. Isso é conhecido como 
deslocamento de frequência ou translação de frequência. 

Como exemplo, sabemos que 


ou 


cos cotu(t) 7 - r 

s + co 

(O 

sen cotu(f) —z - z 

s + co~ 


(15.20) 


Usando a propriedade de deslocamento na Equação (15.19), obtemos a trans¬ 
formada de Laplace das funções seno amortecido e cosseno amortecido como 
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C[e at coso)íw(í)] = 
£[e~ aí senwrw(f)] = 


s + a 

(s + a) 2 + &T 

d) 

(s + a) 2 + u>- 


(15.21«) 

(15.216) 


Diferenciação no tempo 

Dado que F(s) é a transformada de Laplace de f(i), a transformada de Laplace 
de sua derivada é 


df , ' 
—uif) 

dt 


3 df 

—e dt 
dt 


(15.22) 


Para integrar isso por partes, façamos u = e st , du = -se s 'dt e dv = ( df/di)dt = 
df(f), u =f{t). Então 


ou 


C 


df 


00 

,u(t) 

dt 

= f(t)e~ s ‘ 

O - 


f(t)[—se~ st ] dt 


= 0 -/( 0 -)+ 5 


f{t)e st dt = sF(s) — f(0~) 


C[f(t)] = sF(s) -/(O”) 


(15.23) 


A transformada de Laplace da segunda derivada de f(t) é uma aplicação repe¬ 
tida da Equação (15.23) como 


£ 


'dY 

_ dt 2 . 


= s£[f'(t)] — / (O ) = s[sF(s) ~/(0-)] 
= s 2 F(s) - sf(() ) — /'(0 _ ) 


-/'(O ) 


ou 


£[/"(?)] = s 2 F(s) - sf( O”) -/'(O”) 


(15.24) 


Prosseguindo dessa maneira, podemos obter a transformada de Laplace da 
«-ésima derivada de/(í) como segue 



= s n F(s) ~ O”) 

- 5 " _ 2 /'( 0 “) - - // ( ” _ 1 > ( 0 “) 


(15.25) 


Como exemplo, podemos usar a Equação (15.23) para obter a transforma¬ 
da de Laplace do seno a partir do cosseno. Se fizermos f{t) = cos u>t u(i), então 
/(O) = 1 e f’(t) = -u> sen u>tu(t). Usando a Equação (15.23) e a propriedade de 
aplicação de escala. 
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£[sencotu(t)\ = -~C[f (/)] = - ' [sF(s) - /(O-)] 

Cü (x) 

1 ( s \ „ ( 15 - 26 > 

1^9 o 1 J 9 9 

í + £d“ / í + « 


conforme esperado. 


Integração no tempo 

Se F(s) for a transformada de Laplace de f(t), a transformada de Laplace de 
sua integral será 


£ 


rt 

f(x)dx 


r GO 


L m J do¬ 

para integrar isso por partes, façamos 


f{x)dx 

J o 


e st dt 


e 


u 


f(x) dx, 
-'o 


du = f(t) dt 


dv = e st dt, 


v 



(15.27) 


Então, 




rí 



rí 

( i A 

£ 


f(x) dx 

= 


f(x) dx 

\—, e ) 


_ . 

0 J 



0 J 

\ s J 




Para o primeiro termo do lado direito da equação, calculando o termo em 
t = 00 resulta em zero por causa de é~ s °° e calculando-o em t = 0, temos 

1 í° 

— f(x) dx = 0. Portanto, o primeiro termo e zero e 
í 

J o 


£ 


f{x) dx 
•'o 


f(t)e s ‘ dt = V(í) 


ou simplesmente, 


£ 


rí 

f(x)dx 

-'o 



(15.28) 


Como exemplo, se fizermos f(t) = u(t), do Exemplo 15.1a, F(s) = 1/í. 
Usando a Equação (15.28), 


£ 


f(x)dx 

-'o 



Portanto, a transformada de Laplace da função rampa é 
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m = 


(15.29) 


Aplicando a Equação (15.28), obtemos 


xdx 


J o 


= C 


1 1 


s s 


011 


an = -3 

s 

Aplicações repetidas da Equação (15.28) nos leva a 

n\ 

nn = 


(15.30) 


(15.31) 


De modo similar, usando integração por partes, podemos demonstrar que 

1 1 


f(x)dx 


= F(s) + -f \0 ) 
s s 


(15.32) 


onde 


/ _1 (0“) = 


f(t) dt 


m 


o T 2T 3T t 
Figura 15.3 Função periódica. 


Diferenciação em frequência 

Se F(s) for a transformada de Laplace de f(t), então 


F(s) = 

Extraindo a derivada em relação a s, 
dF(s ) 


f(t)e si dt 


ds 


J Q 


f(t)(-te~ s, )dt= {—tf{t))e~dt = C[ — tf{t)] 

Q- 


e a propriedade da diferenciação em frequência fica 



(15.33) 


Aplicações repetidas dessa equação nos levam a 

„d n m 


cuja)] = (-1 r 


ds 11 


(15.34) 


Sabemos do Exemplo 15.lé que C\e a '\ = l/(s + a). Usando a propriedade 
na Equação (15.33), 


C[te~ at u(t )] = - 


1 


1 


ds\s + aj (s + aY 


(15.35) 
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Note que se a = 0, obtemos C\t\ = 1/í 2 como na Equação (15.29) e aplicações 
repetidas da Equação (15.33) nos levam à Equação (15.31). 

Periodicidade do tempo 

Se a função f(t) for uma função periódica, como pode ser visto na Figura 15.3, 
ela pode ser representada como a soma das funções deslocadas no tempo mos¬ 
tradas na Figura 15.4. Portanto, 

m =m + ha) +MD + ■■■ 

= /i(0 +/i(í - T)u(t - T) (15.36) 

"F f\(t ~ 2 T)u(t -2T) + ■■■ 

onde f(t) é o mesmo que a função f(t) selecionada no intervalo 0 <t<T, isto é, 
/i(í) = f(t)[u(t) ~ u(t - T )] (15.37a) 


/i(0 t 


0 T 


f 2 (t ) 


0 


t n 


/ 3 W | 


t 


t 


, 

0 T 1T 3T t 

Figura 15.4 Decomposição da 
função periódica na Figura 15.3. 


ou 


m = 


m, 

0 , 


0 < t < T 
caso contrário 


(15.376) 


Agora, transformamos cada termo da Equação (15.36) e aplicamos a proprie¬ 
dade de deslocamento no tempo na Equação (15.7). Obtemos 

F(í) = F,(í) + F l (s)e- n + F,(.s>- 27 ' ç + + ••• 

= F l (s)[ l + e- Ts + e- 2Ts + e- 3Ts +-] ^ ' ’ 


Porém, 


1 + X + X 2 + x 3 + ■ • ■ — - 

1 — X 


(15.39) 


Se |x| < 1. Portanto, 


F(s) 


Fi(s) 

1 - 


(15.40) 


onde F,(í) é a transformada de Laplace de em outras palavras, F,(í) é a 
transformada de f(t) definida apenas ao longo de seu primeiro período. A Equa¬ 
ção (15.40) mostra que a transformada de Laplace de uma função periódica é a 
transformada do primeiro período da função dividida por 1 - e 7í . 


Valores inicial e final 

As propriedades dos valores inicial e final nos permitem encontrar o valor ini¬ 
cial/^) e o valor final/(°°) de f(t) diretamente a partir de sua transformada de 
Laplace F(s). Para obtermos essas propriedades, iniciamos com a propriedade 
da diferenciação na Equação (15.23), a saber, 


íF(í) - /(O) = 


C 


'df 


_ dt 



df 

dt £ 


' dt 


(15.41) 
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Se fizermos s —> °°, o integrando na Equação (15.41) desaparece em razão do 
fator exponencial de amortecimento e a Equação (15.41) fica 

lim [sF(s) - /(O)] = 0 

S— 

Uma vez que /(O) é independente de s, podemos escrever 


(15.42) 


Isso é conhecido como o teorema do valor inicial. Sabemos, por exemplo, da 
Equação (15.21o) que 



/(?) = e 21 cos 10? 

Usando o teorema do valor inicial. 


F{s) = 


s + 2 


(,s + 2 ) 2 + 10 2 


(15.43) 


/(O) = lim sF(s) = lim ^- 

*■“ s 2 + 4s + 104 

1 + 2/s 


= lim 


j + 4 /í + 104/í 2 

que confirma aquilo esperado da/(?) dada. 

Na Equação (15.41), fazemos s —> 0; então 


= 1 


lim [íF(í) - /(O - )] = 

5—>0 


V 


dt 


df — /(°°) -/(O”) 


ou 



(15.44) 


Isso é conhecido como o teorema do valor final. Para que teorema esse seja 
válido, todos os polos de F(s) devem se localizar na metade esquerda do plano 
s (ver Figura 15.1 ou 15.9); isto é, os polos devem ter partes reais negativas. 
A única exceção para essa exigência é o caso no qual F(s) tem um único polo 
em s = 0, pois o efeito de 1 Is será anulado por sF(s) na Equação (15.44). Por 
exemplo, da Equação (15.216), 


/(?) = e ^'sen 5 tu(f) 


Aplicando o teorema do valor final 


/(°o) = lim sF(s) = lim 


F(s) = 


5í 


(í + 2) 2 + 5 2 


s —>0 


s ^>° s + 4s + 29 


= 0 


(15.45) 


como esperado da função/(?) dada. Outro exemplo seria 


/(?) = sen tu(t) 


m ’ ATT 


(15.46) 


/(°°) = lim sF(s) = lim 


s —>0 


*->0 Í Z + 1 


= 0 


de modo que 
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Isso é incorreto, pois f(f) = sen t oscila entre +1 e -1 e não tem um limite,já que 
t —> oo. Portanto, o teorema do valor final não pode ser usado para encontrar o 
valor final de f(t) = sen t, pois F(s ) tem polos em s = ±j , que não se encontram 
na metade esquerda do plano s. Geralmente, o teorema do valor final não se 
aplica na determinação dos valores finais de funções senoidais - essas funções 
oscilam para sempre e não possuem valores finais. 

Os teoremas dos valores inicial e final representam a relação entre a ori¬ 
gem e o infinito no domínio do tempo e no domínio s. Esses teoremas são úteis 
na checagem da transformada de Laplace. 

A Tabela 15.1 fornece uma lista das propriedades da transformada de La¬ 
place. A última propriedade (sobre convolução) será provada na Seção 15.5. 
Existem outras propriedades, porém, estas já são suficientes para os propósitos 
atuais. A Tabela 15.2 traz um resumo das transformadas de Laplace de algumas 
funções comuns. Omitimos o fator u(f), exceto onde ele for necessário. 

Devemos mencionar que muitos pacotes de software, como o Mathcad, 
MATLAB, Maple e Mathematica, permitem o uso de símbolos matemáticos. 


Tabela 15.1 • Propriedades da transformada de Laplace. 

Propriedade 

m 

F(S) 

Linearidade 

í*i/i(t) + « 2 / 2(0 

a-iFf y) + a 2 F 2 {s) 

Fator de escala 

/(«O 

M") 

a \aj 

Deslocamento no 
tempo 

f(t — a)u(t — a) 

e~ as F(s) 

Deslocamento de 
frequência 

e at m 

F(s + a) 

Diferenciação no 
tempo 

df 

dt 

sF(s) -/((T) 


d 2 f 

dt 2 

df 

dt 3 

df 

dt" 

s 2 F{s) - sf(Q-) -/'(CT) 

s 3 F(s) - s 2 f( (D) - sf\ O - ) 

-/"(O ) 

s n F(s) - s n 7(0 ) 2 /'(0 ) 

- 

Integração no tempo 

•t 

f(x)dx 

J o 

1 

-F(s) 

s 

Diferenciação em 
frequência 

m 

d 

- ^ FU) 
ds 

Integração em 
frequência 

m 

t 

í F(s)ds 

J s 

Periodicidade no 
tempo 

f(t) =f{t + nT) 

FM 

1 - e- sT 

Valor inicial 

m 

lim sF{s) 

Valor final 

/(“) 

lim sF(s) 

s^O 

Convolução 

m *Mt) 

FMF 2 (s) 


Tabela 15.2 • 

Pares da 

transformada de Laplace.* 

m 

F(S) 

5(0 

1 

u(t) 

1 

5 

e~ at 

1 


s + a 

t 

1 


7 

f 

n\ 


s n+1 

te~ at 

1 

C S + fl) 2 

fé-* 

n\ 

(s + a) n+l 


(X) 

sen ui 

2 , 2 

S + Cú 


S 

COS wt 

2 1 2 

S + 0) 

sen(<ut + 6) 

isenfl + co cos 6 

2 1 2 

S + 0) 

cos (cot + 6) 

s cos 6 — co send 

s 2 + co 2 


CO 

e _aí sen cot 

(s + d) 2 + co 2 

e~ a ' cos cot 

s + a 

(5 + Cl)2 + ( 0 ~ 

* Definido para t > 

0;J(f) = 0 , para t < 0 . 
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Por exemplo, o Mathcad tem matemática simbólica para as transformadas de 
Laplace, de Fourier e Z, bem como para suas funções inversas. 


• EXEMPLO 15.3 


• PROBLEMA PRÁTICO 1 5.3 


• EXEMPLO 15.4 


• PROBLEMA PRÁTICO 1 5.4 


• EXEMPLO 15.5 

10 - 


0 1 2 3 t 

I Figura 15.5 Função porta; 
j esquema para o Exemplo 15.5. 

• PROBLEMA PRÁTICO 1 5.5 


Obtenha a transfonnada de Laplace de f{t) = 8{t) + 2u(t) - 3e 2l u(t). 
Solução: Pela propriedade da linearidade, 

F(s) = £[ô(í)] + 2C[u(t)] - 3£[e~ 2, u(t)] 

1 1 s 2 4- a + 4 

= 1 + 2- - 3-=- 

a a- + 2 a(a + 2) 


Determine a transformada de Laplace de f(t) = (cos (2 1) + 
2 s 2 + 4a + 4 


Resposta: 


(a + 4) (a- + 4) 


Determine a transformada de Laplace de f{i) = r sen 2 1 u(í). 
Solução: Sabemos que 

2 

£[sen 2t] = —;- ~ 

a 2 + 2 2 


Usando diferenciação de frequência na Equação (15.34), 

F(a) = £[r 2 sen 2t] = (-1 

ds-\s + 4/ 

d í -4a \ _ 12a 2 - 16 

_ ds \ (a 2 + 4) 2 y _ (a 2 + 4) 3 


Determine a transformada de Laplace de f{i) = r cos 3í u(i). 


Resposta: 


. 2a (a 2 - 27) 


(a 2 + 9) 3 


Determine a transformada de Laplace da função porta na Figura 15.5. 
Solução: Podemos expressar a função porta na Figura 15.5 como 


g{t) = 10 [u(t 2) u(t 3)] 

Já que conhecemos a transformada de Laplace de u(t), aplicamos a propriedade de 
deslocamento de tempo e obtemos 


G(a) = 101 


10 , - 

= —(e 


e“ 3s ) 


\ A A / A 

Determine a transformada de Laplace da função h(t) na Figura 15.6. 


h(t) 

20 


10 


0 4 8 t 

Figura 15.6 Esquema para o Problema prático 15.5. 
Resposta: —(2 - e -4 ' 5 - <T 81 ). 

5 
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Calcule a transformada de Laplace da função periódica na Figura 15.7. 

Solução: O período da função é T= 2. Para aplicar a Equação (15.40), obtemos pri¬ 
meiro a transformada do primeiro período da função. 

/](í) = 2 t[u(t) — u(t — 1)] = 2 tu(t) — 2 tu(t — 1) 

= 2 tu(t) - 2(í - 1 + 1 )«(í - 1) 

= 2 tu(t) — 2(t — 1 )u(t — 1) — 2u{t — 1) 

Usando a propriedade de deslocamento de tempo, 

2 e~ s 2 2 

FM = , - 2— 7 - e~ s = ^(1 - e~ s - se~ s ) 

s s í í 

Portanto, a transformada da função periódica na Figura 15.7 é 


EXEMPLO 15.6 • 



Figura 15.7 Esquema para o 
Exemplo 15.6. 


m 

i 


02 57 10 12 t 


F{s) 


F i(í) 


—;-(1 — e s — se s ) 

í 2 (1 - e - 2s ) 


Figura 15.8 Esquema para o 
Problema prático 15.6. 


Determine a transformada de Laplace da função periódica na Figura 15.8. 


PROBLEMA PRÁTICO 15.6 • 


1 - 

Resposta: t—. 

sü - e ) 


Detennine os valores inicial e final da função cuja transformada de Laplace é 

20 

H(s) =-,- 

(j + 3 )(í 2 + 8 s + 25) 

Solução: Aplicando o teorema do valor inicial, 
h( 0) = lim sH(s) = lim 


20i 


= lim 


(s + 3 )(s 2 + 8 í + 25) 
20/í 2 


0 


= 0 


(1 + 3/í)(1 + 8/í + 25/í 2 ) (1 + 0)(1 +0 + 0) 

Para certificar-se de que o teorema do valor final é aplicável, verificamos onde os polos 
de H(s) se localizam. Os polos de H(s) são í = -3, -4 ± j 3, todos com partes reais ne¬ 
gativas: todos eles se localizam na metade esquerda do plano í (Figura 15.9). Logo, o 
teorema do valor final se aplica e 

20í 

h( oo) = lim sH(s) = lim-^- 

■ s_>0 ( 5 + 3)( S 2 + 8 í + 25) 


0 


= 0 


(0 + 3)(0 + 0 + 25) 

Tanto o valor inicial quanto o final poderiam ser determinados de h(t) se a conhecêsse¬ 
mos. Ver o Exemplo 15.11, no qual h(t) é dado. 

Obtenha os valores inicial e final de 


EXEMPLO 15.7 • 



Figura 15.9 Esquema para o 
Exemplo 15.7: polos de H(s). 


PROBLEMA PRATICO 15.7 


G(í) = 


6í 3 + 2í + 5 
í(í + 2) 2 (í + 3) 


Resposta: 6; 0,4167. 
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15.4 


Transformada de Laplace inversa 


Dada F(s), como transformá-la de volta para o domínio do tempo e obter a f(l) 
correspondente? Comparando as entradas na Tabela 15.2, evitamos o emprego 
da Equação (15.5) para determinar f(t). 

Suponha que F(s) tenha a forma geral 


F(s) 


m 

D(s) 


(15.47) 


Pacotes de software como o 
MATLAB, Mathcad e Maple são 
capazes de determinar expansões 
de frações parciais de forma bem 
simples. 


onde N(s) é o polinómio-numerador e D(s) é o polinómio-denominador. As 
raízes de N(s) = 0 são chamadas zeros de F(s), enquanto as raízes de D(s) = 0 
são os polos de F(s). Embora a Equação (15.47) seja similar em forma à Equa¬ 
ção (14.3), no presente caso F(s) é a transformada de Laplace de uma função 
que não é, necessariamente, a função de transferência. Usamos expansão de 
frações parciais para subdividirei) em termos simples cuja transformada in¬ 
versa podemos obter na Tabela 15.2. Portanto, encontrar a transformada de 
Laplace inversa de F(s) envolve duas etapas. 


Etapas para determinar a transformada de Laplace inversa: 

1. Decompor F(s) em termos simples, usando expansão de frações parciais. 

2. Encontrar o inverso de cada termo comparando entradas na Tabela 15.2. 


Consideremos as três formas possíveis que F(s) pode assumir e como aplicar 
as duas etapas a cada forma. 


15.4.1 Polos simples 

Lembre-se, do Capítulo 14, de que um polo simples é um polo de primeira 
ordem. Se F(s) tiver apenas polos simples, então D(s) se torna um produto de 
fatores, de modo que 


Caso contrário, temos de aplicar 
primeiro a divisão de números 
longos de modo que F{s) = 

N(s)/D{s) = Q(s) + R{s)/D{s), em que 
o grau de R(s), o resto desta divisão, 
é menor que o grau de D(s). 


F(s) = 


_ m _ 

(s + Pi)(s + p 2 ) ■■■ (s + p n ) 


(15.48) 


onde s = —p ], -p 2 ,..., -p n são os polos simples e p t f Pj para todo i f j (isto é, os 
polos são distintos). Supondo que o grau de N(s) seja menor que o grau de 
D(s), usamos a expansão de frações parciais para decompor F(s) na Equação 
(15.48) como 


F(s) = —— + k2 + ■ ■ ■ + kn (15.49) 

s + P i s + p 2 s + p n 

Os coeficientes de expansão k x , k 2 ,..., k n são conhecidos como os resíduos 
de F{s). Existem diversas maneiras de se encontrar os coeficientes de expan¬ 
são. Uma delas é usar o método dos resíduos. Se multiplicarmos ambos os 
lados da Equação (15.49) por (s + p j), obtemos 


(s + pi)F(s) = k\ 


{s + pi)k 2 Çr + p x )k n 


s + p 2 


s + p, 


(15.50) 
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Como Pi í Pp fazendo s = -p 1 na Equação (15.50) deixa apenas /í no lado 
direito da Equação (15.50). Logo, 

(s + pi)F(s) | s =_^ = k 1 (15.51) 


Portanto, geralmente, 


k, = (s + p/)F(s) \ s =- p , 


(15.52) 


Essa última expressão é conhecida como teorema de Heaviside. Uma vez que 
os valores de kj sejam conhecidos, prosseguimos para detenninar a inversa de 
F(s), usando a Equação (15.49). Como a transformada inversa de cada termo 
na Equação (15.49) é C~\k!(s + a )] = ke~ a ‘u(t), então, da Tabela 15.2, 


/(f) = (k]C Plt + k 2 e P2 ‘ + ••• + k n e Pn ')u(t) 


(15.53) 


Nota histórica: Nome dado em 
homenagem a Olivir Heaviside 
(1850-1925), engenheiro inglês, 
pioneiro no cálculo operacional. 



15.4.2 Polos repetidos 

Suponha que F(s) tenha n polos repetidos emí = -p. 
sentar F(s) como 

F(s) = *" „ + kn , + ■■■ + 

(s+p) n ( s+p )"-' 


h 


s + p 


FM 


Então, podemos repre- 

k 2 

(s + p) 2 

(15.54) 


em que /qfv) é a parte remanescente de F(s) que não possui um polo cm s ~ -p. 
Determinamos o coeficiente de expansão k n como segue 

l, = (í+?W»)|r- P (15.55) 


como fizemos anteriormente. Para determinar k n _ h multiplicamos cada termo 
na Equação (15.54) por (s + p) n e diferenciamos para nos livrarmos de k„, 
calculando, em seguida, o resultado em s = —p para nos livrarmos dos demais 
coeficientes, exceto k n _ x . Portanto, obtemos 

K-i =jtt s + PTF(s)] I s=-p (15.56) 

Repetir esse procedimento resulta em 

1 d 2 

k n - 2 = — + PY‘F(s)\ U-p (15.57) 

2 ! ds 


O m-ésimo termo se torna 


1 d m 

k n-m = — ^[(í + P) n F(s)] | í= _ p (15.58) 

em que m= 1,2, ..., n - 1. E de se esperar que a diferenciação seja difícil de 
tratar à medida que m aumente. Uma vez obtido os valores de k h k 2 ,..., k„ por 
expansão de frações parciais, aplicamos a transformada inversa 


1 


(s + a)" 


t n ~ l e~ at 

(n - O! 


u(t) 


(15.59) 
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a cada termo do lado direito da Equação (15.54) e obtemos 



(15.60) 


15.4.3 Polos complexos 

Um par de polos complexos é simples se não for repetido; ele será um polo 
duplicado ou múltiplo se repetido. Os polos complexos simples podem ser 
tratados da mesma forma que os polos reais simples, porém, como há álgebra 
complexa envolvida, o residtado é sempre difícil de tratar. Uma forma mais 
simples seria o método conhecido por completando o quadrado, no qual a 
ideia é expressar cada par de polos complexos (ou termo quadrático) em D(s) 
como um quadrado completo como (s + a) 2 + /3 2 e então usar a Tabela 15.2 
para encontrar o inverso do termo. 

Como N(s) e D(s) sempre possuem coeficientes reais e sabemos que as raí¬ 
zes complexas dos polinómios com coeficientes reais devem ocorrer em pares 
conjugados, F(s) podem ter a forma geral 

Aií “F An 

m = -~7 + Fds) (15.61) 

s + as + b 


onde F ] (s) é a parte remanescente de F(s) que não possui esse par de polos 
complexos. Se completarmos o quadrado fazendo 


s 1 + as + b = s 2 + 2 as + a 2 + f3 2 = (s + a) 2 + (3^ (15.62) 

e também fizermos 


A\S + Aj — A](í + a) + B\(3 

então a Equação (15.61) fica 

= ^íCs + «) BiP 

' (s + af + (3 2 (s + af + 13 

A partir da Tabela 15.2, a transformada inversa é 


2 


+ F i(5) 


(15.63) 


(15.64) 


f(t) = ( A { e at cosfit + B^e “'sen f3t)u(t) + f\(t) 


(15.65) 


Os termos seno e cosseno podem ser combinados usando a Equação (9.11). 

Independentemente de o polo ser simples, repetido ou complexo, um 
método geral que sempre pode ser usado para encontrar os coeficientes de 
expansão é o método algébrico, ilustrado nos Exemplos 15.9 a 15.11. Para 
aplicar o método, fazemos primeiro F(s) = N(s)/D(s) igual a uma expansão 
contendo constantes desconhecidas. Multiplicamos o resultado por um de¬ 
nominador comum. Em seguida, determinamos as constantes desconheci¬ 
das igualando-se os coeficientes (isto é, solucionando algebricamente um 
conjunto de equações simultâneas para esses coeficientes como potências 
semelhantes de s). 
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Outro método geral é substituir valores convenientes específicos de s para 
obter tantas equações simultâneas possíveis que o número de coeficientes des¬ 
conhecidos e, então, encontrar os coeficientes desconhecidos. Temos de nos 
certificar de que cada valor selecionado de s não é um dos polos de F(s). O 
Exemplo 15.11 ilustra esse conceito. 


Detennine a transformada de Laplace inversa de 

„ , 3 5 6 

F(s) —-7 "I-õ- 

s s + 1 s 2 + 4 

Solução: A transformada inversa é dada por 


m = /T 1 ^*)] = C.- 




- c~ l 


s + 1 


+ £ _1 


6 


r + 4 


= (3 — 5e ' +3 sen2f)r<(f), t > 0 
em que a Tabela 15.2 foi consultada para o inverso de cada termo. 


Detennine a transformada de Laplace inversa de 

6 ls 


F(s) = 5 + 


s + 4 s 2 + 25 


Resposta: 5S(r) + (6e~ 4 ' - 7 cos(5f)M0- 


Detennine/(O dado que 


s(s + 2)0 + 3) 

Solução: Diferentemente do exemplo anterior em que as frações parciais foram for¬ 
necidas, precisamos, inicialmente, detenninar as frações parciais. Como existem três 
polos, fazemos 


EXEMPLO 15.8 • 


PROBLEMA PRÁTICO 15.8 • 


EXEMPLO 15.9 • 


í 2 + 12 A B C 

- — — +-b - 

s(s + 2)(s + 3) s 5 + 2 5 + 3 


(15.9.1) 


onded, B e C são as constantes a serem determinadas. Podemos encontrar as constantes 
usando dois métodos. 

■ MÉTODO 1 Método dos resíduos: 


A = sF(s) \ s o = 
B = (s + 2)F(s) |, = . 
C = (J + 3 )F(s) 


s 2 + 12 
(s + 2 )(s + 3) 
s 2 + 12 


í(í + 3) j 

r + 12 


s(s + 2) s 


s =o 


= -2 


= -3 


(2) (3) 

4+12 

-= -8 

( 2 ) ( 1 ) 

9+12 _ 

( 3)( 1) " 7 


■ MÉTODO 2 Método algébrico: Multiplicando-se ambos os lados da Equação 
(15.9.1) por s(s + 2)(s + 3), obtemos 

s 2 + 12 = A(s + 2 )(í + 3) + Bs(s + 3) + Cs(s + 2) 


OU 

Í 2 + 12 = A(s 2 + 5s + 6) + B{s 2 + 3i) + C(s 2 + 2 s) 
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• PROBLEMA PRÁTICO 1 5.9 


Igualando-se os coeficientes das potências semelhantes de .5 fornece 

Constante: 12 = 6 A =$■ A = 2 

5 : 0= 5A + 3B + 2C => 35 + 2C = -10 

s 2 : 1 = A + B + C =*• B + C = -1 

Portanto, A = 2,B =—8, C = 7 e a Equação (15.9.1) fica 


F( S ) 


8 7 

-+- 

5 + 2 5 + 3 


Encontrando a transformada inversa de cada termo, obtemos 
f(t) = (2 - 8e 2f + le~ 3, )u(f) 


Determine f(t) se 


m = 


6(5 + 2) 

(5 + 1)(5 + 3) (5 + 4) 


Resposta: f(f) = (e ' + 3e 3 ' - 4e 4, )u(t). 




EXEMPLO 15.10 


Calcule v(t), dado que 


V(j) 


105 2 + 4 


5(5 + 1)(5 + 2) 


Solução: Enquanto o exemplo anterior tinha raízes simples, este possui raízes repeti¬ 
das. Façamos 


V(5) 


105- + 4 


5(5 + 1)(5 + 2) 


(15.10.1) 


C 


D 


_ A B 

“ 5 + 5 + 1 + (5 + 2) 2 ' 5 + 2 


MÉTODO 1 Método dos resíduos: 

, 105 2 + 4 

A = sV(s) L =0 =-v 

(5 + 1)(5 + 2) 2 

, 105 2 + 4 

6 = (5 + l)V(s) |j=—i = 2 

5(5 + 2) 


= 1 


C = (5 + 2) 2 V(5) | j= _ 2 = 


D = , |(5 + 2)-V(5)] 
ds 


IO 5 2 + 4 
5(5 + 1) 


14 

r—1 ” (-D(l) 2 
44 


i= _ 2 (— 2 )(— 1 ) 


= -14 


= 22 


d flOs 2 + 4 

ds\ 5 2 + 5 


(5 2 + 5 ) (205) - (IO 5 2 + 4) (25 + 1) 
(r + s) 2 


52 

= T = 13 


■ MÉTODO 2 Método algébrico: Multiplicando a Equação (15.10.1) por 
5(5 + 1)(5 + 2) 2 , obtemos 

10s 2 + 4 = A(5 + 1) (5 + 2) 2 + 55(5 + 2) 2 
+ Cs (5 + 1) + £> 5(5 + l)(s + 2) 


ou 

IO 5 2 + 4 = A(5 3 + 5s 2 + 85 + 4) + B(s 3 + 45 2 + 4s) 
+ C(5 2 + 5 ) + D(s 3 + 35 2 + 2 5 ) 
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Igualando-se os coeficientes, obtemos 
Constante: 4= 4 A => A = 1 

s: 0= 8A + 45 + C + 2D =4- 4B + C + 2D = -8 

s 2 : W = 5A + 4B + C + 3D =4 4B + C + 3D = 5 

i 3 : 0 =A + B + D =4 B + £)=-! 


Resolvendo essas equações simultâneas dá A = 1, B = -14, C= 22, D = 13, de modo que 

+ 


1 14 13 22 

V{s ) — — + + ~ 

s s + 1 s + 2 (S + 2) 2 


Calculando a transformada inversa de cada termo, temos 

v(t) = (1 - I4e~ r + I3e~ 2 ' + 22te~ 2 ')u(t) 


Obtenha g(t) se 


G(s) = 


5 3 -b 2s -t- 6 
s{s + 1) 2 0 + 3) 


Resposta: (2 - 3,25é>~' - l,5te~' + 2,25e~ 3, )u(t). 


Determine a transformada inversa da função no domínio da frequência no Exemplo 
15.7: 


PROBLEMA PRÁTICO 15.10 • 


EXEMPL0 15.il • 


H(s) = 


_ 20 _ 

0 + 3)(í 2 + 8j + 25) 


Solução: Nesse exemplo, H(s) tem um par de polos complexos em s 2 + 8s + 25 = 0 ou 
,ç = - 4 ± /3. Façamos 


ms) = 


20 


Bs + C 


(15.11.1) 


(a + 3)(s + Ss + 25) s + 3 (i 2 + Ss + 25) 

Agora, detenninamos os coeficientes de expansão de duas maneiras. 

■ MÉTODO 1 Combinação dos métodos: Podemos obterá usando o método 
dos resíduos, 


A = Cs + 3 )H(s) | s= _3 


20 

s 2 + 8 í + 25 



Embora B e C possam ser obtidos usando-se o método dos resíduos, não faremos isso 
para evitar álgebra complexa. Em vez disso, podemos substituir dois valores específicos 
de s [digamos s = 0, 1, que não são polos de -F(s)] na Equação (15.11.1). Isso nos dará 
duas equações simultâneas a partir das quais determinamos B e C. Se fizermos s = 0 na 
Equação (15.11.1), obtemos 


20 _ A C 
75 _ i + 25 

ou 

20 = 25A + 3C (15.11.2) 


Como A = 2, a Equação (15.11.2) dá C = -10. Substituindo-se s = 1 na Equação 
(15.11.1) dá 

20 _ A B + C 

(4) (34) “ 4 + 34 
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ou 


20 = 34A + 45 + 4C (15.11.3) 

Porém A = 2, C = -10, de modo que a Equação (15.11.3) gera 5 = -2. 

■ MÉTODO 2 Método algébrico: Multiplicando-se ambos os lados da Equação 
(15.11.1) por (s + 3)(s 2 + 8 í + 25) resulta em 


20 = A(s 2 + 8 í + 25) + (Bs + C)(í + 3) 

= A(s 2 + 8 í + 25) + B(s 2 + 3-í) + C(s + 3) 
Igualando-se os coeficientes dá 

s 2 : 0= A + 5 => A= -B 

s: 0= 8A + 35 + C = 5A + C =► C = -5A 

Constante: 20 = 25A + 3C = 25A - 15A =» A = 2 

Isto é, 5 =—2, C = — 10. Portanto, 

2 2s + 10 2 


(15.11.4) 


H(s) = 


2 2(s + 4) + 2 

í + 3 (í 2 + 8í + 25) _ í + 3 (s + 4) 2 + 9 

2 2(j + 4) 2 3 


í + 3 (s + 4) 2 + 9 3 (í + 4) 2 + 9 

Extraindo o inverso de cada termo, obtemos 

h(t) = ( 2e~ 3 ' — 2e~ 4 ‘ cos 3?-e~ 4í sen3 1 )u(t) 


(15.11.5) 


É correto deixar o resultado dessa maneira. Entretanto, podemos combinar os termos 
em seno e cosseno como segue 


h(t) = (2e 3í - 5e~ 4 'cos(3r - 6))u(f) 


(15.11.6) 


Para obter a Equação (15.11.6) a partir da Equação (15.11.5), aplicamos a Equação 
(9.11). Em seguida, determinamos o coeficiente Re o ângulo de fase 9: 


R = V2 2 + (j) 2 = 2,108, 


d = tg~‘| = 18,43° 


• PROBLEMA PRÁTICO 1 5.11 


Consequentemente, 

h(t) = (2e~ 3 ' - 2,108e 4r cos(3? - 18,43 °))m(í) 


Determine g(t) dado que 


G(s) = 


_60_ 

(í + l)(í 2 + 4 í + 13) 


Resposta: 6e ' — 6e 2r cos 3f — 2e 2f sen 3f, r > 0. 


15.5 Integral de convolução 

O termo convolução significa “dobramento”. A convolução é uma ferramen¬ 
ta valiosíssima para o engenheiro, pois fornece um meio para visualizar e 
caracterizar sistemas físicos. Ela é usada, por exemplo, para descobrir a res¬ 
posta y{f) de um sistema a uma excitação x(t), conhecendo-se a resposta de 
impulso do sistema h(t). Isso é obtido pela integral de convolução, definido 


como 
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ou simplesmente 


y(t) = 


x(X)h(t — À) dX 


(15.66) 


y{t) = x(t) * h(t) (15.67) 

em que À é uma variável fictícia e o asterisco representa convolução. A Equação 
(15.66) ou (15.67) afirma que a saída é igual à entrada que sofreu a convolução 
com a resposta de impulso unitário. O processo de convolução é comutativo: 

y(t) = x(t) * h(t) = h(t) * x(t) (15.68a) 


ou 


y(t) = 


r OO 

x(X )h(t 

J — OO 


A )dX 


' OO 

h(X)x(t - À) dX 


(15.68 b) 


Isso implica que a ordem na qual as duas funções sofrem a convolução é irre¬ 
levante. Veremos, em breve, como tirar proveito dessa propriedade comutativa 
ao realizar cálculos gráficos da integral de convolução. 


Convolução de dois sinais consiste em inverter no tempo um dos sinais, 
deslocá-lo e multiplicá-lo ponto a ponto com o segundo sinal e integrar o 
produto. 


A integral de convolução na Equação (15.66) é aquela genérica e se aplica 
a qualquer sistema linear. Entretanto, ela pode ser simplificada se supusermos 
que um sistema possua duas propriedades. Primeiro, se x(t) = 0 para t < 0, 
então 


y(t) 


x(X)h(t 


À) d\ 


x(\)h(t - A) dX 


(15.69) 


Segundo, se a resposta do sistema a um impulso for causal (isto é, h(t) = 0 
para t < 0), então h(t - A) = 0 para t - A < 0 ou A > t de modo que a Equação 
(15.69) seja 


y(t) = h(f) * x(f) = 


x(X)h(t - A) d\ 


Eis algumas propriedades da integral de convolução. 

1. x(t) * h(t) = h(t) * x(t) (Comutativa) 

2. f(t) * [x{t) + y(f)] = f(t ) * x{f) + /(f) * y(t) (Distributiva) 

3. f(t) * [x(í) * ;y(í)] = [/(f) * x{t)\ * y(t) (Associativa) 

• oo 

4. f(t) * S(t) = f(X)8(t X) dX = f(t) 

— oo 

5. f(t)*8(t-t 0 )=f(t-t 0 ) 
f(X)ô’(t- X)dX =/'(í) 


6. f(t) * ô’(t) = 

7. f(t) * u (t) = 


/(A)m(í - X)dX = 


/(A) dX 


(15.70) 
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Antes de aprendermos como calcular a integral de convolução na Equação 
(15.70), estabeleçamos a ligação entre as transformadas de Laplace e a integral 
de convolução. Dada duas funções f\{t) ef 2 (t) com, respectivamente, transfor¬ 
madas de Laplace /^(v) e F 2 (s), sua convolução será 


m =/i(o*/ 2 (í) 


/i(A)/ 2 (f - A) dX 
J o 


Extrair a transformada de Laplace fornece 


F(s) = C[f\(t) *f 2 (t)] = F l (s)F 2 (s) 


(15.71) 


(15.72) 


Para provar que a Equação (15.72) é verdadeira, iniciemos com o fato de 
que Ej(s) é definida como 


FM 


/i(A)e íA dX 


J o~ 

Multiplicando-se esta por F 2 (s), obtemos 


(15.73) 


FMF 2 (s) 


f,(X)[F 2 {s)e çA ] dX 


(15.74) 


J cr 

Lembrando-se da propriedade de deslocamento de tempo na Equação (15.17), 
o termo entre colchetes pode ser escrito como 

F 2 (s)e- sX = C[f 2 (t - A) M (r - A)] 


r°° (15.75) 

= f 2 (t - X)u{t - X)e~ st dl 
• o 

Substituir a Equação (15.75) na Equação (15.74) dá 


FMF 2 {s) 


/,(A) 

Jo 



A )u(t 


X)e s ‘dt 


dX 


(15.76) 


Trocando a ordem da integração, obtemos 


FMFM 



/,(A)/ 2 (í 


A) dX 


e~ st dt 


(15.77) 


A integral entre colchetes se estende apenas no intervalo de 0 a t, pois a função 
degrau unitário u(t - A) = 1 para A < t e u(t - X) = 0 para A > t. Notamos que 
a integral é a convolução de/](t) ef 2 (t) como na Equação (15.71). Portanto, 


fmf 2 (s) = am */ 2 «] 


(15.78) 


conforme desejado. Isso indica que a convolução no domínio do tempo equi¬ 
vale à multiplicação no domínio s. Por exemplo, se x(t) = 4c 1 e h{t) = 5e 21 , 
aplicando a propriedade na Equação (15.78), obtemos 


h(f)*x(t) = £ l [//(.s-)A(.s-)l = r x 

= c -i 20 -20 


s + 2 J\s + 1 


_s+l í + 2_ 

= 20(e _í - e~ 2 '), t > 0 


(15.79) 
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Embora possamos determinar a convolução de dois sinais, usando-se a 
Equação (15.78), como já fizemos anteriormente, se o produto F l (s)F 2 (s) for 
muito complicado, determinar a inversa provavelmente será uma tarefa árdua. 
Da mesma maneira, existem situações nas quais /j (?) c / 2 (/) se encontram dispo¬ 
níveis na forma de dados experimentais e não existem transformadas de Laplace 
explícitas. Nesses casos, deve-se realizar a convolução no domínio do tempo. 

O processo de realizar a convolução entre dois sinais no domínio do tempo 
é mais indicado do ponto de vista gráfico. O procedimento gráfico para calcu¬ 
lar a integral de convolução na Equação (15.70) normalmente envolve quatro 
etapas. 


Etapas para calcular a integral de convolução: 

1. Dobramento: Pegue a imagem espelhada de h{ A) em relação ao eixo 
das ordenadas para obter h(- A). 

2. Deslocamento: Desloque ou atrase fi(-A) de í para obter h(t - A). 

3. Multiplicação: Determine o produto de h{ t - À) e x(À). 

4. Integração: Para dado instante t, calcule a área sob o produto h(t - A) 
x(À) para obtery(f) em t. 


A operação de dobramento na etapa 1 é a razão para o termo convolução. 
A função h(t - À) varre ou corre sobre x(À). Tendo em vista esse procedimento 
de superposição, a integral de convolução também é conhecida como integral 
de superposição. 

Para aplicar as quatro etapas, é necessário estar apto a traçar x(A) e 
h{t - À). Obter jt(À) a partir da função original x(t) envolve simplesmente a 
substituição de todos os termos t por À. Traçar h(t - À) é o segredo do processo 
de convolução. Ele envolve espelhar em relação ao eixo vertical e deslocá-la de 
t. Analiticamente, obtemos h(t - À) substituindo todos os termos t em h(t) por 
t - À. Como a convolução é comutativa, talvez seja mais conveniente aplicar 
as etapas 1 e 2 em x(t) em vez de h(t). A melhor maneira de ilustrarmos esse 
procedimento é por meio de alguns exemplos. 


Detennine a convolução entre os dois sinais na Figura 15.10. 

Solução: Seguimos as quatro etapas para obter y(t) = x l (t) * x 2 (t). Primeiro, dobramos 
X](t), conforme mostrado na Figura 15.11a e a deslocamos de t como pode ser visto 
na Figura 15.1 lh. Para diferentes valores de t, agora multiplicamos as duas funções e 
integramos para determinar a área da região com sobreposição. 

Para 0 < t < 1, não existe nenhuma sobreposição das duas funções, como indica a 
Figura 15.12a. Logo, 

XO = *r(0 * x 2 (0 = 0, 0 < t < 1 (15.12.1) 

Para 1 < t < 2, os dois sinais se sobrepõem entre 1 e í, confonne mostrado na Figura 
15.12A 


XO = (2)(1) d\ = 2À 


= 2 {t - 1), 


1 < t < 2 


(15.12.2) 


Para 2 < t< 3, os dois sinais se sobrepõem completamente entre (t- 1) e t, como mostra 
a Figura 15.12c. Fica fácil ver que a área sob a curva é 2. Ou 


X0= (2)(1 ) dk = 2 A 

t— i 


= 2, 2 < t < 3 


(15.12.3) 


EXEMPLO 15.12 • 


*i(0 

2 


> x 2 (r), 










1 t 


0 1 


3 r 


Figura 15.10 Esquema para o 
Exemplo 15.12. 


*i(-A) 


jq(r-A) 


(a) 


t- 1 0 r 
(■ b) 


Figura 15.11 (a) Dobramento de 

X[(A); ( b ) deslocamento de x^-A) de t. 
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Para 3 <t<4, os dois sinais se sobrepõem entre (t— 1) e 3, como exposto na Figura 15.12rf. 

r 3 


y(t) = 


(2)(1) d\ = 2A 


i-i 


t -1 


= 2(3 - t + 1) = 8 - 2t, 3 < t < 4 

Para t > 4, os dois sinais não se sobrepõem [Figura 15.12e] e 

y(i) = 0, t> 4 

Combinando as Equações (15.12.1) para (15.12.5), obtemos 

f0, 0 < f < 1 

2t - 2, 1 < t < 2 

V(t) = 2, 2 < t < 3 

8 — 2r, 3 < t < 4 
,0, í> 4 


(15.12.4) 


(15.12.5) 


(15.12.6) 



(a) 




(c) 


xi(r-A) 


a-i(í-A) 



(d) (e) 

Figura 15.12 Sobreposição de x x {t - A) e x 2 (A) para: (a) 0 < t < 1; (6) 1 < t < 2; (c) 2 < í < 3; 
(«0 3 < í < 4; (e) í > 4. 



I Figura 15.13 Convolução dos sinais 
; X](í) e x 2 (t) na Figura 15.10. 

• PROBLEMA PRÁTICO 15.12 


que é traçado na Figura 15.13. Note quey(í) nessa equação é contínua. Esse fato pode 
ser usado para verificar os resultados à medida que mudamos de um intervalo de t para 
outro. O resultado na Equação (15.12.6) pode ser obtido sem usar o procedimento gráfi¬ 
co - empregando diretamente a Equação (15.70) e as propriedades das funções degrau. 
Isso será ilustrado no Exemplo 15.14. 

Realize graficamente a convolução das duas funções da Figura 15.14. Para mostrar 
quão poderoso é o trabalho no domínio s, verifique sua resposta através do desempenho 
da operação equivalente no domínio s. 

Resposta: O resultado da convolução y(t) é mostrado na Figura 15.15, onde 


Í t, 0 < t < 2 

6-2 1, 2 < t < 3 
0, caso contrário. 
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x 2 (t) 

2 


*i(01 

1 - 1 


0 lí 0 1 2 t 

Figura 15.14 Esquema para o Problema prático 15.12. 


Realize graficamente a convolução entre g(t) e u(t) mostrado na Figura 15.16. 

Solução: Façamos y(f) = g(t) * u(t). Podemos determinar y(t) de duas maneiras. 

■ MÉTODO 1 Suponha que dobremos g(t), como na Figura 15.17a e desloque 
de t, como na Figura 15.176. Como g(t) = t, 0 < t < 1 originalmente, esperamos que 
g(t - À) = í - À, 0<í-À<louí-l<À<f. Não existe nenhuma sobreposição das 
duas funções, quando t < 0, de modo quejr(O) = 0 para esse caso. 



(a) 


to 




u( A) 


,g(f- A) 


t-1 0 t 

(b) 



Figura 15.17 Convolução de g(t) e u(t) na Figura 15.16 com g(t) dobrada. 


Para 0 < t < 1, g(t - À) e m(à) se sobrepõem de 0 a t, como fica evidente na Figura 
15.176. Portanto, 


y(t) 


(1)0 - À) d\ 
J o 




0 < t < 1 


(15.13.1) 


Para t > 1, as duas funções se sobrepõem completamente entre (t— 1) e í (ver Figura 
15.17c). Logo, 


XO 


(1)0 - À) d\ 


i-i 



t - 1 


(15.13.2) 


Logo, a partir das Equações (15.13.1) e (15.13.2), 


y{t) 



1 


2 ’ 


0 < t < 1 

t ■ 1 


■ MÉTODO 2 Em vez de dobrar g, suponha que dobremos a função degrau uni¬ 
tário u(t), como na Figura 15.18a e depois a desloquemos de t, como na Figura 15.186. 
Como u(() = 1 para t > 0, u(t - À) = 1 para t - À > 0 ou À < t, as duas funções se sobre¬ 
põem de 0 a t, de modo que 



Figura 15.15 Convolução dos sinais 
na Figura 15.14. 

EXEMPLO 15.13 • 



u(t) 

1 


0 t 

Figura 15.16 Esquema para o 
Exemplo 15.13. 
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y(f) | 

i i _ 

v , 

0 1 í 

I Figura 15.19 Resultado do 
i Exemplo 15.13. 

• PROBLEMA PRÁTICO 15.13 


• EXEMPLO 15.14 


y(f)= (l)Ar/A = -A 2 3 

'o 


= — 0 < t < 1 

o 2 


(15.13.3) 


»(-À) á 


1 


0 A 


(a) 


u(t — A) = 1 


/ 


g( A)=A 

1/ 


0/1 A 
(b) 



Figura 15.18 Convolução de g(t) e u(t) na Figura 15.16 com u(t) dobrada. 


Para t> 1, as duas funções se sobrepõem entre 0 e 1, conforme mostrado na Figura 
15.18c. Logo, 


y(t) = | (1)A d\ = ^A 2 


1 


t - 1 


(15.13.4) 


E, a partir das Equações (15.13.3) e (15.13.4), 


y(t) = * 1 


1 2 

-Í 2 , 0 < r < 1 
2 


t ’ 1 


Embora os dois métodos forneçam o mesmo resultado, conforme esperado, note que ele 
é mais conveniente para dobrar a função degrau unitário u(t) que para dobrar g(t) nesse 
exemplo. A Figura 15.19 mostra y(t). 

Dado g(t) e f(t) na Figura 15.20, determine graficamente y(i) = g(t) 



Figura 15.20 Esquema para o Problema prático 15.13. 

( 3(1 - e~'), 0 < t < 1 

Resposta: y(t) = l 3(e - \)e~\ t > 1 

\ 0, caso contrário. 


Para o circuito RL na Figura 15.21a, use a integral de convolução para encontrar a res¬ 
posta i a (t ) por causa da excitação mostrada na Figura 15.216. 

Solução: 

1. Definição. O problema está enunciado de forma clara e o método de solução 
também é especificado. 

2. Apresentação. Usaremos a integral de convolução para encontrar a resposta i 0 (i) 
em virtude de i s (t) mostrada na Figura 15.216. 

3. Alternativa. Aprendemos a realizar a convolução usando a integral de convolu¬ 
ção e como fazê-la graficamente. Além disso, sempre poderíamos trabalhar no 
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domínio s para determinar a corrente. Determinaremos a corrente usando a inte¬ 
gral de convolução e depois a verificaremos utilizando o método gráfico. 

4. Tentativa. Conforme afirmado, esse problema pode ser resolvido de duas formas: 
diretamente usando a integral de convolução ou empregando a técnica gráfica. 
Para usar qualquer um dos métodos, primeiro, precisaremos da resposta h(t) ao 
impulso unitário do circuito. No domínio s, aplicando o princípio da divisão de 
corrente para o circuito na Figura 15.22a dá 


Logo, 

HW -‘i-JT 7 (15.14.1) 

e a transformada de Laplace inversa dessa última resulta em 

h(t) = e~'u(t) (15.14.2) 

A Figura 15.22Ú mostra a resposta h(i) do circuito ao impulso. Para usar direta¬ 
mente a convolução integral, lembre-se de que a resposta é dada no domínio s 
como 

Io(s) = H(s)lÂs) 

Com a 4(0 da Figura 15.21Ú, 

4(0 = u(t) — u(t — 2) 


de modo que 


4(0 = h(i) * 4(í) = 


4(A)/i(f - A) dX 
'o 


•t 

[«(A) - u(X - 2)]e~ (, ~ A) dX 
o 


(15.14.3) 


Uma vez que u(X - 2) = 0 para 0 < A < 2, o integrando envolvendo u(X) não é 
zero para todo A > 0, enquanto o integrando envolvendo u(X - 2) não é zero para 
todo A > 2. A melhor maneira de tratar a integral é realizar as duas partes sepa¬ 
radamente. Para 0 < t < 2, 


4(0= (l)e~ a ~ x) dX = e~‘ \ (l)e A dX 

*o o 

= e~'{e‘ - 1) = 1 - e~\ 0 < t < 2 


(15.14.4) 


Para t> 2, 


4(0 = 


(l)e (< A) dX = e~‘ 


e dX 


(15.14.5) 


= e \e' - e 2 ) = 1 - e 2 e~\ t > 2 


Substituindo as Equações (15.14.4) e (15.14.5) na Equação (15.14.3), obtemos 


4(0 = 4(0 “ 4(0 

= (1 - e~')[u(t - 2) - u(t)] - (1 - e 2 e~')u(t - 2) 
_ í 1 - e~'A, 0 < t < 2 

~ \{e 2 - Ue^A, t> 2 


(15.14.6) 


5. Avaliação. Para usar a técnica gráfica, poderíamos dobrar 4(0 na Figura 15.21Ú e 
deslocá-la de t, como mostrado na Figura 15.23o. Para 0 < t < 2, a sobreposição 
entre i s (t - A) e h( A) vai de 0 a t, de modo que 



(a) 

4(0 A A 


1 


0 2 f(s) 

C b ) 

Figura 15.21 Esquema para o 
Exemplo 15.14. 



(o) 

h(t)A 



t 

0 b) 


Figura 15.22 Esquema para o 
circuito da Figura 15.21o: (o) seu 
equivalente no domínio s ; ( b ) suas 
respostas a um impulso. 


4(í-A) 



(b) 


Figura 15.23 Esquema para 
o Exemplo 15.14. 
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Excitação i s 

1 


0 1 2 3 4 t 

\ Figura 15.24 Esquema para o 
j Exemplo 15.14; excitação e resposta. 

• PROBLEMA PRÁTICO 15.14 



i«(t) = (l)e A d\ = -e 


= (1 


_f )A, 


0 s /<2 


(15.14.7) 


Para t> 2, as duas funções se sobrepõem entre (t- 2) e t, como na Figura 15.236. 
Logo, 


4,(0 = 


(l)e~ A f/À = —e~ 


= — e ' + e 


<>- 2 ) 


(15.14.8) 


= (e 2 - l)e~ f A, í> 0 


Apartir das Equações (15.14.7) e (15.14.8), a resposta é 


1 e f A, 0 < t < 2 
(e 2 — l)e~‘ A, í>2 


(15.14.9) 


que é a mesma da Equação (15.14.6). Portanto, a resposta i 0 (f) ao longo da exci¬ 
tação 4(0 é aquela mostrada na Figura 15.24. 

6. Satisfatória? Solucionamos o problema de forma satisfatória e podemos apre¬ 
sentar os resultados como uma solução para o problema. 


Use convolução para detenninar u 0 (i) no circuito da Figura 15.25a, quando a excita¬ 
ção é o sinal apresentado na Figura 15.256. Para mostrar como é vantajoso trabalhar 
no domínio s, verifique sua resposta realizando a operação equivalente no domínio s. 



(a) (6) 

Figura 15.25 Esquema para o Problema prático 15.14. 

Resposta: 20(é>~' - e~ 2 ') u(t) V. 


15.6 


Aplicação a equações 
integro-diferenciais 


A transformada de Laplace é útil na solução de equações integro-diferenciais. 
Usando as propriedades de diferenciação e integração das transformadas de La¬ 
place, cada termo na equação integro-diferencial corresponde à transformada. 

As condições iniciais são levadas em conta automaticamente. Determina¬ 
mos a equação algébrica resultante no domínio s. Em seguida, convertemos a 
solução de volta para o domínio do tempo usando a transformada inversa. Os 
exemplos a seguir ilustram o processo. 


• EXEMPLO 15.15 


Use a transformada de Laplace para resolver a equação diferencial 


d 2 v(t) 

dt 2 


+ 6 


dv(t) 

dt 


+ 8v(t) = 2 u(t) 


considere v(0) = 1, v'(0) = -2. 
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Solução: Extraímos a transformada de Laplace de cada terno na equação diferencial 
dada e obtemos 

[i 2 V(i) - sv(0) - i/(0)] + 6[sV(s) - u(0)] + 8V(s) = - 

5 

Substituindo v(0) = 1, v'(0) =-2, 


s~V(s) - s + 2 + 6 sV(s) - 6 + HV(s) = - 

s 


Portanto, 


onde 


9 2 i f 4s + 2 

(s 2 + 6s + 8 )V(s) = s + 4 + - =- 

5 5 


5+45 + 2 A B C 

V(5) = --—-- = - +- r + • 


5(5 + 2) (5 + 4) 5 5 + 2 5 + 4 


A = sV(s) Uo = 


s 2 + As + 2 


(s + 2)(s + 4) 


B = (s + 2)V(j) | s =-2 = 


C = (5 + 4)V(í) | J= _4 = 


5 - + As + 2 
s(s + 4) 
s z + As + 2 
5(5 + 2) 


2 _ 1 
s0 “ (2K4) “ 4 

-2 1 


,=- 2 (- 2 ) ( 2 ) 2 
2 1 


í ——4 (—4) (—2) 4 


Logo, 


II i 

4 2 4 

V(s) = 1 + —+ 


s 5 + 2 5 + 4 

Pela transformada de Laplace inversa, 

v(t) = i(l + 2e 2 ' + e~ 4 ')u(t) 


2 + 4 ^L + 4y ( f ) = 2e~‘ 


Resolva a equação diferencial usando o método da transformada de Laplace. 

d 2 v(f) A dv(t) 
dt 

se u(0) = v'(0) = 2. 

Resposta: (2e~‘ + Ate~ 2, )u(i). 


dt 


Detennine a resposta XO na seguinte equação integro-diferencial. 
dy 


dt 


+ 5X0 + 6 y(r) rfr = u{i), y(0) = 2 


Solução: Extraindo a transformada de Laplace de cada termo, obtemos 
[sm - y(0)] + 5Y(s) + -y(í) = - 

5 5 

Substituindo >>(0) = 2 e multiplicando por s, 

Y(s)(s 2 + 5s + 6) = 1 + 25 


PROBLEMA PRÁTICO 1 5.15 • 


EXEMPLO 15.16 • 
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PROBLEMA PRATICO 15.16 


Y(s) 


2 s + 1 


A B 

+ 


(s + 2) (5 + 3) 5 + 2 5 + 3 


onde 


A = (5 + 2)7(5) U_ 2 = 
B = (5 + 3)7(5) | s= _3 = 


25 + 1 
5 + 3 
25 + 1 
5 + 2 


-3 


= -3 


-5 

-1 


= 5 


Portanto, 


-3 5 

K(í) = + —TA 

5 + 2 5 + 3 


Sua transformada inversa é 


y{i) = (— 3e~ 2 ' + 5e~ 3 ‘)u{t) 


Use a transformada de Laplace para solucionar a equação integro-diferencial 

t 

y(r) dr = 2e~ 3 ', y(0) = 0 


dy 

Jt + ™ + 2 


Resposta: (-e 1 + Ae 2t - 3e 3t )u(t). 


15.7 Resumo 

1. A transformada de Laplace possibilita que um sinal representado por uma 
função no domínio do tempo seja analisado no domínio s (ou domínio das 
frequências complexas). Ele é definido como 


£[,m = F(s) = 


dl 


J o 


2. As propriedades das transformadas de Laplace são enumeradas na Tabela 

15.1, enquanto as transformadas de Laplace de funções comuns básicas 
são apresentadas na Tabela 15.2. 

3. A transformada de Laplace inversa pode ser encontrada usando-se expan¬ 
sões de frações parciais e pares de transformadas de Laplace na Tabela 

15.2, como uma tabela de referência. Os polos reais conduzem a funções 
exponenciais e os polos complexos a senoides amortecidas. 

4. Convolução de dois sinais consiste em inverter no tempo um dos sinais, 
deslocá-lo e multiplicá-lo ponto a ponto com o segundo sinal e integrar o 
produto. A integral de convolução relaciona a convolução de dois sinais 
no domínio do tempo com o inverso do produto de suas transformadas de 
Laplace: 


=/t(í)*/2(0 


/i(A)/ 2 (í - A) d\ 


5. No domínio do tempo, a saída y(i) do circuito é a convolução da resposta 
a um impulso com a entrada x(t). 


y(t) = h(t) * x(t) 
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A convolução pode ser considerada como o método da inversão-desloca- 
mento-multiplicação-tempo-área. 

6. A transformada de Laplace pode ser usada para resolver uma equação 
integro-diferencial. 


Questões para revisão 


15.1 Toda função f(t) apresenta uma transfomiada de Laplace. 

(a) verdadeiro (b) falso 

15.2 A variável 5 na transfomiada de Laplace H(s) é chamada 

(a) frequência complexa 

(b) função de transferência 

(c) zero 

(d) polo 

15.3 A transfonnada de Laplace de u(t - 2) é: 


(a) 


1 


5 + 2 


(b) 


1 


e 2s 

(c) — 

5 

15.4 O zero da função 
F(s) = 


5-2 

-2s 


(d) - 


5 + 1 


(5 + 2) (5 + 3)(5 + 4) 


está em 

(a)-4 
(c) —2 

15.5 Os polos da função 


(b) -3 
(d) -1 

5 + 1 


F(s) = — 

(5 + 2)(5 + 3) (5 + 4) 

Estão em 

(a) -4 (b) -3 

(c) —2 (d) — 1 

15.6 Se F(s) = 1/(5 + 2), então/(í) é 


(a) e 2 'u ( t) 
(c) u(t — 2) 


(b) e- 2, u(t) 
(d) u(t + 2) 


15.7 Dado que F(s) = e 2 7 (5 +1), então/(/) é 

(a) í? 2(í n í/(r - 1) (b) e~ ( '~ 2) M(r - 2) 

(c) e~'u(t — 2) (d) e~'u{t + 1) 

(e) e~ <í ~ 2) w(f) 

15.8 O valor inicial def[t) cuja transformada é 

5+1 


F(s) = 


(5 + 2)(5 + 3) 


(a) inexistente (b) 00 (c) 0 

1 


(d) 1 


(e) 


6 


15.9 A transformada de Laplace inversa de 
5 + 2 

(5 + 2) 2 + 1 


(a) e~‘ cos 2 t (b) e~ f sen 2 1 

(c) e 2 ' cos t (d) e~ 2, sen 2 

(e) nenhuma das alternativas anteriores 

15.10 O resultado de u(t) * u(t ) é: 


(a) u 2 (t) 
(c) t 2 u{t) 


(b) tu(t) 

(d) m 


Respostas: 15.1b; 15.2a; 15.3d; 15.4d; 15.5a,b,c; 15.6b; 15.7b; 
18.8d; 15.9c; 15.10b. 


Problemas 


• Seções 15.2 e 15.3 Definição e propriedades 

das transformadas de 
Laplace 


15.1 Determine a transformada de Laplace de: 
(a) cosh at (b) senh at 

[Sugestão: cosh x = — (e* + e ~ x ), 

1 * 

senh ,v = —(e — e ).] 

2 


15.2 Determine a transfonnada de Laplace de: 

(a) cos (t ot + 6) 

(b) sen (cot + 8) 

15.3 Obtenha a transformada de Laplace de cada uma das se¬ 
guintes funções: 

(a) e 2 ' cos 3 tu{t) (b) e~ 2 'sen 4 tu(t) 

(c) e~ 3 ' cosh 2 tu(t) (d) e _4 'senh tu{t) 

(e) íe~ r sen 2 tu(t) 















• 638 Fundamentos de circuitos elétricos 


15.4 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e*-Jd tender melhor como detenninar a transformada de Lapla- 

ce de diferentes funções que variam no tempo. 

15.5 Determine a transfonnada de Laplace de cada uma das 
seguintes funções: 

(a) t 2 cos(2 1 + 30 °)u(t) (b) 3íV 2 'm(0 

(c) 2tu(f) - 4—5(f) (d) 2e~°~ 1) u{t) 

dt 

(e) 5 m (í/2) (f) 6e~'/ 3 u(t) 

d n 

(g)^S ( 0 

15.6 Determine F(s) dado que 


Í 5 1, 0 < t < 1 

-5 1, 1 < t < 2 

0, caso contrário 

15.7 Detennine a transfonnada de Laplace dos seguintes 
sinais: 

(a)/(O = (2 1 + 4) u (0 

(b)g(0 = (4 + 3e~ 2 ')u{t) 

(c) h(t) =(6 sen(30 + 8 cos(3t))u(t) 

(d) x(t) = {e 2t cos(4í))w(0 


15.8 Determine a transformada de Laplace F(s), dado que 

m é: 

(a) 2tu(t — 4) 

(b) 5 cos(0 5(r - 2) 

(c) e~'u{t — t) 

(d) sen(2í)í/(í — t) 


15.9 Determine as transformadas de Laplace destas funções: 

(a) /(O = (t ~ 4 )u(t - 2) 

(b) g(0 = 2 e- 4 'u(t- 1) 

(c) h(t) = 5 cos(2 1 — 1)m(0 

(d) p(f) = 6 [u(t — 2) — m(í — 4)] 


15.10 De duas formas diferentes, determine a transformada de 
Laplace de 

d 

g(t ) = —(fe cosO 
dt 


15.11 Detennine F(s) se: 

(a) /(0 = 6e~ f cosh 2 1 (b) f{t) = 3fe~ 2r senh 4? 

(c)/(0 = 8e~ 3f cosh tu(t — 2) 

15.12 Se g(t) = e~ 2t cos 4 1, determine G(s). 

15.13 Detennine a transformada de Laplace das seguintes funções: 

(a) t cos tu(f) (b) e~'t sen fu (0 

sen Bt 

(c)—— u(t) 


15.14 Determine a transformada de Laplace do sinal na figura 
15.26. 



Figura 15.26 Esquema para o Problema 15.14. 

15.15 Determine a transformada de Laplace da função da figu¬ 
ra 15.27. 



Figura 15.27 Esquema para o Problema 15.15. 

15.16 Obtenha a transformada de Laplace de f(t) na Pigura 15.28. 

5 - - 

2 - 


0 1 2 3 4 t 

Figura 15.28 Esquema para o Problema 15.16. 

15.17 Considere a Figura 15.29 e elabore um problema para 
e€)d ajudar outros estudantes a entender melhor a transfor¬ 
mada de Laplace de uma forma de onda simples e não 
periódica. 

/( 0 - 

«i - 

«2 - 


0 q t 2 t(s) 

Figura 15.29 Esquema para o Problema 15.17. 


15.18 Obtenha as transformadas de Laplace das funções na Fi¬ 
gura 15.30. 


g(t ) 

3 

2 

1 

0 12 3 t 

(a) 



h(t) 



0 1 2 3 4 t 

(b) 


Figura 15.30 Esquema para o Problema 15.18. 
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15.19 Calcule a transformada de Laplace do trem de impulsos 
unitários da Figura 15.31. 



Figura 15.31 Esquema para o Problema 15.19. 


15.20 Considere a Figura 15.32 e elabore um problema para aju- 
eOd dar outros estudantes a entender melhor a transfonnada de 
Laplace de uma forma de onda periódica e simples. 


n a 

0 q f 2 í 3 / 


Figura 15.32 Esquema para o Problema 15.20. 


15.21 Obtenha a transfonnada de Laplace da forma de onda pe¬ 
riódica na Figura 15.33. 

/(0f 



0 277 477 Ó77 877 / 

Figura 15.33 Esquema para o Problema. 15.21. 


15.22 Determine as transformadas de Laplace das funções na 
Figura 15.34. 




15.25 Seja 


F(s) = 


5 (s + 1) 

O + 2) (5 + 3) 


(a) Use os teoremas dos valores inicial e final para deter¬ 
minar/(O) e 

(b) Verifique sua resposta no item (a) determinando f(t) 
usando frações parciais. 


15.26 Determine os valores inicial e final de f(t), se existirem, 
dado que: 


(a) F(s) = 

(b) F(s) = 


5 r + 3 
5 3 + 4 s 2 + 6 

5 2 - 2s + 1 
4(i - 2)(r + 25 + 4) 


• Seção 15.4 Transformada de Laplace 
inversa 


15.27 Determine a transformada de Laplace inversa de cada 
uma das seguintes funções: 

1 2 

(a) F(5) = - + —— 

5 5+1 


(b) G(5) = 


35 + 1 
5 + 4 


(C) H(S) = 


(d) 7(5) = 


4 

(5 + 1)(5 + 3) 

12 

(5 + 2) 2 (5 + 4) 


15.28 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
e€d entenderem melhor como determinar a transfonnada de 

Laplace inversa. 

15.29 Determine a transfonnada de Laplace inversa de: 


V(5) = 


25 + 26 

5(5 2 + 45 + 13) 


Figura 15.34 Esquema para o Problema 15.22. 

15.23 Determine as transformadas de Laplace das funções pe¬ 
riódicas na Figura 15.35. 




(a) ( b ) 

Figura 15.35 Esquema para o Problema 15.23. 

15.24 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eOd tender melhor como determinar os valores inicial e final 
de uma função de transferência. 


15.30 Determine a transfonnada de Laplace inversa de: 

Ó5 2 + 85 + 3 

(a) FM = — 5 - 

5(5 +25 + 5) 


(b) FM = 

(c) FM = 


5 “ + 55 + 6 
(5 + 1) 2 (5 + 4) 
_ 10 _ 

(5 + 1 )(5 2 + 45 + 8) 


15.31 Detennine f(t) para cadaE'(5): 

105 

(a) - 

(5 + 1)(5 + 2)(5 + 3) 

25 2 + 45 +1 

(b) - 7 

(5 + 1)(5 + 2) 3 

5+1 

(c) -z- 

(5 + 2)(5 2 + 25 + 5) 
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15.32 Determine a transformada de Laplace inversa de cada 
uma das seguintes funções: 

8(5 + 1)(5 + 3) 


(a) 


(b) 


s(s + 2 )(s + 4) 
s 2 -2s + 4 
(s + l)(s + 2) 2 


(c)-5---— 

Cs + 3)(.v“ + 4.s + 5) 

15.33 Calcule a transformada de Laplace inversa de: 


(a) 


6(í - 1) 


(b) 


(c) 


s(s + l) 3 


15.34 Detennine as funções temporais que possuem as seguin¬ 
tes transfonnadas de Laplace: 


(a) F(s) = 10 + -- 

5+4 


(b) G(s) = 


e~* + 4e~ 2j 
r 2 + 6í f 8 
(s + l)e~ 2 ‘ 


(c) H(s) = 

j(j + 3)(s + 4) 

15.35 Obtenha f(t) para as transformadas a seguir: 


(a) F(s) = 


(s + 3)e~° s 
(s + l)(i + 2) 

2s 


4 — e 

(b) F(s) = - ---- 

sr + 5s + 4 


(c) F(s) 


(s + 3)(i z + 4) 

15.36 Obtenlia as transformadas de Laplace inversa das funções 
a seguir: 

(a) X(s) = -r- 3 - 

s 2 (s + 2) (s + 3) 

(b) Y(s) = 


s(s + 1)“ 


(c) Z(s) =-,- 

s(s + 1)(í 2 + 6s + 10) 

15.37 Detennine a transformada de Laplace inversa de: 
5 + 4 

(a) H(s) = 


s(s + 2) 


(b) G(5) = 


s z + 4í + 5 


Cs + 3) (5 + 2s + 2) 

—4 s 


(c) F( S ) = 


(d) D(s) 


10s 


(s 2 + l)(r + 4) 


15.38 Detennine f(i), dado que: 

s 2 + 4s 

(a) F(s) = - 

s + 10í + 26 

5s 2 + 75 + 29 

(b) F(5) = —;- 

5 ( 5 - + 45 + 29) 


1 15.39 Determine f(t), se: 

25 3 + 45 2 + 1 

(a) F(5) = 5 - 

( 5 - + 25 + 17)(5 2 + 45 + 20) 


(b) F(5) 


( 5 2 + 9 )( 5 2 + 65 + 3) 
15.40 Demonstre que 


/T 1 


45 2 + 75 + 13 


L (5 + 2)(5 2 + 25 + 5) J 
V2é>“'cos(2 t + 45°) + 3e“ 2 ' 


u(t) 


• Seção 15.5 Integral de convolução 

*15.41 Faça que x(t) e y(t) sejam conforme mostrado na Figura 
15.36. Determine z(t) = x(t) * y(t). 

y(tH 


x(t) 

2 



6 t 


-4 

Figura 15.36 Esquema para o Problema 15.41. 

15.42 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e d tenderem melhor como convoluir duas funções. 

15.43 Determine y(t) = x(t) * h(t) para cada par x(t) e h(t) na 
Figura 15.37. 

h(t) | 

1 


x(t)i 


1 




(a) 


x(t) 

1 



C b ) 


x(t) 

1 


h(t) 

1 



-1 


0 


1 


1 t 0 

(c) 

Figura 15.37 Esquema para o Problema 15.43. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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15.44 Obtenha a convolução dos pares de sinais na Figura 
15.38. 



x{t), 


1 




fm 




i 

z 

1 

1 

1 1 


0 1 / 0 12 3 4 5 

(b) 

Figura 15.38 Esquema para o Problema 15.44. 


/ 


15.45 Dado h(t) = 4e 21 u(i) e ( t ) = 8(t) - 2e 21 u(t), determine 
y(t) =x(t) * h(t). 

15.46 Dadas as funções a seguir 

x(t ) = 2S(f), y{t ) = 4t/(f), z(t ) = e~ 2 'u{t), 

calcule as seguintes operações de convolução. 

(a) x(t) * y(t) 

(b) x(t) * z(f) 

(c) y{t) * z{t) 

(d) y(í) * [ _y(í) + Z (í)] 


15.47 Um sistema tem a função de transferência 

s 


H{s) = 


(s + l)(.s + 2) 


(a) Encontre a resposta do sistema ao impulso. 

(b) Detemiine a saída_g(/), uma vez que a entrada é x(t) = u(i). 
15.48 Determine/(/) usando a convolução, dado que: 


(a) F(s) = 


4 

(s 2 + 2s + 5f 


(b ) F(s) = 


2 S 

(s + 1)0 2 + 4) 


*15.49 Use a integral de convolução para determinar: 

(a) t * e a 'u{t) 

(b) cos(í) * cos(/) u (f) 


• Seção 15.6 Aplicação a equações 
integro-diferenciais 

15.50 Use a transformada de Laplace para resolver a equação 
diferencial 

d 2 v(t) dv(t) 

-' + 2—— + 10 v(t) = 3 cos 2 1 

dt 2 dt 


15.51 Dado que í/(0) = 2 e dv(0)/dt = 4, resolva 

d 2 v dv 

— , + 5 -1- 6u = 10e u(t ) 

dt 2 dt 

15.52 Use a transformada de Laplace para detenninar i(t) para 
t > 0, se 

d 2 i di 

—v + 3~—F 2i + 8(f) = 0, 
dt 2 dt 

m = 0, i'{ 0) = 3 


*15.53 Use transformadas de Laplace para determinar x(t) em 


x(t) = cos t + 


e k ~'x{X) dX 
o 


15.54 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e d tender melhor a solução de equações diferenciais de se¬ 
gunda ordem com uma entrada que varia no tempo. 

15.55 Determine y(t) na seguinte equação diferencial, se as con¬ 
dições iniciais forem zero. 


cfy 

dt 3 


d 2 y dy 

+ 6—v + 8— = e cos 2 1 


dr 


dt 


15.56 Determine v(t) na equação integro-diferencial 

dv (' 

4— +12 vdt = 0 
dt J 

J -oo 

dado que u(0) = - 2. 

15.57 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
efSd entender melhor a solução de equações integro-diferen¬ 
ciais com uma entrada periódica usando transformadas 
de Laplace. 

15.58 Dado que 


dv 

dt 


+ 2v + 5 


v{X)d\ = 4t/(f) 


Com v(0) = -1, determine v(t) para / > 0. 
15.59 Resolva a equação integro-diferencial 


dy 

dt 


+ 4y + 3 


y dt = (te 


y(0) = -i 


15.60 Resolva a equação integro-diferencial a seguir 



+ 5x + 3 


x dt + 4 = sen 4t, 
■'o 


x(0) = 1 


15.61 Resolva a equação integro-diferencial a seguir conside¬ 
rando as condições iniciais dadas. 

(a) d 2 v/dt 2 + 4v = 12, v(0) = 0, dv(0)/dt = 2 

(b) d 2 i/dr + 5di/dt + 4/ = 8, f(0) = -1, di(0)/dt = 0 

(c) d 2 v/dt 2 + 2 dvldt + v = 3, v(0) = 5, dv(0)/dt = 1 

(d) d 2 i/dr + 2 di/dt + 5/ = 10, i(0) = 4, di(0)/dt =-2 


considere v(0) = 1, dv(0)/dt = -2. 
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APLICAÇÕES DA TRANSFORMADA DE 

LAPLACE 


As habilidades de comunicação são as habilidades mais importantes que qualquer engenheiro pode 
ter. Um elemento muito importante neste conjunto de ferramentas è a capacidade de fazer uma pergunta e 
entender a resposta, que é uma coisa muito simples e pode fazer a diferença entre sucesso e fracasso! 

James A. Watson 


•- 

Progresso profissional 


Elaboração de perguntas 

Com mais de 30 anos de experiência didática, tenho 
me esforçado ao máximo e tido grande dificuldade 
para determinar qual a melhor maneira de ajudar 
meus estudantes a aprender. Independentemente 
de quanto tempo eles se dedicam aos estudos, a 
atividade mais útil é a de aprender como formular 
perguntas em aula e, em seguida, apresentá-las. O 
estudante, ao fazer perguntas, torna-se ativamen¬ 
te envolvido no processo de aprendizagem e não é 
mais mero receptor de informações. Acredito que 
esse envolvimento contribui tanto para o processo 
de aprendizagem que, provavelmente, seja o úni¬ 
co e mais importante aspecto para a formação de 
um engenheiro moderno. De fato, fazer perguntas 
é a base da ciência. Como corretamente afirmou 
Charles P. Steinmetz: “Nenhum homem se torna 
realmente um estúpido até que ele pare de fazer 
perguntas”. 

Parece muito objetivo e bastante simples fa¬ 
zer perguntas. Não passamos nossas vidas fazendo 
isso? A verdade é que fazê-las de maneira apropria¬ 
da e maximizar o processo de aprendizagem exige 
certo raciocínio e preparação. 

Tenho a certeza de que existem vários modelos 
disponíveis para usar de forma eficaz. Permita-me 
compartilhar com vocês aquilo que realmente fun¬ 


cionou no meu caso. O mais importante a ter em 
mente é que você não precisa elaborar uma pergun¬ 
ta perfeita. Como o formato pergunta-e-resposta 
possibilita que a pergunta seja elaborada de forma 
interativa, a pergunta original pode ser facilmente 
refinada à medida que se vai avançando. Digo, com 
frequência, aos meus estudantes que eles são bem- 
-vindos a lerem suas perguntas durante a aula. 

Eis três aspectos a serem observados ao se fa¬ 
zer perguntas. Primeiro, prepare sua pergunta; se 
você for como muitos estudantes que ficam enver¬ 
gonhados ou então não aprenderam como fazer 
perguntas em aula, talvez seja bom iniciar com 
uma pergunta que escreveu fora de aula. Segundo, 
aguarde o momento adequado para fazer a per¬ 
gunta, simplesmente use o bom senso. E terceiro, 
esteja preparado para esclarecer sua pergunta para¬ 
fraseando-a ou expressando-a de forma diferente, 
caso lhe seja solicitado repetir a pergunta. 

Ultimo comentário: nem todos os professores 
gostam que seus estudantes façam perguntas du¬ 
rante a aula, mesmo quando eles tenham pedido 
para fazê-las. Você precisa descobrir quais profes¬ 
sores gostam de perguntas durante a aula. 

Por fim, boa sorte no aperfeiçoamento de uma 
das mais importantes habilidades como engenheiro. 
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16.1 Introdução 

Agora que introduzimos as transformadas de Laplace, veremos o que fazer 
com elas. Tenha em mente que, com as transformadas de Laplace, temos, efe¬ 
tivamente, uma das mais poderosas ferramentas matemáticas para análise, sín¬ 
tese e projeto. Ser capaz de analisar circuitos e sistemas no domínio s pode nos 
ajudar a compreender como nossos circuitos e sistemas realmente funcionam. 
Neste capítulo, examinaremos de forma profunda quão fácil é trabalhar com 
circuitos no domínio s. Além disso, examinaremos rapidamente sistemas físi¬ 
cos. Temos a certeza de que você já estudou alguns sistemas mecânicos e deve 
ter usado as mesmas equações diferenciais para descrevê-los que aquelas que 
utilizamos para descrever nossos circuitos elétricos; na verdade, esta é uma 
coisa maravilhosa em relação ao universo físico no qual vivemos, porque as 
mesmas equações diferenciais podem ser usadas para descrever qualquer cir¬ 
cuito, sistema ou processo linear. O segredo aqui é a palavra linear. 


Sistema é um modelo matemático de um processo físico que estabelece 
uma relação entre entrada e saída. 


É totalmente apropriado considerar os circuitos como sistemas. Historica¬ 
mente, os circuitos foram discutidos como um tópico separado de sistemas, de 
modo que, na verdade, trataremos de circuitos e sistemas neste capítulo cientes 
de que circuitos nada mais são que uma classe de sistemas elétricos. 

O mais importante a se lembrar é que tudo o que discutimos neste e no 
capítulo anterior se aplica a qualquer sistema linear. Anteriormente, vimos 
como podemos usar as transformadas de Laplace para resolver equações di¬ 
ferenciais e equações integrais. Neste capítulo, introduziremos o conceito de 
modelar circuitos no domínio s. Podemos usar esse princípio para auxiliar na 
resolução de praticamente qualquer tipo de circuito linear. Veremos, rapida¬ 
mente, como variáveis de estado podem ser usadas para analisar sistemas com 
várias entradas e várias saídas. Finalmente, veremos como as transformadas 
de Laplace podem ser usadas na análise da estabilidade de circuitos e na sín¬ 
tese de circuitos. 


16.2 


Modelos de elementos de circuitos 


Tendo já dominado como obter a transformada de Laplace e sua inversa, agora 
estamos preparados para empregar a transformada de Laplace para analisar 
circuitos. Isso envolve, normalmente, três etapas. 


Etapas na aplicação da transformada de Laplace: 

1. Transformar o circuito do domínio do tempo para o domínio s. 

2. Resolver o circuito usando análise nodal, análise de malhas, transfor¬ 
mação de fontes, superposição ou qualquer outra técnica de análise de 
circuitos com a qual estejamos familiarizados. 

3. Efetuar a transformada inversa da solução e, portanto, obter a solução 
factível no domínio do tempo. 


Apenas a primeira etapa é nova e será discutida aqui. Como fizemos na análise 
fasorial, transformamos um circuito do domínio do tempo para o domínio da 
frequência, ou domínio s, obtendo a transformada de Laplace de cada termo 
no circuito. 
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Como se pode inferir da etapa 2, 
todas as técnicas de análise de 
circuitos aplicadas a circuitos CC 
são aplicáveis ao domínio s. 


Para um resistor, a relação tensão-corrente no domínio do tempo é 


v{t) = Ri(t ) 

Extraindo a transformada de Laplace, obtemos 


V(s) = RI(s ) 


(16.1) 


(16.2) 


Para um indutor, 


v(t) = L 


di(t) 

dt 


(16.3) 


m 


/(O) 


v(t) 


L 



(a) 


(b) 


Rs) 

o- 

+ 



o-- 

(c) 


Extraindo a transformada de Laplace de ambos os lados, temos 

V(s) = L[sl(s) - i(0 )] = sIJ(s) - Li(0 ) (16.4) 


ou 


I(s) 


\ V(s) + 
sL 


»( 0 ~) 

s 


(16.5) 


Os equivalentes no domínio s são mostrados na Figura 16.1, na qual a condição 
inicial é representada em termos de modelo como uma fonte de tensão ou de 
corrente. 

Para um capacitor. 


i(t) = C 


dv(t) 

dt 


(16.6) 


Figura 16.1 Representação de um 
indutor: (a) equivalente no domínio 
do tempo; ( b) e (c) equivalentes no 
domínio s. 


que se transforma no domínio s em 

I(s) = CW(s) - u((T)] = sCV(s) - Cv( 0~) 


ou 


(16.7) 


V(5) = 


sC 


/(í) 


^(0~) 

S 


(16.8) 


Os equivalentes no domínio s são mostrados na Figura 16.2. Com equivalentes 
no domínio s, as transformadas de Laplace podem ser usadas imediatamente 


«0 


Rs) 


Rs) 


v(t) 


O- 



o- 



+ 

+ 

i 

+ 

+ 


= C V(s) 

- 

“ sC 

V(s) 

i _ 
sC 

- G 


r+R v(0) 





r s 




O - 



O- 




à =r © Ct,(0) 


(a) ( b) (c) 

Figura 16.2 Representação de um capacitor: (a) equivalente no domínio do 
tempo; ( b ) e (c) equivalentes no domínio s. 
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para resolver circuitos de primeira e de segunda ordens como aqueles conside¬ 
rados nos Capítulos 7 e 8. Devemos observar das Equações (16.3) a (16.8) que 
as condições iniciais fazem parte da transformação. Esta é uma das vantagens 
de usar as transformadas de Laplace na análise de circuitos. Outra vantagem é 
obter-se uma resposta completa - regime estacionário ou transiente - do circui¬ 
to. Ilustraremos isso por meio dos Exemplos 16.2 e 16.3. Da mesma forma, 
observemos a dualidade das Equações (16.5) e (16.8), confirmando aquilo que 
já sabemos do Capítulo 8 (ver Tabela 8.1), isto é, que L e C, I(s) e V(s), além 
de u(0) e /(O) serem pares duais. 

Se supusermos condições iniciais zero para o indutor e capacitor, as equa¬ 
ções anteriores se reduzem a: 


Resistor: V(s) = RI(s ) 

Indutor: V(s) = sLl(s) 

1 

Capacitor: V(s) = — I(s) 


( 16 . 9 ) 


Os equivalentes no domínio s são apresentados na Figura 16.3. 

Definimos a impedância no domínio s como a razão entre a transformada 
de tensão e a transformada de corrente sob condições iniciais zero; isto é, 

HO 

HO = VT < 16 - 10 ) 

I(s) 

Portanto, as impedâncias dos três elementos de circuitos são 


Resistor: Z{s) = R 
Indutor: Z(s) = sL 

1 

Capacitor: Z(s) = — 


( 16 . 11 ) 


A Tabela 16.1 sintetiza essas relações. A admitância no domínio sé o inverso 
da impedância, ou seja, 


F(s) 


1 _ /(O 

Z(s) HO 


( 16 . 12 ) 


O emprego das transformadas de Laplace na análise de circuitos facilita o uso 
de várias fontes de sinal como impulso, degrau, rampa, exponencial e senoidal. 

Os modelos para fontes dependentes e amplificadores operacionais são fá¬ 
ceis de serem desenvolvidos a partir do simples fato de que se a transformada de 
Laplace de f(t) é F(s), então a transformada de Laplace de af(t) é ciF(s) - a pro¬ 
priedade da linearidade. O modelo de fonte dependente é um pouco mais fácil, 
já que lidamos apenas com um valor. A fonte dependente pode ter apenas dois 
valores de controle, uma constante vezes uma tensão ou uma corrente. Portanto, 


C[av(t)\ = aV(s) 

( 16 . 13 ) 

C[ai(t)] = al(s) 

( 16 . 14 ) 


O amplificador operacional pode ser tratado simplesmente como um resis¬ 
tor. Nada no interior do amplificador operacional, seja real ou ideal, faz além de 
multiplicar uma tensão por uma constante. Portanto, precisamos escrever apenas 
as equações como sempre fizemos usando a restrição de que a tensão de entrada 
para o amplificador operacional tem de ser zero e a corrente de entrada, também. 


A elegância de empregar as 
transformadas de Laplace 
na análise de circuitos está 
na inclusão automática das 
condições iniciais no processo 
de transformação, fornecendo, 
portanto, uma solução completa 
(regime estacionário ou 
transiente) 


i(t) Rs) 



o- o- 

(fl) 




Rs) 



(b) 


m rs) 


O- 

o- 

+ 

+ 

v(t) 

= c V(s) = 

1 O 

i 6 


(c) 


Figura 16.3 Representações no 
domínio do tempo e no domínio 5 de 
elementos passivos sob condições 
iniciais zero. 


Tabela 16.1 

• Impedância de um 

elemento no domínio s.* 

Elemento 

Z(s) = V(s)/I(s) 

Resistor 

R 

Indutor 

sL 

Capacitor 

í/sC 


*Supondo condições iniciais zero. 
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• EXEMPLO 16.1 


1 £2 


u(f) 




Figura 16.4 Esquema para o 
Exemplo 16.1. 


Determine v 0 (t) no circuito da Figura 16.4 supondo condições iniciais zero. 

Solução: Primeiro, transformamos o circuito do domínio do tempo para o domínio s. 

1 


u(t) 


5 


1 H 


sL = 

s 

1 


1 

3 

-F 

=4> 

— = 

— 

3 


sC 

s 


1 £2 


5 £2 



Figura 16.5 Análise de malha do 
equivalente no domínio da frequência 
do mesmo circuito. 


O circuito resultante no domínio s é aquele indicado na Figura 16.5. Aplicaremos, ago¬ 
ra, a análise de malhas. Para a malha 1, 


Para a malha 2, 


1 / 3\ 3 

- = 1 + - /j - 1 2 

s \ s) s 


0 “ ~\ h + ( s + 5 + 


h = -(s + 5s + 3)1 2 


( 16 . 1 . 1 ) 


( 16 . 1 . 2 ) 


Substituindo essa última na Equação (16.1.1), 

1 ( 3\ 1 , 3 

-= 1 + ) (s 2 +5 í+ 3)/ 2 - h 

s \ sj 3 í 

Multiplicando por 3.y, obtemos 


1 H 



-nmp- 

— 



> + 

- ( 

10w(r) V 4 £2 < 

> v„(f) 



Figura 16.6 Esquema para o 
Problema prático 16.1. 


3 = (í 3 + 8s 2 + 18 í)/ 2 =>• 


VJs) = sl 2 


3 

+ 8s + 18 


l2 ~ s 3 + 8s 2 + 18í 

_3_ V2 

V2 (s + 4) 2 + (V2) 2 


Extraindo a transfomiada inversa nos leva 


v 0 (t) = 


— 4 'senV2rV, 

V2 


f > 0 


• PROBLEMA PRÁTICO 16.1 


Determine v 0 (t) no circuito da Figura 16.6 supondo condições iniciais zero. 
Resposta: 40(1 - e~ 2 ' - 2 te~ 2, )u(t) V. 


• EXEMPLO 16.2 

Determine v 0 (f) no circuito da Figura 16.7. Suponha u o (0) = 5 V. 
10 £2 



Figura 16.7 Esquema para o Exemplo 16.2. 
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Solução: Transformamos o circuito para o domínio í confonne ilustrado na Figura 
16.8. A condição inicial é inclusa na forma da fonte de corrente Cu o (0) = 0,1(5) = 0,5 A. 
(Ver Figura 16.2c.) Aplicamos análise nodal. No nó superior, 


10/Çs + 1) ~ V„ 
10 


+ 2 + 0,5 


V V 

v O v o 

10 10/í 


ou 


1 

í + 1 


+ 2,5 


Wo sVo 

10 + 10 


1 

10 


V 0 (s + 2) 


10 
s + 1 


10 Q 




-VAV-»-t- 



í) io n | = 

-9 c 

)o,5A Q 


2 A 


Figura 16.8 Análise nodal do equivalente do circuito da Figura 16.7. 
Multiplicando tudo por 10, 


10 

í + 1 


+ 25 = V 0 (s + 2) 


ou 


onde 


25í + 35 A B 

-~~ — - + - 

(5 + l)(s + 2) 5+1 5 + 2 


, 255 + 35 

A = (í + l)V„(j) = t - „ 

(í + 2) 

, 25í + 35 

B = (s + 2)V 0 (s) | J= _ 2 = 


10 

,=-i - T 

-15 


10 

15 


Portanto, 


V 0 (s) 


10 


15 


í + 1 í + 2 
Extraindo a transformada de Laplace inversa, obtemos 

v a (t) = (10e ' + 15 e~ 2, )u(t)V 


Determine v 0 (t) no circuito ilustrado na Figura 16.9. Note que, já que a entrada de 
tensão é multiplicada por u(t), a fonte de tensão é um curto para todo t < 0 e 4(0) = 0. 

1 Q 



Figura 16.9 Esquema para o Problema prático 16.2. 
~ 2 ' - 10e“ ,/3 )K(r)V. 


PROBLEMA PRÁTICO 16.2 • 


Resposta: (60e 
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• PROBLEMA PRÁTICO 16.3 


No circuito da Figura 16.10a, a chave se move da posição a para a posição b em t = 0. 
Determine i(t) para t > 0. 

Solução: A corrente inicial através do indutor é i( 0) = I 0 . Para t > 0, a Figura 16.106 
mostra o circuito transformado para o domínio s. A condição inicial é incorporada na 
forma de uma fonte de tensão, uma vez que Li( 0) = LI 0 . Usando a análise de malhas, 

I(s)(R + sL) - LI„ - — = 0 (16.3.1) 

s 


ou 




LL 


+ 


v„ 


R + sL s(R + sL) 


Io | Vp/L 
s + R/L s(s + R/L) 


(16.3.2) 


Aplicando a expansão em frações parciais ao segundo tenno no lado direito da Equação 
(16.3.2) resulta em 


m = 


s + R/L 


Vo/R 

s 


Vo/R 

(s + R/L) 


(16.3.3) 


A transformada de Laplace inversa dessa última resulta 


i(t) 



t > 0 


(16.3.4) 


onde t = R/L. O termo entre parênteses é a resposta transiente, enquanto o segun¬ 
do termo é a resposta em regime estacionário. Em outras palavras, o valor final é 
i(oo) = V 0 /R, que poderíamos ter previsto aplicando-se o teorema do valor final na Equa¬ 
ção (16.3.2) ou (16.3.3); isto é, 


lim sl(s) = lim 

>0 5—>0 


Slo 

+ R/L 


Vo/L \ 

s + r/l) 


Vo 

R 


(16.3.5) 


A Equação (16.3.4) também pode ser escrita na forma 

i(t) = 7„e~' /T + ^(1 - íT í/t ), t > 0 (16.3.6) 

R 


O primeiro termo é a resposta natural, enquanto o segundo termo é a resposta forçada. 
Se a condição inicial for/ 0 = 0, a Equação (16.3.6) fica 

i(t) = ^(1 - e-< /T ), t > 0 (16.3.7) 

R 

que é a resposta a um degrau, uma vez que ela se deve à entrada em degrau V a sem 
nenhuma energia inicial. 


A chave na Figura 16.11 esteve na posição b por muito tempo. Ela é movida para a 
posição a em t= 0. Determine v(t) para t > 0. 



Figura 16.11 Esquema para o Problema prático 16.3. 


Resposta: u(t) = ( V„ - I a R)e ,/t + I 0 R, t > 0, onde t = RC. 
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.... # 


16.3 


Análise de circuitos 


Enfatizando, a análise de circuitos é relativamente fácil de se realizar quando 
nos encontramos no domínio s, basta transformamos um conjunto complicado 
de relações matemáticas no domínio do tempo para o domínio s no qual con¬ 
vertemos operadores (derivadas e integrais) em multiplicadores simples de s e 
1/5. Isso nos possibilita agora usar álgebra para estabelecer e resolver nossas 
equações de circuitos. O que há de mais interessante nisso tudo é que todos os 
teoremas e relações para circuitos desenvolvidos para circuitos CC são perfei¬ 
tamente válidos no domínio s. 


Lembre-se, circuitos equivalentes, com capacitores e indutores, existem 
apenas no domínio s, não podendo ser transformados de volta para o domí¬ 
nio do tempo. 


Considere o circuito da Figura 16.12a. Detennine o valor da tensão no capacitor supon¬ 
do que o valor de v s (t) = 10 u(t) V e que em t = 0 flui uma corrente igual a —1 A através do 
indutor, e no capacitor tem uma tensão de +5 V. 

Solução: A Figura 16.126 representa todo o circuito no domínio s com as condições 
iniciais incorporadas. Agora, temos um problema de análise nodal simples. Como o 
valor de V l também é o valor da tensão do capacitor no domínio do tempo e é a única 
tensão de nó incógnita, precisamos escrever apenas uma equação. 


El - íoA Vi - 0 + l M+ - fr(°)A] 

10/3 5 i i 1/(0, lí) 


ou 


O.lfí + 3 + - Vi = - + - + 0,5 (16.4.2) 

V s J s s 

onde u(0) = 5 V e i{ 0) = -1 A. Simplificando, obtemos 

(s 2 + 3s + 2) Vi = 40 + 5s 


OU 

_ 40 + 5s _ 35 _ 30 

1 ~~ (s + 1)(í + 2) _ í + 1 s + 2 

Extrair a transformada de Laplace inversa nos conduz 

u,(f) = (35e~' - 30e~ 2 ')n(í) V 


(16.4.3) 


(16.4.4) 


Para o circuito ilustrado na Figura 16.12 com as mesmas condições iniciais, encontre a 
corrente que passa pelo indutor para t > 0. 


EXEMPLO 16.4 • 




Figura 16.12 Esquema para o 
Exemplo 16.4. 


PROBLEMA PRÁTICO 16.4 • 


Resposta: /(/) = (3 - le ' + 3e 2, )u(t) A. 

EXEMPLO 16.5 • 

Para o circuito mostrado na Figura 16.12 e as condições iniciais usadas no Exemplo 
16.4, use superposição para determinar o valor da tensão no capacitor. 

Solução: Já que o circuito no domínio s tem, na verdade, três fontes independentes, 
podemos examinar a solução fonte por fonte. A Figura 16.13 apresenta os circuitos no 
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(a) 



(b) 



(c) 


Figura 16.13 Esquema para o 
Exemplo 16.5. 


domínio í, considerando-se uma fonte por vez. Agora, temos três problemas de análise 
nodal. Encontremos primeiro a tensão no capacitor mostrado na Figura 16.13a. 


ou 


Vi - 10 /í Vi 0 Ei - 0 

-/- + - + 0 + — - - 

10/3 5 s 1/(0, lí) 


0,1 5 + 3 


+ 



3 

s 


Simplificando, obtemos 

(s 2 + 3s + 2) Ei = 30 

30 30 30 

Ei =-=- 

(s + 1)(í + 2) s + 1 s + 2 


OU 


V\(f) = (30e - ' - 30e -2 ')w(f) V 
Para a Figura 16.13Z), temos 


ou 


V 2 - 0 V 2 - 0 1 

. + —- 

10/3 5s s 


E 2 - 0 
1/(0,lí) 


= 0 


0,11 í + 3 + - ) E 2 


í 


(16.5.1) 


Isso nos leva a 


E, =■ 


10 


(í + l)(í + 2) 


10 _ 10 
í + 1 í + 2 


Extraindo a transformada de Laplace inversa, obtemos 

v 2 (t) = (We-‘ - 10 e- 2, )u(t) V (16.5.2) 

Para a Figura 16.13c, 


E 3 - 0 E 3 - 0 E 3 - 5/í 

--— +-— 0 -f —-- 

10/3 5í 1/(0, lí) 


0,1^í + 3 + ^ E 3 = 0,5 

5í -5 10 

-- _-1- 

(5+1)(s + 2) 5+1 5 + 2 


Isso nos leva a 


v 3 (t) = (—5c - ' + 10c -2 ')m(0 V (16.5.3) 

Agora, basta somar as Equações (16.5.1), (16.5.2) e (16.5.3): 


v(t) = Ui(r) + v 2 (t) + u 3 (í) 

= {(30 + 10 - 5)e“' + (-30 + 10 - 10)e“ 2 '}u(í) V 
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ou 


v(t) = (35e~' - 30e~ 2, )u(t) V 
que está de acordo com nossa resposta no Exemplo 16.4. 

Para o circuito ilustrado na Figura 16.12 e as mesmas condições iniciais no Exemplo 
16.4, detennine a corrente através do indutor para todo t > 0 usando superposição. 

Resposta: ,'( f ) = (3 - le~‘ + 3e~ 2, )u(t) A. 


Suponha que não haja nenhuma energia armazenada no circuito da Figura 16.14 em 
t = 0 e que 4=10 u(i) A. (a) Detennine V 0 (s) usando o teorema de Thévenin. (b) Aplique os 
teoremas dos valores inicial e final para determinar u o (0 + ) e u 0 (oo). (c) Detennine v 0 (t). 

Solução: Como não há nenhuma energia inicial annazenada no circuito, partimos do 
pressuposto de que a corrente inicial no indutor e a tensão inicial no capacitor sejam 
zero em t = 0. 

(a) Para encontrar o circuito equivalente de Thévenin, eliminamos o resistor de 5 fi 
e determinamos então V oc (V Th ) e/ sc . Para determinar V Th , usamos o circuito no qual foi 
aplicado a transfonnada de Laplace da Figura 16.15a. Como I x = 0, a fonte de tensão 
dependente não contribui com nada e, portanto, 



Para determinar consideremos o circuito da Figura 16.156, na qual determinamos 
inicialmente 7 SC . Podemos usar análise nodal para determinar Fj que nos conduz então 

a 4 (4 = 4= V |/2.sj. 


juntamente a 


que conduz a 


Portanto, 


e 


10 ( V l - 2/J - 0 Vi 0 

+ —-— - + — - 

s 5 2s 


4 


V4 

2s 


Vi 


100 

2s + 3 


Vi _ 100/(25' + 3) _ 50 

2s 2 s s(2s + 3) 


Zt h — 


50A 

50/[5(25 + 3)] 


= 2s + 3 


O circuito dado é substituído por seu circuito equivalente de Thévenin nos terminais 
a-b como ilustrado na Figura 16.16. Apartir dessa figura. 


V„ = 


5 + Z T 


V T h — 


5 + 2s + 3 


250 


125 


s(2s + 8) s(s + 4) 


(b) Usando o teorema do valor inicial, determinamos 

125 125/s 0 

v o (0) = hm sV„(s) = hm = hm = t = ° 

J-Í.CO s->cc s + 4 s ^.oo 1 + 4/^ 1 


PROBLEMA PRÁTICO 16.5 • 


EXEMPLO 16.6 • 


4 2 H 



Figura 16.14 Esquemaparao 
Exemplo 16.6. 


4 2s 




Figura 16.15 Esquemaparao 
Exemplo 16.6: (a) determinação de 
V Th ; (6) determinação de 4h- 



Figura 16.16 Circuito equivalente 
de Thévenin ao da Figura 16.14 no 
domínio s. 
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Utilizando o teorema do valor final, determinamos 


125 

t> 0 (°°) = limite?) = lim—- 
»o >o 5 + 4 


125 

4 


31,25 V 


1 Q 


1 F 



4 L 


\ Figura 16.17 Esquema para o 
| Problema prático 16.6. 

• PROBLEMA PRÁTICO 16.6 


(c) Por meio de frações parciais, 


V„ = 


125 


B 


A = sV 0 (s) 

B = (s + 4)VM 
V„ = 


s(s + 4) í 
125 

j=o í + 4 


s + 4 
= 31,25 


s= —4 

31,25 31,25 


5=0 

125 

s 


= -31,25 


i + 4 

Extrair a transformada de Laplace inversa resulta em 

v a (l) = 31,25(1 - e 4 i )m(í) V 

Note que os valores de u o (0) e u 0 (°o) obtidos no item ( b ) são confirmados. 

A energia inicial no circuito da Figura 16.17 é zero em t = 0. Suponha que u s = 30 u(t) V. 
(a) Determine V 0 (s) usando o teorema de Thévenin. (b) Aplique os teoremas dos valores 
inicial e final para determinar u o (0) e u 0 (°°). (c) Obtenha v a (t). 


Resposta: (a) VJs) = +++ ; (b) 24 V, 20 V; (c) (20 + 4e~ u ' J >(í) V. 


Para os circuitos elétricos, a 
função de transferência também é 
conhecida como função de circuito. 


16.4 Funções de transferência 

Função de transferência é um conceito fundamental no processamento de si¬ 
nais, pois indica como um sinal é processado à medida que ele passa por um 
circuito. Trata-se de uma ferramenta adequada para encontrar respostas de cir¬ 
cuitos, determinação (ou elaboração) da estabilidade de circuitos e da síntese 
de circuitos. A função de transferência de um circuito descreve como a saída se 
comporta em relação à entrada. Essa função especifica a transferência da entra¬ 
da para a saída no domínio s, supondo energia inicial nula. 


A função de transferência H(s) é a razão entre a resposta de saída Y(s) 
e a excitação de entrada X(s), supondo que todas as condições iniciais 
sejam zero. 


Portanto, 


H(s) 


Y(s) 

X(s) 


(16.15) 


A função de transferência depende de como definimos entrada e saída. Como 
tanto a entrada quanto a saída podem ser corrente ou tensão em qualquer ponto 
no circuito, existem quatro funções de transferência possíveis: 

V 0 (í) 

H(s) = Ganho de tensão =- 

Vi(s) 


(16.16«) 
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H(s) 


= Ganho de corrente = 


Iq(s) 

m 


H(s ) = Impedância 


Ks) 


H(s) = Admitância 


Ks) 

V(s) 


(16.16 b) 

(16.16c) 

(16.16*/) 


Portanto, um circuito pode ter diversas funções de transferência. Note que H(s) 
é adimensional nas Equações (16.16a) e (16.16 b). 

Cada uma das funções de transferência na Equação (16.16) pode ser de¬ 
terminada de duas maneiras. Uma delas é supor qualquer entrada conveniente 
Jf(í), usar qualquer técnica de análise de circuitos (como divisão de corrente ou 
de tensão, análise nodal e análise de malhas) para encontrar a saída 7 (í) e então 
obter a razão entre as duas. Outra maneira é aplicar o método progressivo, que 
envolve ir progredindo no circuito pouco a pouco. Por esse método, supomos 
que a saída seja 1 V ou 1 A conforme for mais apropriado e usamos as leis 
básicas de circuitos [leis de Ohm e de Kirchhoff (apenas a LKC)] para obter 
a entrada. A função de transferência se torna a unidade dividida pela entrada. 
Esse método pode ser mais conveniente de se usar quando o circuito tiver 
muitos laços ou nós, de modo que a aplicação da análise nodal ou de malhas se 
torne muito trabalhosa. No primeiro método, supomos a saída e determinamos 
a entrada. Em ambos os métodos, calculamos H(s ) como a razão entre as trans¬ 
formadas de saída e de entrada. Os dois métodos baseiam-se na propriedade 
da linearidade já que, neste livro, lidamos apenas com circuitos lineares. O 
Exemplo 16.8 ilustra esses métodos. 

A Equação (16.15) supõe que tanto X(s) como Y(s) são conhecidas. Al¬ 
gumas vezes, conhecemos a entrada X(s) e a função de transferência II(s). 
Determinamos a saída Y(s) como segue 


Alguns autores não 
considerariam funções de 
transferência as Equações 
(16.16c) e(l 6.16d). 


Y(s) = H(s)X(s) (16.17) 

e extraímos a transformada inversa para obter y(t). Um caso especial é quando 
a entrada é a função de impulso unitário, x(t) = ô(t), de modo que X(s) = 1. Para 
esse caso, 


Y(s) = H(s) or y(t ) = h(t) (16.18) 

onde 

h(t) = £ _1 [tf(s)] (16.19) 

O termo h(t) representa a resposta a um impulso unitário - é a resposta no 
domínio do tempo - do circuito a um impulso unitário. Portanto, a Equação 
(16.19) fornece uma nova interpretação para a função de transferência: íí(s) 
é a transformada de Laplace da resposta de impulso unitário do circuito. Uma 
vez conhecida a resposta ao impulso, h(t), de um circuito, podemos obter a 
resposta do circuito a qualquer sinal de entrada, usando a Equação (16.17) 
no domínio s ou usando a integral de convolução (Seção 15.5) no domínio 
do tempo. 


A saída de um sistema linear éy(t) = 10e 'cos 4 1 u(t) quando a entrada é x(t) = e 'u(i). 
Determine a função de transferência do sistema e sua resposta ao impulso. 


A resposta a um impulso unitário 
é aquela de saída de um circuito 
quando a entrada é um impulso 
unitário. 



EXEMPLO 16.7 • 
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• PROBLEMA PRÁTICO 16.7 


Solução: Sex(í) = e ‘u(t) ey(t) = 10e ' cos 4tu(t) então 


X(s) = 


1 

5+1 


Y(s) = 


10(5 + 1) 

(5 + l) 2 + 4 2 


Logo, 


L(5) _ 10(5 + l) 2 

X(s) (5 + l) 2 + 16 


10(5 2 + 25 + 1) 
5 2 + 25 + 17 


Para determinar h(t), escrevemos H(s) como 


H(s) = 10-40 


4 

(5 + l) 2 + 4 2 


A partir da Tabela 15.2, obtemos 


h(t) = 10S(f) — 40e ' sen 4 1 u{f) 


A função de transferência de um sistema linear é 


H(s) = 


2 5 

5 + 6 


Determine a saída y(t) em virtude da entrada 10e 3, «(í) e sua resposta a um impulso. 
Resposta: (-20e~ 3 '+ 4Oe~ 6 0 u(i), t > 0,28(í) - 12 e b, u(i). 


• EXEMPLO 16.8 


1 



Figura 16.18 Esquema para o 
Exemplo 16.8 


Determine a função de transferência H(s) = V 0 (s)/I 0 (s) do circuito da Figura 16.18. 

Solução: 

■ MÉTODO 1 Por divisão de corrente, 

7 (s + 4 )I 0 

2 5 + 4 + 2 + 1/25 


Porém, 


Portanto, 


= 2 . 1 2 


2(5 + 4 )/„ 

5 + 6 + 1/25 


, V„(5) 45(5 + 4) 

H(s) =-= —^- 

4(5) 25 2 + 125 +1 

■ MÉTODO 2 Podemos aplicar o método progressivo. Façamos V a = 1 V. Pela lei 
de Ohm, I 2 = VJ2 = 1/2 A. A tensão na impedância (2 + 1/25) é 


V, = h 


2 + — 
25 



45 + 1 
45 


Esta é a mesma que a tensão na impedância (5 + 4). Logo, 

Vi 45 + 1 

1 5 + 4 45(5 + 4) 


Aplicando a LKC ao nó superior, nos conduz a 
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4s + 1 1 2 s 2 + 12s + 1 

- -| -— - 

4 s(s + 4) 2 4 s(s + 4) 


Logo, 


V„ 1 

H{s) = f = T 


4s(s + 4) 

2 s 2 + 12s + 1 


como anteriomiente. 

Determine a função de transferência H(s) =/ 1 (s)// 0 (í) no circuito da Figura 16.18. 

Resposta: 4,s + 1 

2r + 12 í + r 


Para o domínio s na Figura 16.19, detennine: (a) a função de transferência H(s) = VJV;, 
(b) a resposta a um impulso; (c) a resposta quando vfj) = u(t ) V; (d) a resposta quando 
v,{t) = 8 cos 2t V. 

Solução: 

(a) Usando divisão de tensão, 


V 0 = ^—V ab ( 16 . 9 . 1 ) 

S + 1 

Porém, 

l||Cí+l) (5 + l)/(s + 2) 

V , =- L - V = —-- — --— V- 

l + l||(s+l) ' 1 + (s + l)/(5 + 2) ' 


ou 




5+1 

- V,- 

2s + 3 


Substituir a Equação (16.9.2) na Equação (16.9.1) resulta em 




v,- 

2s + 3 


(16.9.2) 


Portanto, a função de transferência é 


V 0 1 

ms) = 


Vi 2s + 3 


(b) Poderiamos escrever H(s) como 


1 1 

m = 27Tí 

Sua transfomiada de Laplace inversa é a resposta ao impulso necessária: 

h(t) = K- 3,/2 u (t) 


(c) Quando v,(t) = u(t), V^s) = l/s e 


V 0 (s) = H(s)Vj(s) = 


B 


2 s(s + I) s s + § 


PROBLEMA PRÁTICO 16.8 • 


EXEMPLO 16.9 • 



b 


Figura 16.19 Esquema para o 
Exemplo 16.9. 
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1 Q 

-VW\r-1- 

+ 

v '© I t 


i Figura 16.20 Esquema para o 
i Problema prático 16.9. 

• PROBLEMA PRÁTICO 16.9 


onde 


A 


B = 


sV 0 (s) | s=0 = 



1 

2(í + !) 
-3/2 2í 


_ j_ 

í=o 3 

a=- 3/2 


3 


Logo, para u ; -(í) = u(í), 


^ = 3 

e sua transformada de Laplace inversa é 

v„{t) = |(1 

(d) Quando v,{t) = 8 cos 2 1, então V^s) = 



- e~ 3t/2 )u(t) V 
8s 


onde 


V 0 (í) = H(s)V,( S ) 


4.ç 


(J + f)Q 2 + 4) 


Bs + C 


i + \ 


( 16 . 9 . 3 ) 


/■ 33 


As 

s + - 

V a (s) 

= — - 

V 2 j 


5 — —3/2 i + 4 


24 

25 


Para obter B e C, multiplicamos a Equação (16.9.3) por (s + 3/2)(sT + 4), e obtemos 


4s = A(s z + 4) + B\ y 


3 

+ —s 


3 

í + — 


Igualando os coeficientes, 


3 

Constante: 0= 4A H —C 
2 

3 

s: 4= -B + C 

2 

s 2 : 0= A + B 



B = -A 


Resolvendo essas equações, obtemos A = —24/25, B = 24/25, C = 64/25. Logo, para 
vff) = 8 cos 2 1 V, 


V„(s) = 


24 

25 


S + 


+ 


24 s 

25 i 2 + 4 


32 2 

+ 25 s 2 + 4 


e sua inversa é 


24 / 4 \ 

u D (f) = — ( —e 3 '^ 2 + cos 2r + — sen 2 t)u(t) V 

Refaça o Exemplo 16.9 para o circuito mostrado na Figura 16.20. 

Resposta: (a) 2/(s + 4); (b) 2 e~ A 'u(t)\ (c) |(1 - e~ 4 ')«(r)V; 

(d) 3,2( — e~ 4í + cos 2t + \ sen 2t)u(t) V. 
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16.5 Variáveis de estado 

Neste livro, até o momento, consideramos as técnicas para a análise de sis¬ 
temas com apenas uma entrada e uma saída. Muitos sistemas de engenharia 
possuem várias entradas e saídas, conforme ilustrado na Figura 16.21. O mé¬ 
todo das variáveis de estado é uma ferramenta muito importante para analisar 
e compreender sistemas de alta complexidade. Portanto, o modelo de variáveis 
de estado é mais genérico que o modelo de uma entrada e uma saída como 
o da função de transferência. Embora o tópico não possa ser visto de forma 
adequada em um único capítulo, muito menos em uma seção de um capítulo, o 
veremos rapidamente nesse ponto. 

No modelo de variáveis de estado, especificamos um conjunto de variá¬ 
veis que descrevem o comportamento interno do sistema. Essas variáveis são 
conhecidas como as variáveis de estado do sistema. Elas são as variáveis que 
determinam o comportamento futuro de um sistema quando o estado atual do 
sistema e os sinais de entrada são conhecidos. Em outras palavras, são aquelas 
variáveis que, se conhecidas, possibilitam que todos os demais parâmetros do 
sistema sejam determinados usando apenas equações algébricas. 


Zl 

Z2 


Z/n 

Sinais de 
entrada 


Sistema 

linear 


y\ 

yi 


— -y P 

Sinais de 
saída 


Figura 16.21 Um sistema linear com 
m entradas e p saídas. 


Variável de estado é uma propriedade física que caracteriza o estado de 
um sistema, independentemente de como o sistema chegou àquele estado. 


Exemplos comuns de variáveis de estado são a pressão, o volume e a tem¬ 
peratura. Em um circuito elétrico, as variáveis de estado são a corrente no in¬ 
dutor e a tensão no capacitor, já que elas descrevem de forma coletiva o estado 
de energia do sistema. 

A forma-padrão de representar as equações de estado é dispô-las em um 
conjunto de equações diferenciais de primeira ordem: 

x = Ax + Bz (16.20) 

onde 


x(í) 


*l(0 

X 2 (t) 


vetor de estado representando n vetores de estado 


.x n (t). 


e o ponto representa a primeira derivada em relação ao tempo, isto é, 

i|(í) 



Jn(0- 


e 


z(í) = 


■Zi (í) 

z 2 (t) 


vetor de entrada representando m entradas 


-Zm(t)_ 
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A e B são, respectivamente, matrizes n X n e n X m. Além da equação de es¬ 
tado na Equação (16.20), precisamos da equação de saída. O modelo de estado 
completo ou espaço de estado é 


(16.21«) 

(16.216) 


x = Ax + Bz 
y = Cx + Dz 


onde 


y(0 


y\(i) 

yi(t) 


vetor de saída representando p saídas 


-y P (t)- 


e C e D são, respectivamente, matrizes p X n e p X m. Para o caso especial de 
uma única entrada e de uma única saída, n = m=p= 1. 

Supondo condições iniciais zero, a função de transferência do sistema 
é encontrada extraindo-se a transformada de Laplace da Equação (16.21a); 
obtemos 


sX(s) = AX(í) + BZ(í) —» (si — A)X(j) = BZ(í) 


ou 


X(s) = (sl ~ A)-'BZ(j) (16.22) 

onde I é a matriz identidade. Extraindo-se a transformada de Laplace da Equa¬ 
ção (16.216) nos leva a 


Y(s) = CX(s) + DZ(í) (16.23) 

Substituindo a Equação (16.22) na Equação (16.23) e dividindo por Z (s) nos 
fornece a função de transferência como segue 

Y(s) , 

H(í) = = C(íI - A) _1 B + D (16.24) 

ZÇv) 

onde 

A = matriz do sistema 
B = matriz conjugada de entrada 
C = matriz de saída 
D = matriz de avanço 

Na maioria dos casos, D = 0, de modo que o grau do numerador de Il(s) na 
Equação (16.24) é menor que aquele do denominador. Portanto, 


H(s) = C(íI - A) 'B 


(16.25) 


Por causa do cálculo matricial envolvido, o MATLAB pode ser usado para en¬ 
contrar a função de transferência. 

Para aplicar a análise de variáveis de estado a um circuito, seguimos as 
etapas descritas. 
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Etapas para aplicação do método de variáveis de estado 
à análise de circuitos: 

1. Escolha a corrente do indutor / e a tensão no capacitor v como 
variáveis de estado, certificando-se de que sejam consistentes com a 
regra do sinal. 

2. Aplique a LKC e a LKT ao circuito e obtenha as variáveis do circuito 
(tensões e correntes) em termos de variáveis de estado. Isso deve levar 
a um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem necessárias 
e suficientes para determinar todas as variáveis de estado. 

3. Obtenha a equação de saída e coloque o resultado final na forma 
estado-espaço. 


As etapas 1 e 3 normalmente são diretas; o maior trabalho está na etapa 2. 
Ilustraremos isso por meio de exemplos. 


Encontre a representação estado-espaço do circuito da Figura 16.22. Determine a fun¬ 
ção de transferência do circuito quando v s for a entrada e i x a saída. Adote R = 1 fi, 
C = 0,25 F e A = 0,5 H. 

Solução: Escolhemos a corrente no indutor i e a tensão no capacitor v como variáveis 
de estado. 


v L = 



(16.10.1) 


k: ~ C 


dv 

dt 


(16.10.2) 


EXEMPLO 16.10 • 

i L | Jc 
— — — 

+ v L | i, 

V s (±) R | C 


Figura 16.22 Esquema para o 
Exemplo 16.10. 


+ 

v 


Aplicando a LKC ao nó 1, obtemos 


ou 


i — i x + i c 



v 

R 


v 


v i 


RC C 


(16.10.3) 


já que temos a mesma tensão v aplicada em R e C. Aplicando a LKT na malha externa 
nos leva a 


v s = v L + v 



-v + v s 



(16.10.4) 


As Equações (16.10.3) e (16.10.4) formam as equações de estado. Se consideramos i x 
como saída, 


v 

R 


(16.10.5) 
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PROBLEMA PRATICO 16.10 


-WvV- 




Figura 16.23 Esquema para o 
Problema prático 16.10. 


V 


'-i r 

RC C 

V 

+ 

0 

. i . 


rr o. 

_ i . 


- L - 


Colocando as Equações (16.10.3), (16.10.4) e (16.10.5) na forma-padrão nos leva a 

(16.10.6«) 

(16.10.66) 

Se R = 1, C = e L = \, obtemos, da Equação (16.10.6), as matrizes 

A = 


i 

V 

- 0 


R 

_ i _ 


'-i r 

RC C 


-4 4 

R — 

0 ' 


0 ' 

.+ 1 0 


-2 0. 

, I) — 

1 

-L- 


.2. 


C = 


= [1 0 ] 


5l — A = 


Extraindo a inversa desta nos leva a 


5 0 ' 


-4 

4 


5 + 4 —4 

.0 5 . 


-2 

0 . 


.2 5 . 


(íl - A )- 1 = 


adjunto de A 


5 4 

-2 5 + 4 


determinante de A s 2 + 45 + 8 
Portanto, a função de transferência é dada por 

[1 0 ] 


H(s) = C(.sT - A)~*B = 


5 4 

-2 5 + 4 


[1 0 ] 


8 

2í + 8 


s + 4.v + 8 
8 


5“ + 4a- + 8 


5 2 + 4í + 8 

que é o mesmo resultado que obteríamos diretamente por intermédio da aplicação de 
transformadas de Laplace ao circuito, obtendo H(s) = I r (s)/V s (s). A grande vantagem 
do método das variáveis de estado está nas várias entradas e várias saídas. Nesse caso, 
temos apenas uma entrada v s e uma saída i x . No exemplo seguinte, teremos duas entra¬ 
das e duas saídas. 

Obtenha o modelo de variáveis de estado para o circuito mostrado na Figura 16.23. Seja 
R x = R 2 — 2, C = 0,5 e L = 0,2 e obtenha a função de transferência. 


+ 

—omp— 

1 

Resposta: 










V ^ 

= C r 2 < 

l v ° 


V 

. i . 

= 

RiC C 

1 -r 2 

. L l - 

V 

_ i . 

+ 

RiC 
. 0 . 

v„ 

Vo = [0 A\| 

V 

. i . 


20 

H(í) = ,- 

5 2 + 12í + 30 


• EXEMPL0 16.il 


Considere o circuito da Figura 16.24, que pode ser considerado um sistema de duas en¬ 
tradas e de duas saídas. Detennine o modelo de variáveis de estado e encontre a função 
de transferência do sistema. 
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1 Q. 


2 Q. 


3 n 


-m— 

-|-VM- 

Vo~ 

-- 

p 

2 t-h v + = 

•=j 6 _ 

= i F C 



v, 


Figura 16.24 Esquema para o Exemplo 16.11. 

Solução: Nesse caso, temos duas entradas v s e v t e duas v a e i a . Enfatizando, escolhe¬ 
mos a corrente no indutor i e a tensão no capacitor v como variáveis de estado. Aplican¬ 
do a LKT à malha do lado esquerdo, obtemos 

— v s + (| + —i = 0 —» i = 6v s — 6 q ( 16 . 11 . 1 ) 

6 

Precisamos eliminar / ,. Aplicando a LKT à malha que contém v s , o resistor de 1 íl, o 
resistor de 2 íl e o capacitor de 1/3 F, nos leva a 

v s = i, + v„ + v ( 16 . 11 . 2 ) 


Porém, no nó 1, a LKC dá 


h = i + y ->• v„ = 2 (íj - i) 
Substituindo esta na Equação (16.11.2), 

v s = 3;'i + v — 2i —> í! = 


2 / — v + v„ 


( 16 . 11 . 3 ) 


( 16 . 11 . 4 ) 


Substituindo essa última na Equação (16.11.1), temos 


i = 2v — 4; + 4v 

que é uma equação de estado. Para obter a segunda, aplicamos a LKC ao nó 2. 

3 


( 16 . 11 . 5 ) 


v 0 1 . . 

y = g v + «o -> v = -v 0 - 3i 0 


Precisamos eliminar e i 0 . Do laço do lado direito, fica evidente que 


v - Vi 


Substituindo a Equação (16.11.4) na Equação (16.11.3), temos 


v 0 — 2 


2 i — v + v s 
3 


- i ] = ~-(v + i ~ v s ) 


( 16 . 11 . 6 ) 


( 16 . 11 . 7 ) 


( 16 . 11 . 8 ) 


Substituindo as Equações (16.11.4) e (16.11.8) na Equação (16.11.6) nos leva à segunda 
equação de estado como segue 


i) = —2v - i + v s + Vi 


( 16 . 11 . 9 ) 


As duas equações de saída já foram obtidas nas Equações (16.11.7) e (16.11.8). Colo¬ 
cando juntas as Equações (16.11.5) e (16.11.7) na (16.11.9) na forma-padrão nos leva 
ao modelo de estados para o circuito, ou seja, 


v 

i 


2 

-1“ 


V 

+ 

1 

1 


v s 

2 

-4. 


i 


.4 

0 . 


Vi. 


( 16 . 11 . 10 «) 
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• PROBLEMA PRÁTICO 16.11 


Vo 

= 

2 2' 

3 3 

V 

+ 

'! o' 

V s 

(16.11.106) 

Ao. 


. 1 o_ 

_ i . 


o 4 . 

-Vi. 



Para o circuito elétrico da Figura 16.25, determine o modelo de estados. Seja u 0 e i a as 
variáveis de saída. 

Resposta: 


v 

i 


2 

-2 


V 

+ 

'2 

0 ' 


h 

4 

-8. 


i 


.0 

-8. 


.h. 


Vo 

= 

A 

0' 

V 

+ 

0 

0' 

h 

Ao. 


.0 

1. 

i 


.0 

í. 

Ji. 



Figura 16.25 Esquema para o Problema prático 16.11. 


• EXEMPLO 16.12 


Suponha um sistema no qual a saída éy(f) e a entrada é z(t). Faça que a equação dife¬ 
rencial a seguir descreva a relação entre entrada e saída. 


d 2 y(t) dy(t ) 

+ 3^— + 2y(t) = 5 z(f) 


(16.12.1) 


dt z ~ dt 

Obtenha o modelo de estados e a função de transferência do sistema. 

Solução: Primeiro, escolhemos as variáveis de estado. Façamos quexj =y(t) e, portanto, 


*i “ yW (16.12.2) 

Agora, façamos 

x 2 = x, = y(t) (16.12.3) 

Observe que, desta vez, estamos examinando um sistema de segunda ordem que nor¬ 
malmente teria dois termos de primeira ordem na solução. 

Agora, temos x 2 = y(t), em que podemos determinar o valor x-, a partir da Equação 
(16.12.1), isto é, 


x 2 = W) = -2;y(í) - 3 y{t) + 5 z(t) = -2x, - 3x 2 + 5z(í) (16.12.4) 

A partir das Equações (16.12.2) a (16.12.4), podemos escrever as seguintes equações 
matriciais: 


X| 

-X 2 . 


0 

-2 





(16.12.5) 


y(f) = [i 0] 

Agora, obtemos a função de transferência. 

.yl A = s 


Xl 

Lx 2 J 


i 

0 ' 


0 

1 


s —1 

.0 

1 . 


-2 

-3. 


.2 5 + 3. 


(16.12.6) 


































































Capítulo 16 • Aplicações da transformada de Laplace 663 


A inversa é 


(sl - Ay 1 


s + 3 1 

— 2 5 

5(5 + 3) + 2 


A função de transferência é 


(1 0 ) 


H(.y) = C( vl - A) 15 = 


5 + 3 1 

-2 5 


d 0) 


s(s + 3) + 2 
5 


y(y + 3) + 2 


(í + l)(í + 2) 


Para verificar isso, aplicamos diretamente a função de transferência a cada termo na 
Equação (16.12.1). Já que as condições iniciais são zero, obtemos 


\s z + 3í + 2]JXs) = 5 Z(s) 


H( S ) = 


m 5 

Z(5) + 35 + 2 


que está de acordo com o resultado obtido anteriormente. 


Desenvolva um conjunto de equações de variáveis de estado que represente a equação 
diferencial a seguir. 


d*y 

dt 3 


+ 18 


d 2 y 

dt 2 


20 


dy 

dt 


+ 5y = z(f) 


Resposta: 


" 0 

1 

0 


"0" 

0 

0 

1 

, B = 

0 

_ —5 

-20 

—18_ 


_ 1 _ 


C = [1 0 0], 


PROBLEMA PRÁTICO 16.12 • 


16.6 Aplicações 

Até então, consideramos três aplicações das transformadas de Laplace: aná¬ 
lise de circuitos em geral, obtenção de funções de transferência e resolução 
de equações integro-diferenciais. A transformada de Laplace também encontra 
aplicação em outras áreas da análise de circuitos, processamento de sinais e 
sistemas de controle. Consideraremos aqui duas outras importantes aplicações: 
estabilidade de circuitos e síntese de circuitos. 

16.6.1 Estabilidade de circuitos 

Um circuito é estável se sua resposta h(t) for limitada (isto é, se h(i) convergir 
para um valor finito) à medida que t — > oo; ele é instável se h(t) crescer sem 
limites à medida que t — > oo. Em termos matemáticos, um circuito é estável 
quando 


lim|/z(f)| = finito (16.26) 

t — 

Como a função de transferência H(s) é a transformada de Laplace da resposta a 
um impulso h(t), H(s) deve atender a certas exigências de modo que a Equação 
(16.26) seja válida. Lembre-se de que H(s) pode ser escrita como 


* 




O Zero 
x Polo 

o 


cr 


O 


(a) 


j<*> 

x 


X 


0 


cr 


ib) 

Figura 16.26 O plano complexo 5: 
(a) polos e zeros representados 
graficamente; ( b ) semiplano esquerdo. 
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H(s) 


N(s) 

D(s) 


(16.27) 


em que as raízes de N(s) = 0 são denominadas zeros de H(s), pois elas tomam 
H(s ) = 0, enquanto as raízes de D(s) = 0 são conhecidas como polos de íl(.s), 
porque elas fazem que H(s) —> oo. Os zeros e polos de H(s) normalmente estão 
localizados no mesmo plano s, conforme mostra a Figura 16.26 a. Lembre-se, 
das Equações (15.47) e (15.48), de que H(s) também poderia ser escrita em 
termos de seus polos como segue 


H(s) = 


m 

IXs) 


_ m _ 

(s + />,)(j + Pz) ■■■(« + Pn) 


(16.28) 


H(s) deve atender a dois requisitos para o circuito ser estável. Primeiro, o grau 
de N(s) deve ser menor que o grau de D(,v); caso contrário, a divisão com nú¬ 
meros longos produziria 


H(s) — k„s" + k n -\S n 1 + ■ • ■ + k\S + ky -\ -(16.29) 

U(.v) 

em que o grau de R(s), o resto da divisão com números longos, é menor que 
o grau de D(s). A inversa de H(s) na Equação (16.29) não atende à condição 
da Equação (16.26). E segundo, todos os polos de H(s ) na Equação (16.27) 
(isto é, todas as raízes de D(s) = 0) devem ter partes reais negativas; em ou¬ 
tras palavras, todos os polos devem estar sobre a metade esquerda do plano 
s, conforme mostrado de forma típica na Figura 16.26A A razão para tal 
ficará evidente se extrairmos a transformada de Laplace inversa de H(s) na 
Equação (16.27). Como a Equação (16.27) é similar à Equação (15.48), sua 
expansão de frações parciais é similar àquela da Equação (15.49) de modo 
que a inversa de H(s) seja similar àquela da Equação (15.53). Portanto, 

h(t) = (kie~ Pl ‘ + k 2 e~ P2t + ••• + k n e~ pJ )u{t) (16.30) 

Notamos dessa equação que cada polo p x deve ser positivo (isto é, polo s = -p t 
no semiplano esquerdo), de modo que e Pi ‘ diminui com o aumento de t. 
Portanto, 


Um circuito é estável quando todos os polos de sua função de transferên¬ 
cia H(s) estão situados no lado esquerdo do plano s. 


Um circuito instável jamais atinge o regime estacionário, pois a resposta 
transiente não cai a zero. Consequentemente, a análise em regime estacionário 
se aplica apenas a circuitos estáveis. 

Um circuito formado exclusivamente por elementos passivos (R, L e C) 
e fontes independentes não podem ser instáveis, uma vez que isso implicaria 
aumento indefinido de determinadas correntes ou tensões com as fontes zera- 
das. Elementos passivos não são capazes de gerar um crescimento indefinido 
destes. Os circuitos passivos são estáveis ou então possuem polos com partes 
reais nulas. Para demonstrar que este é o caso, considere o circuito RLC série 
da Figura 16.27. A função de transferência é dada por 


IKs) 


Vo \/sC 

V, R + sL + 1 /sC 
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ou 


H(s) = 


1/L 


sR/L + l/LC 


(16.31) 


Observe que D(s) = s 2 + sR/L + l/LC=0éa mesma equação característica 
obtida pelo circuito RLC em série na Equação (8.8). O circuito tem polos em 


) 12 = —a ± Va 2 — 


2 

M 0 


(16.32) 


sL 



onde 


a = 


R 

2 L' 


w 0 — 


1 

LC 


Para R, L, C > 0, os dois polos sempre caem no lado esquerdo do plano s, 
implicando um circuito sempre estável. Entretanto, quando R — 0, a = 0 e o 
circuito torna-se instável. Embora de forma ideal isso seja possível, na prática 
o mesmo não ocorre, pois R jamais é zero. 

Por outro lado, circuitos ativos ou passivos com fontes controladas podem 
fornecer energia e eles podem ser instáveis. De fato, um oscilador é um exem¬ 
plo típico de um circuito projetado para ser instável. Um oscilador é projetado 
de tal modo que sua função de transferência seja da forma 


m = 


N(S) 
s 2 + «o 


N(s) 

(s + joJo)(s ~ jo>o) 


de modo que sua saída seja senoidal. 


(16.33) 


Determine os valores de £para os quais o circuito da Figura 16.28 seja estável. 

Solução: Aplicando análise de malhas ao circuito de primeira ordem da Figura 16.28, 
obtemos 


0 = - t, ' + ( s + s) , '-è 


EXEMPLO 16.13 • 


R R 



Figura 16.28 Esquema para o 
Exemplo 16.13. 


ou 

(16.13.2) 

Podemos escrever as Equações (16.13.1) e (16.13.2) na forma matricial como segue 


0 — — ( k + 


sC 


h +[R + 


sC. 


Vi 

0 


O detenninante é 



h 

-h. 


A 



1 

7c 2 


sR 2 C + 2R - k 


sC 


(16.13.3) 
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pv o 



Figura 16.29 Esquema para o 
Problema prático 16.13. 

• PROBLEMA PRÁTICO 16.13 


• EXEMPLO 16.14 


• PROBLEMA PRÁTICO 16.14 


A equação característica (A = 0) fornece o único polo: 


P = 


k-2 R 
R 2 C 


que é negativo quando k < 2R. Portanto, concluímos que o circuito é estável quando 
k < 2R e instável para k > 2R. 


Para qual valor de/} o circuito da Figura 16.29 toma-se estável? 

Resposta: f}>-MR. 


Um filtro ativo possui a seguinte função de transferência 


H{s) = 


_ k _ 

í 2 + í(4 - k) + 1 


Para quais valores de k o filtro é estável? 

Solução: Como circuito de segunda ordem, H(s) pode ser escrita como 


H{s) = 


N{s) 

s 2 + bs + c 


onde b = 4-k;c=le N(s ) = k. Esta tem polos em p 2 + bp + c = 0; isto é, 

-b ± Vb 2 - 4c 


P 1,2 


2 


Para o circuito ser estável, os polos devem estar localizados na metade esquerda do 
plano s. Isso implica que b > 0. 

Aplicar esta a H(s) dada significa que, para o circuito ser estável, 4 — & > 0 ou £ < 4. 
Um circuito de segunda ordem ativo apresenta a seguinte função de transferência 

H(s) = --- 

s 2 + .9(25 + á) + 25 

Determine o intervalo dos valores de a para os quais o circuito é estável. Qual é o valor 
de a que provocará oscilação? 

Resposta: a > -25, a = -25. 


16.6.2 Síntese de circuitos 

Síntese de circuitos pode ser considerada como o processo de obtenção de 
um circuito apropriado que represente determinada função de transferência. 
A síntese de circuitos é mais simples no domínio s que no domínio do tempo. 

Na análise de circuitos, encontramos a função de transferência de dado 
circuito. Já na síntese de circuitos, invertemos o método: dada uma função de 
transferência, precisamos encontrar um circuito adequado. 


Síntese de circuitos é o processo de encontrar um circuito que represente 
dada função de transferência. 
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Tenha em mente que, na síntese, podem existir várias respostas diferentes 
- ou, possivelmente, nenhuma -, pois existem vários circuitos que podem ser 
usados para representar a mesma função de transferência; na análise de circui¬ 
tos há apenas uma resposta. 

A síntese de circuitos é um campo fascinante de fundamental importância 
na engenharia. Ser capaz de examinar uma função de transferência e descobrir 
o tipo de circuito que ele representa é uma excelente ferramenta para um pro¬ 
jetista de circuitos. Embora a síntese de circuitos se constitua, por si só, em 
um curso inteiro e exija certa experiência, os exemplos a seguir destinam-se a 
aguçar o seu apetite. 


Dada a função de transferência 

. = = 10 

V,(s) s 2 + 3s + 10 

concretize a função por meio do circuito da Figura 16.30a. (a) Façai? = 5 Í1 e determine 

L e C. (b) Faça R = 1 íí e determine L e C. 

Solução: 

1. Definição. O problema está clara e completamente definido, e é o chamado proble¬ 
ma de síntese: dada uma função de transferência, sintetizar um circuito que produza 
a função de transferência determinada. Entretanto, para deixar o problema mais 
fácil de ser controlado, damos um circuito que produza a função de transferência 
desejada. 

Caso uma das variáveis não tivesse valor atribuído, nesse caso, R, o problema 
teria um número infinito de respostas. Um problema aberto desse tipo exigiria algu¬ 
mas hipóteses adicionais que limitariam o conjunto de soluções. 

2. Apresentação. Uma função de transferência da tensão de saída versus tensão neste 
é igual a 10/(.í 2 + 3s + 10). Também é dado um circuito, Figura 16.30, que seria 
capaz de produzir a função de transferência necessária. Dois valores diferentes de 
R, 5 Í1 e 1 íl, devem ser usados para calcular os valores de L e C que produzem a 
função de transferência dada. 

3. Alternativa. Todas as alternativas de solução envolvem a determinação da função de 
transferência da Figura 16.30 e então equiparar os vários termos da função de transfe¬ 
rência. Dois métodos possíveis seriam a análise de malhas ou a análise nodal. Como 
estamos procurando uma relação de tensões, a análise nodal faz mais sentido. 

4. Tentativa. Por meio da análise nodal, obtemos 

v B (s) - vm y„fr) - 0 Vq(s) - o = 

sL 1/CsC) R 

Multiplicando tudo por sLR: 

RV„(s ) - RV,(s) + s 2 RLCV„(s) + sLV„(s ) = 0 
Colocando termos em evidência, obtemos 

{s 2 RLC + sL + R)V„(s) = RViis) 


EXEMPLO 16.15 • 


vft) 



- C R< 

(a) 

sL 



V;U) 



= RÍ 




(b) 

Figura 16.30 Esquema para o 
Exemplo 16.15. 


ou 


VJ.s) _ 1 /{LC) 

V f (í) s 2 + [l/(flC)]s + 1/(LC) 

Comparar as duas funções de transferência produz duas equações com três incógnitas. 

0,1 

LC = 0,1 ou L = — 

C 


s, + 
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e 


Temos uma equação de restrições, R = 5 (l para (a) e = 1 Q para (b). 

(a) C = 1/(3 X 5) = 66,67 mF e L = 1,5 H 

(b) C = 1/(3 X 1) = 333,3 mF e L = 300 mH 

5. Avaliação. Existem três maneiras distintas de verificar a resposta. Determinar a 
função de transferência usando a análise de malhas parece a maneira mais direta 
e será o método que adotaremos aqui. Entretanto, deve-se notar que isso é mate¬ 
maticamente mais complexo e levará mais tempo que o método de análise nodal 
original. Existem também outros métodos. Podemos supor uma entrada para u,-(/), 
v,(t) = u(t) V e usar a análise nodal ou a análise de malhas, verificar se obtemos a 
mesma resposta que obteríamos utilizando apenas a função de transferência. Este é 
o método que tentaremos, usando a análise de malhas. 

Seja v,(t) = u(t) V ou F/a) = l/i. Isso produzirá 

F„(a) = 10/Cs 3 -1- 3 a 2 + 10a) 

Tomando como base a Figura 16.30, a análise de malhas nos leva 
(a) Ao laço 1, 

-(1/í) + Ua/j + [1/(0,06667a)](/! - / 2 ) = 0 


ou 

(1,5a- 2 + 15)/! - 15/ 2 = 1 


Ao laço 2, 


(15/í)(/ 2 - h) + 5I 2 = 0 


ou 


— 15/i + (5 a + 15)/ 2 = 0 ou /1 = (0,3333í + 1 )/ 2 
Substituindo-se esta na primeira equação, obtemos 

(0,5a 3 + 1,5a 2 + 5a + 15)/ 2 - 15/ 2 = 1 


OU 


1 2 = 2/(i 3 + 3 a 2 + 10a) 


porém, 


V„(s) = 5 1, = 10/(a 3 + 3a 2 + 10a) 

e a resposta está verificada. 

(b) Ao laço 1, 


-(1/a) + 0,3a/i + [1/(0,3333a)](/i - / 2 ) = 0 


ou 


(0,3a 2 + 3)1 i - 3/ 2 = 1 


Ao laço 2, 


(3/a)(/ 2 /,) + h = 0 
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ou 

-3/, + (s + 3)1 2 = 0 ou /, = (0,3333.9 + 1 )/ 2 
Substituindo-se na primeira equação, obtemos 

(0,09999í 3 + 0,3 s 2 + s + 3)/ 2 - 3/ 2 = 1 

OU 

I 2 = 10/Cs 3 + 3 s 2 + 109) 

porém, y o (s) = 1 X I 2 = 10/(i 3 + 3s 2 + 109) 
e a resposta está verificada. 

6 . Satisfatória? Identificamos claramente os valores de L e C para cada uma das con¬ 
dições. Além disso, verificamos cuidadosamente as respostas para ver se elas estão 
corretas. O problema foi solucionado de forma adequada. Os resultados agora po¬ 
dem ser apresentados como uma solução para o problema. 

Concretize a função 


W VÍ(J) 9 2 + 49 + 20 

usando o circuito na Figura 16.31. Selecione R = 2 Í1 e determine L e C. 
Resposta: 500 mH, 100 mF. 


Sintetize a função 


m = 


yjò 

V,Cs) 


10 6 

9 2 + 1009 + 10 s 


usando a topologia apresentada na Figura 16.32. 



Figura 16.32 Esquema para o Exemplo 16.16. 
Solução: Apliquemos a análise nodal aos nós 1 e 2. No nó 1, 


(V, - V,)F, = (Vi - VJY 2 + (V i - V 2 )Y 3 


no nó 2, 


(Vj - V 2 )Y 3 = (V 2 - 0 )Y 4 

Entretanto, V 2 = V 0 , de modo que a Equação (16.16.1) fica 

YiV s = (Ei + Y 2 + Y 3 )V 3 - (Y 2 + Y 3 )V a 
e a Equação (16.16.2) se toma 

= ÇY 3 + Y 4 )V 0 


(16.16.1) 

(16.16.2) 

(16.16.3) 


c L 



Figura 16.31 Esquema para o 
Problema prático 16.15. 

PROBLEMA PRÁTICO 16.15 • 


EXEMPLO 16.16 • 
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ou 


Vi = t^(F 3 + Y 4 )V 0 

Substituir a Equação (16.16.4) na Equação (16.16.3) resulta em 

Y\V S = (y, + r 2 + f 3 wf 3 + y 4 )v„ - (f 2 + y 3 )v 0 
r 3 


(16.16.4) 


ou 

y,y 3 v s = [yj 3 + y 4 (yi + y 2 + y 3 w 0 

Portanto, 


K = _ YJ 3 _ 

v, y,y 3 + y 4 (y, + y 2 + y 3 ) 


(16.16.5) 


Para sintetizar a função de transferência T(s) dada, compare-a com aquela da Equação 
(16.16.5). Observe duas coisas: (1) Y t Y 3 não deve envolver s, pois o numerador de T(s ) 
é constante; (2) a função de transferência dada é de segunda ordem, o que implica a 
necessidade de tennos dois capacitores. Consequentemente, temos de tomar Fj e F 3 
resistivos, enquanto F 2 e F 4 são capacitivos. Portanto, selecionamos 

Y l = ' , F 2 = sC u F 3 = ' , Y 4 = sC 2 (16.16.6) 
K 1 

Substituir a Equação (16.16.6) na Equação (16.16.5) resulta em 

Vo = _ l/iRjRi) _ 

l/iRíRJ + sC 2 (\/R t + \/R 2 + íCi) 

= _ l/Ut l R 2 C 1 C 2 ) _ 

i 2 + s(R l + R 2 )/(R l R 2 C l ) + 1 /(RfaCiCà 


Comparando-se esta com a fimção de transferência T(s) dada, percebemos que 


1 


RíRiC\C 2 


= 10 ° 


R\ + R 2 
R 3 R 2 Ci 


100 


Se fizermos R\ = R 2 = 10 kíl, então 


_Ri + R 2 _ 20 X 10 3 

~~ IOO/?,/? 2 ~~ 100 X 100 X 10 6 ~~ 

10~ 6 __ícr^_ 

RiR 2 Ci ~ 100 X 10 6 X 2 X 10- 6 


2/xF 


= 5 nF 


Por conseguinte, a função de transferência dada é concretizada usando-se o circuito 
mostrado na Figura 16.33. 



VoC?) _ -25 

V en t 5 2 + ÔS 4- 10 


• PROBLEMA PRÁTICO 16.16 


Sintetize a função 
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usando o circuito com amplificadores operacionais, mostrado na Figura 16.34. Use 

Y { = —, Y 2 = sC u Y 3 = sC 2 , Y 4 = — 

Ri R 2 

Seja R x = 1 kíl, determine C h C 2 e i? 2 - 

r 3 



Figura 16.34 Esquema para o Problema prático 16.16. 


Resposta: 100 //F, 500 /^F, 2 kíl. 


16.7 


Resumo 


1. As transformadas de Laplace podem ser usadas para analisar um circuito. 
Convertemos cada um dos elementos do domínio do tempo para o domí¬ 
nio s, resolvemos o problema empregando alguma técnica de análise de 
circuitos qualquer e convertemos o resultado para o domínio do tempo 
utilizando a transformada inversa. 

2. No domínio s, os elementos de circuito são substituídos pela condição 
inicial em t = 0 como segue. (Note que, embora sejam fornecidos modelos 
de tensão a seguir,os modelos de corrente também funcionam bem.): 


Resistor: 

v R = Ri 


di 

Indutor: 

V ^ L J, 

Capacitor: 

v c = í 


V R = RI 


i dt 


Vc sC 


1 u«T) 


3. O uso de transformadas de Laplace para analisar um circuito resulta em 
uma resposta completa (tanto transiente como em regime estacionário), 
pois as condições iniciais são incorporadas no processo de transformação. 

4. A função de transferência H(s ) de um circuito é a transformada de Laplace 
da resposta a um impulso, h(t). 

5. No domínio s, a função de transferência H(s) é a razão entre a resposta de 
saída 7(s) e uma excitação de entrada X(.s); isto é, H(s) = Y(s)/X(s). 

6. O modelo de variáveis de estado é uma ferramenta útil para análise de 
sistemas complexos com várias entradas e saídas. A análise de variáveis 
de estado é uma técnica poderosa que é mais popularmente usada em teo¬ 
ria de circuitos e controle. O estado de um sistema é o menor conjunto de 
quantidades (conhecidas como variáveis de estado) que devemos conhecer 
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de modo a determinar sua resposta futura a qualquer entrada dada. A equa¬ 
ção de estados na forma de variáveis de estados é 

x = Ajc + Bz 

enquanto a equação de saída é 

y = Cx + Dz 

7. Para um circuito elétrico, primeiro, escolhemos as tensões nos capacitores 
e a corrente no indutor como variáveis de estado. Em seguida, aplicamos a 
LKC e a LKT para obter as equações de estado. 

8. Duas outras áreas de aplicação das transformadas de Laplace vistas neste 
capítulo são a estabilidade e a síntese de circuitos. Um circuito é estável 
quando todos os polos de sua função de transferência caem na metade 
esquerda do plano s. Síntese de circuitos é o processo de obter um circuito 
apropriado para representar dada função de transferência para a qual a 
análise no domínio s também é perfeitamente adequada. 


Questões para revisão 


16.1 A tensão em um resistor com corrente i(t) no domínio x é 
sRI(s). 

(a) verdadeiro (b) falso 

16.2 A corrente através de um circuito RL em série com tensão 
de entrada v(t) é dada no domínio x como: 

1 “ 


(a) V(s) 


R 


sL 


(c) 


H*) 


(b) V(í)(/f 

V(s) 
(d) 


sL ) 


R + 1/sL R + sL 

16.3 A impedância de um capacitor de 10 F é: 

(a) 10 /í (b)í/10 (c) 1/lOx (d) lOi 

16.4 Normalmente, podemos obter o circuito equivalente de 
Thévenin no domínio do tempo. 

(a) verdadeiro (b) falso 

16.5 Uma função de transferência é definida apenas quando 
todas as condições iniciais são zero. 

(a) verdadeiro (b) falso 

16.6 Se a entrada para um sistema linear for §(í) e a saída 
e^ 2 ‘u(t), a função de transferência do sistema será: 

1 . 1 


(a) - 


(b) 


(c) 


(d) 


s - 2 


s + 2 s — 2 s + 2 

(e) nenhuma das alternativas anteriores 
16.7 Se a função de transferência de um sistema for 


16.8 Um circuito apresenta a função de transferência 


H( S ) = 


s + 1 

(í - 2)(s + 3) 


O circuito é estável. 

(a) verdadeiro (b) falso 

16.9 Qual das seguintes equações é denominada equação de 
estados? 

(a) x = Ax + Bz 

(b) y = Cx + Dz 

(c) H(í) = Y(í)/Z(í) 

(d) H(í) = CQI - A) *B 

16.10 Um sistema com única entrada e única saída é descrito 
pelo modelo de estados a seguir: 


x\ = 2xi - x 2 + 3 z 
x 2 = — 4x 2 - z 
y = 3xi — 2x 2 + z 

Qual das matrizes seguintes é incorreta? 


(a) A = 

2 

.0 

-1 

-4. 

(b)B = 

(c) C = [3 

-2] 

(d) D = 0 


/ F s + 2 

H(s) = j- 

s 3 + 4j 2 + 5í + 1 

segue que a entrada seráXQ) = s 3 + 4.v 2 + 5x+ 1, en¬ 
quanto a saída será Y(s) = x 2 + x + 2. Respostas: 16.1b; 16.2d; 16.3c; 16.4b; 16.5b; 16.6a; 16.7b; 

(a) verdadeiro (b) falso 16.8b; 16.9a; 16.10d. 
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Problemas 


• Seções 16.2 e 16.3 Modelos de elementos 

de circuito e análise de 
circuitos 


16.1 A corrente em um circuito RLC é descrita por 


dri_ 
dt 2 


di 

+ 10— + 25 i = 0 
dt 


16.9 Um circuito RLC é descrito por 

, di(t) i(t) 
C 


di(t) 

L —— + R 

dt dt 


= 2 


Determine a resposta quando L = 0,5 H, 1? = 4 Í1 e C= 0,2 F. 
Seja /(O ) = 1 A e [di(0~)ldt\ = 0. 

16.10 As respostas ao degrau de um circuito RLC são 


Se i( 0) = 2 e di(0)/dt = 0, determine i(t) para t > 0. 

16.2 A equação diferencial que descreve a tensão em um cir¬ 
cuito RLC é 


cPv 
dt 2 



+ 4v = 0 


Sabendo que u(0) = 0, dv(0)/dt = 5, obtenha v(f). 

16.3 A resposta natural de um circuito RLC é descrita pela 
equação diferencial 


d 2 v „ dv 

h? + 2 v, 


+ V = 0 


para a qual as condições iniciais são u(0) = 20 V e dv( 0)/ 
dt = 0. Determine v(t). 

16.4 Se R = 20 Í2, L = 0,6 H, qual o valor de C que toma o 
circuito: 

(a) Superamortecido. 

(b) Criticamente amortecido. 

(c) Subamortecido. 

16.5 As respostas de um circuito RLC em série são 


V c = 40 - 10<? 2 000r - 10e~ 4OOO 'V, t > 0 
i L {t) = 3e~ 2000 ' + 6U 4000 'mA, t > 0 

(a) Determine C. 

(b) Determine que tipo de amortecimento o circuito apre¬ 
senta. 

16.11 A resposta ao degrau de um circuito RLC é 

v = 10 + 20e ~~ 30o '(cos 400í - 2 sen 400r)V, t > 0 
quando o indutor é 50 mH. Detemiine Re C. 

16.12 Detennine i(t) no circuito da Figura 16.35 por meio de 
transfomiadas de Laplace. 


1£2 m 



1 H 

Figura 16.35 Esquema para o Problema 16.12. 


v c (t) = [30 - 10e~ 20 ' + 30e~ lo >ri)V 
i L (t) = [40e -20 ' - 60e _lo ']u(í)mA 

onde Vfjd) e i L (t) são, respectivamente, a tensão no capa¬ 
citar e a corrente no indutor. Detennine os valores de R, L 
eC. 


16.6 

e€>d 

16.7 


16.8 


Projete um circuito RLC que tenha a equação característica 
s 2 + lOOs + 10 6 = 0. 

A resposta ao degrau de um circuito RLC é dada por 

^ + 2-+ 5/= 10 
dt 2 dt 

Sabendo que 1(0) = 6 e di(0)/dt = 12, calcule i(t). 

A tensão em um ramo de um circuito RLC é descrita por 


d 2 v dv 

— + 4 —- + 8v = 48 
dt 2 dt 


Se as condições iniciais forem v(0) = 0 = dv(0)/dt, deter¬ 
mine v(t). 


16.13 Considere a Figura 16.36 e elabore um problema para 
eCfel ajudar outros estudantes a entender melhor a análise de 
circuito usando as transfomiadas de Laplace. 


R 2 

Figura 16.36 Esquema para o Problema 16.13. 

16.14 Determine i(i) para t > 0 para o circuito na Figura 16.37. 
Suponha i s (t) = [4 u(t) + 25(í)] mA. 

\ m 

i 0,2 H 


Figura 16.37 Esquema para o Problema 16.14. 


1 £2 



-WA- 

) ; 

í 2 £2 


L C 



-nnnp- 

- 11 - 


+ 


V V V V 

a* 

0 

eT 

> 
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16.15 Considere o circuito na Figura 16.38 e calcule o valor de R 
necessário para que a resposta seja criticamente amortecida. 

60 Q 



Figura 16.38 Esquema para o Problema 16.15. 


16.21 No circuito da Figura 16.44, a chave é movida (o contato 
é fechado antes de abrir o anterior) da posição A para B 
em l = 0. Determine u(f) para qualquer t > 0. 


f = 0 



16.16 O capacitor no circuito da Figura 16.39 se encontra des¬ 
carregado inicialmente. Determine v a (t) para t > 0. 



Figura 16.39 Esquema para o Problema 16.16. 

16.17 Se i s (t) = e~ 2l u(t) A no circuito mostrado na Figura 16.40, 
determine o valor de i 0 (t). 


Figura 16.44 Esquema para o Problema 16.21. 

16.22 Determine a tensão no capacitor como uma função do 
tempo para t > 0 no circuito da Figura 16.45. Considere 
condições de estado estacionário em t = 0 _ . 



Figura 16.45 Esquema para o Problema 16.22. 


<o( 0 

= 0,5 F 


Figura 16.40 Esquema para o Problema 16.17. 



16.18 Determine v(t), t > 0 no circuito da Figura 16.41. Seja 
v s ~ 20 V. 


10 Q 


Figura 16.41 Esquema para o Problema 16.18. 



16.19 A chave na Figura 16.42 é movida da posição A para B 
em t = 0 (observe que a chave deve ser conectada ao pon¬ 
to B antes de interromper a conexão com A). Detennine 
v(i) = para t > 0. 



Figura 16.42 Esquema para o Problema 16.19. 


16.20 Detennine i(t) para t> 0 no circuito da Figura 16.43. 

t = 0 



Figura 16.43 Esquema para o Problema 16.20. 


16.23 Obtenha v(t) para t > 0 no circuito da Figura 16.46. 



Figura 16.46 Esquema para o Problema 16.23. 


16.24 A chave no circuito da Figura 16.47, que estava fechada a 
um longo tempo, é aberta em t = 0. Determine i(t) para t > 0. 


m 


2 

-nnro- 


2 £2 

-VWV- 


12 V 


t = 0 


<£- 


Figura 16.47 Esquema para o Problema 16.24. 


16.25 Calcule v(t) para t > 0 no circuito da Figura 16.48. 

15 Q 



16.26 A chave no circuito da Figura 16.49 é movida da posição 
A para B em t = 0 (note que a chave deve ser conectada 
em B antes de interromper a conexão em A). Determine 
i(t) para t > 0. Considere também que a tensão inicial no 
capacitor seja zero. 
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16.31 Obtenha v(t) e i(i) para t> 0 no circuito da Figura 16.54. 


m 


16.27 Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 16.50. 



16.28 Para o circuito da Figura 16.51, determine v(t) para t> 0. 
4u(-t) A 



2 n 


Figura 16.51 Esquema para o Problema 16.28. 

16.29 Calcule i(t) para í > 0 no circuito da Figura 16.52. 

+ v - 



I ' 


íH 


Figura 16.52 Esquema para o Problema 16.29. 

16.30 Determine v D (f), para todo t > 0, no circuito da Figura 
16.53. 


1 Q. 


1 ü 



-m- 

-WA- 


2u(t) V Q 

r ! 

R 1 H 0,5 F = 

0 






Figura 16.53 Esquema para o Problema 16.30. 


3u(t)A ('J) 


i(t l 5 H 1Q 

— r fff' -WA- 


5 Q 


0,2 F =h v(t) 


2Q 


20 V 


Figura 16.54 Esquema para o Problema 16.31. 

16.32 Para o circuito da Figura 16.55, calcule i(t) para t> 0. 



Figura 16.55 Esquema para o Problema 16.32. 

16.33 Considere a Figura 16.56 e elabore um problema para 
eCld ajudar outros estudantes a entender melhor como usar o 
teorema de Thévenin (no domínio s) para ajudar na análi¬ 
se de circuito. 

R, L 


v s (t) 



Figura 16.56 Esquema para o Problema 16.33. 

16.34 Calcule as correntes de malha no circuito da Figura 
16.57. Apresente seus resultados no domínio s. 


10íí(f) V ( í 


Figura 16.57 Esquema para o Problema 16.34. 

16.35 Determine v 0 (t) no circuito da Figura 16.58. 
1 H 




l0e~'u(t)V (-J 2 F =p= n D (í) < 4 Q (V) 3«(r)A 


Figura 16.58 Esquema para o Problema 16.35. 
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16.36 Consulte o circuito da Figura 16.59. Calcule i(t) para 16.40 Considere o circuito da Figura 16.63 e determine v(t) e 
t> 0. i(t) para t > 0. Considere v(0) = 0 V e i( 0) = 1 A. 


6(l-w(0)A 



Figura 16.59 Esquema para o Problema 16.36. 


16.37 Determine v para t > 0 no circuito da Figura 16.60. 


30 Q O- 5 F 0,25 H 


—WW 


60m(í) V 


© 


-nrüip — 


20 Q 


(+) 30u(í) 1 


Figura 16.60 Esquema para o Problema 16.37. 


16.38 A chave no circuito da Figura 16.61 é movida da posi¬ 
ção a para b (a conexão em b ocorre antes da desconexão 
em à) em t = 0. Determine i(t) para t > 0. 


°’ 02F 14 Q 



Figura 16.61 Esquema para o Problema 16.38. 




+ 


4h(í) A Q 

0 2Q 

> V - 

- 0,5 F | 




7 


Figura 16.63 Esquema para o Problema 16.40. 

16.41 Determine a tensão de saída v 0 (f) no circuito da Figura 
16.64. 



16.42 Considere o circuito da Figura 16.65 e determine i(t) e 
v(t) para t > 0. 



Figura 16.65 Esquema para o Problema 16.42. 

16.43 Determine i(t) para t > 0 no circuito da Figura 16.66. 



Figura 16.66 Esquema para o Problema 16.43. 


16.39 Para o circuito na Figura 16.62, determine i(t) para t> 0. 

5 Q 



16.44 Considere o circuito da Figura 16.67 e determine i(t) para 
t> 0. 


10 Q 


30 V I 


- vw, - 




j) 6u(í)aQ 

lOmF = 


1 40 Q | 


Figura 16.62 Esquema para o Problema 16.39. 


Figura 16.67 Esquema para o Problema 16.44. 
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16.45 Determine v(t) para t > 0 no circuito da Figura 16.68. 



Figura 16.68 Esquema para o Problema 16.45. 

16.46 Determine i a (t) no circuito mostrado na Figura 16.71. 


2 Q 


1 F 2 H 




Figura 16.69 Esquema para o Problema 16.46. 

16.47 Determine i 0 (i) no circuito da Figura 16.70. 


1 Q 

—WvV 


4Q 

-AAM— 


5 + 10k(í)V (±) 


I 2H 


=^ÍF 


Figura 16.70 Esquema para o Problema 16.47. 

16.48 Determine F v (s) no circuito mostrado na Figura 16.71. 


0,25 H 10 D 



Figura 16.71 Esquema para o Problema 16.48. 


16.49 Determine i 0 (t) para t > 0 no circuito na Figura 16.72. 


2Q + v o - 



Figura 16.72 Esquema para o Problema 16.49. 


16.50 Considere o circuito da Figura 16.73 e determine v(t) 
para t > 0. Considere que i>(0 + ) = 4 V e i( 0 + ) = 2 A. 


16.51 Considere circuito da Figura 16.74 e determine i(t) para 
t> 0. 


4Q 



16.52 Se a chave na Figura 16.75 esteve fechada a um longo 
tempo antes de t = 0, instante no qual é aberta, determine 
i x e v R para t > 0. 


f = 0 



Figura 16.75 Esquema para o Problema 16.52. 


16.53 No circuito da Figura 16.76, a chave esteve na posição 1 
por um longo tempo antes de ser movida para a posição 2 
em t = 0. Detennine: 

a) v(0 + ), dv(0 + )/dt 

b) u(f) para > 0. 



Figura 16.76 Esquema para o Problema 16.53. 


16.54 A chave no circuito da Figura 16.77 estava na posição 
1 em t < 0. Em t = 0, ela é movida da posição 1 para 
o terminal superior do capacitor em t = 0. Observe que 
a chave é conectada no terminal do capacitor antes de 
interromper a conexão na posição 1. Detennine v(t). 



Figura 16.77 Esquema para o Problema 16.54. 


16.55 Obtenha e i 2 para t > 0 no circuito da Figura 16.78. 



-ViM- 

i. 



tAVW-, 

+ 


I ! 



r 

=» < 

í>! 

~°- 5F 4»(f) A Q 

) 2H < 


1 H 2 


Figura 16.73 Esquema para o Problema 16.50. 


Figura 16.78 Esquema para o Problema 16.55. 
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16.56 Calcule i a (t) para t > 0 no circuito da Figura 16.79. 
2 e~'u(t) V 



Figura 16.79 Esquema para o Problema 16.56. 


16.60 Determine a resposta v R (f) para t> 0 no circuito da Figura 
16.83. Seja R = 3 D, L = 2 H e C= 1/8 F. 


R 

—VAV- 

+ W/i — 



Figura 16.83 Esquema para o Problema 16.60. 


16.57 (a) Determine a transformada de Laplace da tensão mos¬ 
trada na Figura 16.80a. (b) Usando o valor de v s (f) no 
circuito mostrado na Figura 16.806, determine o valor de 

v s (t) • i 
3 V - 


0 1 s t 

(a) 


*16.61 Determine a tensão v 0 (t) no circuito da Figura 16.84 por 
meio da transformada de Laplace. 


1 ü 1 H 



— Wv\— 

— nmn — 


10k(í)A Q 

J) 0,5 F = 

= 2£2 ( 

> 1 F = 


Figura 16.84 Esquema para o Problema 16.61. 


v s (t) (±) 



Figura 16.80 Esquema para o Problema 16.57. 


16.58 Considere a Figura 16.81 e elabore um problema para aju- 
eUd dar outros estudantes a entender melhor a análise de circui¬ 
tos no domínio s em circuitos com fontes dependentes. 



Figura 16.81 Esquema para o Problema 16.58. 


16.62 Considere a Figura 16.85 e elabore um problema para 
eCkl ajudar outros estudantes a entenderem melhor o cálculo 
de tensões nodais no domínio s. 



Figura 16.85 Esquema para o Problema 16.62. 


16.63 Considere o circuito RLC em paralelo da Figura 16.86. 
Determine v(t) e i(t) dado que u(0) = 5 e 1(0) = -2 A. 


4 u(t) A 



Figura 16.86 Esquema para o Problema 16.63. 


16.59 Determine v 0 (t) no circuito da Figura 16.82 se v x (0) = 2 V 
e 1(0) = 1 A. 

+ v x - i 


16.64 A chave na Figura 16.87 é movida da posição 1 para a 2 
em t= 0. Determine v(f) para todo t > 0. 


e ’u(t) A 



-► 

) ia: 

1 F 

1 £2 ; 

: i h 2 




t = 0 


12 V 


© 


0,25 H 


+ 

10 mF =|= V 


Figura 16.82 Esquema para o Problema 16.59. 


Figura 16.87 Esquema para o Problema 16.64. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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16.65 Considere o circuito RLC mostrado na Figura 16.88 e 
determine a resposta completa se v(0) = 2 V quando a 
chave é fechada. 


2 cos 4 1 V 



6 £2 1 H 

AAA/v—cmp- 


+ 

v 


16.69 Determine /](s) e I 2 (s) no circuito da Figura 16.92. 


1 H 


I0e~ 3t u(t) V 



Figura 16.88 Esquema para o Problema 16.65. Figura 16.92 Esquema para o Problema 16.69. 


16.66 Considere o circuito comAOP da Figura 16.89 e determi¬ 
ne v 0 (t) para t > 0. Suponha que v x = 3 e~ s, u(t) V. 

10k£2 


16.70 Considere a Figura 16.93 e elabore um problema para 
eOd ajudar outros estudantes a entender melhor como fazer 
a análise de circuito no domínio .5 em circuitos que têm 
elementos mutuamente acoplados. 



Figura 16.89 Esquema para o Problema 16.66. 


16.71 Considere o circuito com transformador ideal da Figura 
16.94, determine i 0 (i). 


16.67 Dado o circuito comAOP da Figura 16.90, se iqfO^) = 2 
e v 2 (0 + ) = 0 V, determine v 0 para t > 0. Seja 7? = 100 kíl e 
C = 1 fiF. 


R 




Figura 16.94 Esquema para o Problema 16.71. 

• Seção 16.4 Funções de transferência 

16.72 A função de transferência de um sistema é 


Figura 16.90 Esquema para o Problema 16.67. 

16.68 Obtenha V 0 /V s no circuito comAOP da Figura 16.91. 



Figura 16.91 Esquema para o Problema 16.68. 


Determine a saída quando o sistema tem uma entrada de 
4e~' /3 u(í). 

16.73 Quando a entrada de um sistema é uma função degrau 
unitário, a resposta é 10 cos 2 tu(t). Obtenha a função de 
transferência do sistema. 

16.74 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
eOd entenderem melhor como determinar as saídas quando é 

dada a função de transferência e a entrada. 

16.75 Quando um degrau unitário é aplicado a um sistema em 
t — 0, sua resposta é 


y(t) = 


4 + 


e 2 '(2 cos 4r + 3 sen 4f) 


u(t) 


Qual a função de transferência desse sistema? 
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16.76 Considere o circuito da Figura 16.95 e determine H(s) = 
V 0 (s)/V a (s). Suponha condições iniciais zero. 

2 £2 1 H 



Figura 16.95 Esquema para o Problema 16.76. 


C 



Figura 16.99 Esquema para o Problema 16.81. 


16.77 Obtenha a função de transferência H(s) = VJV S para o 
circuito da Figura 16.96. 


' 0,5 F ! h 



16.78 A função de transferência de certo circuito é 


H{s) 


s+1 s+2 s+4 


Determine a resposta ao impulso do circuito. 

16.79 Considere o circuito da Figura 16.97 e determine: 
(a) I x /V s (b) f 2 /V x 


ó 3 Q ‘ 2 2 H 



Figura 16.97 Esquema para o Problema 16.79. 


16.80 Observe o circuito da Figura 16.98. Determine as fun¬ 
ções de transferência a seguir: 

(a )HM = V 0 {s )/V s {s) 

(b) H 2 (s) = V 0 (s)/IM 

(c) H 3 (s) = I B (s)/W) 

(d) h 4 (s) = im/VAs) 


1£2 1 H 



Figura 16.98 Esquema para o Problema 16.80. 


16.81 Considere o circuito com AOP da Figura 16.99 e deter¬ 
mine a função de transferência T(s) = I(s)/V s (s). Conside¬ 
re todas as condições iniciais nulas. 


16.82 Calcule o ganho H(s) = VJV S no circuito com AOP na 
Figura 16.100. 



■o 

+ 

Vo 


=F C 


Figura 16.100 Esquema para o Problema 16.82. 


16.83 Observe o circuito RL na Figura 16.69. Detennine: 

(a) A resposta do circuito ao impulso h(l). 

(b) A resposta do circuito a um degrau unitário. 


Figura 16.101 



+ 


v 


O 


Esquema para o Problema 16.83. 


16.84 Um circuito RL em paralelo possui R = 4LleL = l H. 
A entrada para o circuito é i s (t) = 2e~'w(0 A. Determine 
a corrente no indutor i L (t) para todo t > 0 e suponha que 
4(0) = -2 A. 

16.85 Um circuito tem a função de transferência a seguir 


(s + 1)(í + 2 f 

Determine a resposta ao impulso. 


• Seção 16.5 Variáveis de estado 

16.86 Desenvolva as equações de estado para o Problema 
16.102. 

16.87 Desenvolva as equações de estado para o problema ela¬ 
borado por você no Problema 16.13. 

16.88 Desenvolva as equações de estado para o circuito da Fi¬ 
gura 16.102. 


- F 

4 r 1 H 



Figura 16.102 Esquema para o Problema 16.88. 
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16.89 Desenvolva as equações de estado para o circuito apre¬ 
sentado na Figura 16.103. 


1 H 


v s (f) 


—nmp— 



j> 2F= 

- v 0 (t) 

1 4£2 Q 


Figura 16.103 Esquema para o Problema 16.89. 

16.90 Desenvolva as equações de estado para o circuito mostra¬ 
do na Figura 16.104. 

1 p 

«l(0 4 «2(0 1 H 

— 


»i0) © 


2 £2 


© v 2 (0 


Figura 16.104 Esquema para o Problema 16.90. 

16.91 Desenvolva as equações de estado para a seguinte equa¬ 
ção diferencial. 


d 2 y(t) , 6 dy(t) 


dt 


dt 


ly{t) = z(t ) 


* 16.92 Desenvolva as equações de estado para a seguinte equa¬ 

ção diferencial. 

d 2 y{t) 1 dy(t) dz(t) 

—— + — j— + 9y( 0 = —— + z(t) 
dt dt dt 

* 16.93 Desenvolva as equações de estado para a seguinte equa¬ 

ção diferencial. 


d 3 y(t) 6 d 2 y(t) 11 dy(t) 


dt 3 


dt 2 


dt 


+ 6 y(t) = z(t) 


* 16.94 Dada a equação de estado a seguir, determine y(t): 


-4 4 

.-2 0 
y(r) = [1 0 ]jc 


u(r) 


*16.95 Dada a equação de estado a seguir, determine jq(í) ey 2 (t). 



— 2 

-1 

* + 

i 

f 


u(t) 

X — 

2 

-4. 

.4 

0 . 

. 2 u (í). 

y = 

—2 

1 

—2 

0 . 

x + 

'2 

.0 

0 

-1. 

u(t) 
2 u(t) 


• Seção 16.6 Aplicações 

16.96 Demonstre que o circuito RLC em paralelo mostrado na 
Figura 16.105 é estável. 



16.97 Um sistema é formado pela conexão em cascata de dois 
sistemas, confomie exibido na Figura 16.106. Dado que 
as respostas dos sistemas a um impulso são 

hi(t) = 3 e~'u(t), h 2 (t) = e^^'u(t) 

(a) Obtenha a resposta a um impulso do sistema como 
um todo. 

(b) Verifique se o sistema como um todo é estável. 

Vi — 


hi (t) 


h 2 (0 


Figura 16.106 Esquema para o Problema 16.97. 

16.98 Determine se o circuito com AOP na Figura 16.75 é 
estável. 



Figura 16.107 Esquema para o Problema 16.98. 

16.99 Deseja-se concretizar a função de transferência 
V 2 (s) 2 s 


usando o circuito da Figura 16.108. Adote R = 1 kíl e 
determine L e C. 


R 

o —WW- 

+ 


Vl 


+ 

C =i= v 2 


Figura 16.108 Esquema para o Problema 16.99. 

16.100 Projete um circuito com AOP usando a Figura 16.109, 
e d que concretizará a seguinte função de transferência: 


Vo(s) 

Ví(s) 


s + 1.000 
" 2 (s + 4.000) 


Adote Cjfí) = 10 yF; determine R t , R 2 e C 2 . 

C 2 



Figura 16.105 Esquema para o Problema 16.96. 


Figura 16.109 Esquema para o Problema 16.100. 
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16.101 Concretize a função de transferência 16.102 Sintetize a função de transferência 


Vo(s) = s 
V v (.sj s + 10 

usando o circuito da Figura 16.110. Seja Y 1 = sC lt Y 2 = 
1/J?!, F 3 = sC 2 . Adote J?! = 1 kíl e detennine Cj e C 2 . 


Yl 



Figura 16.110 Esquema para o Problema 16.101. 


V 0 (s) = _10 6 

Ve„ t (s) ST + 100.V + 10 6 

usando a topologia da Figura 16.111. Seja F, = 1 /R h 
Y 2 = VR 2 , Fj = sC], F 4 = sC 2 . Adote = 1 kíl e deter¬ 
mine C h C 2 e R 2 . 


f, 



Figura 16.111 Esquema para o Problema 16.102. 


Problemas abrangentes 


16.103 Obtenha a função de transferência do circuito com 
AOP da Figura 16.112 na forma 

V 0 (s) _ as 
Vi(s) s 2 + bs + c 

onde a,bsc são constantes. Detennine essas constantes. 


10 kQ 



Figura 16.112 Esquema para o Problema 16.103. 

16.104 Certo circuito possui uma admitância de entrada F(s). 
A admitância tem um polo em s = —3, um zero em s = 
-1 e F(oo) = 0,25 S. 


(a) Determine F(s). 

(b) Uma bateria de 8 V é conectada ao circuito por 
uma chave. Se a chave for fechada em t = 0, deter¬ 
mine a corrente i(t) através de F(s) usando trans¬ 
formadas de Laplace. 

16.105 Girador é um dispositivo para simular um indutor em 
um circuito. O circuito de um girador básico é apresen¬ 
tado na Figura 16.113. Determinando a relação V^s)l 
I 0 (s\ demonstre que a indutância produzida pelo gira¬ 
dor é L = CR 1 . 



Figura 16.113 Esquema para o Problema 16.105. 
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SÉRIES DE FOURIER 


Pesquisar é ver aquilo que todos os demais viram e imaginar 
aquilo que ninguém havia pensado. 

Albert Szent Gyõrgyi 


Progresso profissional 


Critérios ABET EC 2000 (3.j), "conhecimento de questões contemporâneas". 


Os engenheiros devem ter conhecimento de ques¬ 
tões contemporâneas. Para ter uma carreira ver¬ 
dadeiramente significativa no século XXI, você 
precisa conhecer essas questões, especialmente 
aquelas que possam afetar diretamente seu empre¬ 
go e/ou trabalho. Uma das maneiras mais fáceis 


para se atualizar é ler muito - jornais, revistas e 
livros atuais. Como estudante participante de um 
programa reconhecido pela ABET, alguns dos 
cursos que você fará serão direcionados para aten¬ 
der a esse critério. 


Critérios ABET EC 2000 (3.k), "habilidade em usar as técnicas, os conhecimentos 
e as modernas ferramentas necessários para a prática da engenharia". 


O engenheiro bem-sucedido deve ter “habilidade 
em usar as técnicas, os conhecimentos e as mo¬ 
dernas ferramentas necessários para a prática da 
engenharia”. É claro que um dos principais objeti¬ 
vos deste livro seja realmente fazer isso. Aprender 
a usar com perícia as ferramentas que facilitam 
seu trabalho em um moderno “ambiente de pro¬ 
jeto integrado para registro de conhecimento” 
(KCIDE) é fundamental para seu bom desempe¬ 
nho como engenheiro. E preciso entender sobre 
essas ferramentas para poder trabalhar em um 
moderno ambiente KCIDE. 


Portanto, um engenheiro bem-sucedido deve 
se manter atualizado sobre as novas ferramentas de 
projeto, análise e simulação, assim como deve uti¬ 
lizar essas ferramentas até se sentir à vontade com 
seu uso. O engenheiro também deve certificar-se de 
que os resultados obtidos por meio de um software 
sejam consistentes com as questões práticas. Prova¬ 
velmente seja essa área que a maioria dos engenhei¬ 
ros apresenta grande dificuldade. Portanto, o êxito 
no emprego dessas ferramentas requer aprendiza¬ 
gem e reaprendizagem constantes dos fundamentos 
da área na qual o engenheiro está atuando. 
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PERFIS HISTÓRICOS 

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matemático francês, apresen¬ 
tou, pela primeira vez, as séries e transformadas que levam seu nome. Os resul¬ 
tados de Fourier não foram recebidos com entusiasmo pelo mundo científico. 
Ele não teve nem mesmo a oportunidade de ter seu trabalho publicado como 
um artigo científico. 

Nascido em Auxerre, França, Fourier tomou-se órfão aos 8 anos. Frequentou 
colégio militar de sua cidade, dirigido por monges beneditinos, onde demonstrou 
grande competência em matemática. Como a maioria de seus contemporâneos, 
foi arrastado pelos ideais da Revolução Francesa. Fourier teve importante par¬ 
ticipação nas expedições de Napoleão ao Egito no final dos anos de 1790. Em 
consequência de seu envolvimento político, escapou da morte por duas vezes. 


17.1 


Introdução 


Investimos um tempo considerável na análise de circuitos com fontes senoi- 
dais. Este capítulo mostra um meio para se analisar circuitos sujeitos a excita¬ 
ções periódicas não senoidais. O conceito de funções periódicas foi introduzido 
no Capítulo 9, no qual foi mencionado que a senoide é a função periódica mais 
simples e útil. O presente capítulo introduz as séries de Fourier, uma técnica 
para expressar uma função periódica em termos de senoides. Uma vez que a 
função de entrada seja expressa nesses termos, podemos aplicar o método dos 
fasores para análise de circuitos. 

As séries de Fourier receberam esse nome em homenagem a Jean Baptiste 
Joseph Fourier (1768-1830). Em 1822, o gênio Fourier teve a brilhante ideia de 
que qualquer função periódica prática pode ser representada como uma soma 
de senoides. Uma representação destas, junto ao teorema de superposição, nos 
permite encontrar a resposta de circuitos para entradas periódicas arbitrárias 
usando-se técnicas de fasores. 


Iniciamos com as séries de Fourier trigonométricas. Posteriormente, exa¬ 
minamos as séries de Fourier exponenciais. Em seguida, aplicamos as séries 
de Fourier na análise de circuitos. Finalmente, são demonstradas aplicações 
práticas das séries de Fourier em filtros e analisadores de espectro. 


17.2 


Séries de Fourier trigonométricas 


Enquanto estudava fluxo térmico, Fourier descobriu que uma função pe¬ 
riódica não senoidal podia ser expressa como a soma infinita de funções 
senoidais. Lembre-se de que uma função periódica é aquela que se repete 
a cada T segundos. Em outras palavras, uma função periódica f(t) pode ser 
representada pela relação a seguir 


f(.t) — f(t + nT) 


(17.1) 


onde n é um inteiro e T, o período da função. 
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De acordo com o teorema de Fourier, qualquer função periódica prática 
de frequência co 0 pode ser expressa na forma de uma soma infinita de funções 
seno ou cosseno que são múltiplos inteiros de co 0 . Portanto,/(t) pode ser ex¬ 
pressa como 

f(t) = a 0 + a\ cos (o 0 t + bi senw 0 f + a 2 cos 2co 0 t 

(17.2) 

+ b 2 sen 2a>ot + a 3 cos 3 o)qí + b 2 sen 3 wqí + ■ ■ ■ 


ou 


m 


- «0 + 
dc 


í 

n= 1 


(a„ cos na) 0 t + b n senna> 0 t) 

_ V 

-V*- 

ac 


(17.3) 


onde oj 0 = 2ttIT é a chamada frequência fundamental, medida em radianos por 
segundo. A senoide sen na> 0 t ou cos na> 0 t é denominada n-ésima harmônica de 
f(t); ela é uma harmônica ímpar se n for ímpar e uma harmônica par se n for 
par. A Equação (17.3) é denominada série de Fourier trigonométrica de f(t). 
As constantes a„ e b n são os coeficientes de Fourier. O coeficiente a 0 é a com¬ 
ponente CC ou o valor médio de f(t). (Lembre-se de que as senoides possuem 
valores médios nulos.) Os coeficientes a„ e b„ (para n f 0) são as amplitudes 
das senoides no componente CA. Portanto, 


A frequência harmônica &>„ 
um múltiplo inteiro da 
frequência fundamental <d 0 , 
isto é, o) n = nojQ. 



y 


Série de Fourier de uma função periódica f( t) é uma representação que 
decompõe f( t) em um componente CC e outra CA formada por uma série 
infinita de senoides harmônicas. 


Uma função que pode ser representada por uma série de Fourier como 
aquela da Equação (17.3) deve atender a certos requisitos, pois a série infinita 
da Equação (17.3) pode ou não convergir. As condições em relação a f(t) que a 
levem a uma série de Fourier convergente são as seguintes: 


1. 

2. 

3. 

4. 


f{t) é uma função que apresenta um único valor em qualquer ponto. 
f{f) tem um número finito de descontinuidades em qualquer período. 
f(f) tem um número finito de máximos e mínimos em qualquer período. 


A integral 


'to+T 

\m\dt < 


j t 0 


oo para qualquer t 0 . 


As condições anteriores são chamadas condições de Dirichlet. Embora não 
sejam necessárias, elas são condições suficientes para que uma série de Fourier 
exista. 


Uma tarefa importante nas séries de Fourier é a determinação dos coe¬ 
ficientes de Fourier a 0 , a n e b n . O processo de determinação dos coeficientes 
é denominado análise de Fourier. As integrais trigonométricas, a seguir, são 
muito úteis na análise de Fourier. Para inteiros m e n quaisquer. 


rT 

sen nco 0 t dt = 0 (17.4a) 

Ú) 


Nota histórica'. Embora Fourier 
tenha publicado seu teorema 
em 1822, foi P. G. L. Dirichlet 
(1805-1859) que apresentou, 
posteriormente, uma prova 
aceitável do teorema. 


Um pacote de software, como 
o Mathcad ou Maple, pode 
ser usado para calcular os 
coeficientes de Fourier. 


cos mo 0 t dt = 0 


'o 


(17.46) 
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sen na)ç)t cos mco^í dt = 0 

(17.4c) 


0 


C T 

sen na> 0 t sen mu> 0 t dt = 0, (m A n) 

(llAd) 

J o 

C T 

cos nco 0 t cos mco 0 t dt = 0, (m A ri) 

(17.4c) 

J o 


f T 2 T 

sen nco 0 t dt = — 

■'o 

f T 2 J T 

(17.4 f) 


cos ncü 0 t dt = — 

(17.4 g) 


Usaremos essas identidades para calcular os coeficientes de Fourier. 

Iniciamos pela determinação de a 0 . Integramos ambos os lados da Equa¬ 
ção (17.3) ao longo de um período e obtemos 


f(t) dt 


«o + 2 («„ cos ncú 0 t + b n sen na> Q t) 

n= 1 


dt 


a 0 r/í + 2 

0 n= 1 


«„ cos na> 0 t dt 


(17.5) 


J o 


b n sen na> 0 t dt 


dt 


Recorrendo às identidades das Equações (17.4«) e (17.4b), as duas integrais 
envolvendo os termos CA desaparecem. Logo, 


m dt = 


ciodt = üqT 


J o 


ou 



(17.6) 


demonstrando que a 0 é o valor médio de /’(/). 

Para calcular a„, multipliquemos ambos os lados da Equação (17.3) por 
cos mcj 0 t e integremos ao longo de um período: 


/(í) cos míú Q t dt 

co 

«o + 2 cos na>ot + b n sennwoí) cos mu> Q t dt 


«o cos mco 0 t dt + 2 


a„ cos mú 0 t cos mw Q t dt 


J o 


b n sen nco 0 t cos ma> 0 t dt 


J o 


dt 


(17.7) 
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A integral contendo a 0 é zero em vista da Equação (17.4/)), enquanto a integral 
contendo b n desaparece de acordo com a Equação (17.4c). A integral contendo 
a„ será zero, exceto quando m = n, cujo caso ela é 772, segundo as Equações 
(17.4e) e (17.4g). Portanto, 


rT 

f(i) cos mco 0 t dt 

'o 



para m = n 


ou 



2 

rj-, 

T 

f(t) cos no)ç)t dt 

0 

(17.8) 

De modo similar, obtemos b n multiplicando-se ambos os lados da Equação 
(17.3) por sen m(ú 0 t e integrando ao longo de um período. O resultado é 


2 

bfl rp 

* 

rT 

f(t) sen nu> 0 t dt 

0 

(17.9) 


Sendo f(f) periódica, pode ser mais conveniente realizar as integrações ante¬ 
riores a partir de -772 a T/2 ou, geralmente, de t 0 a t 0 + T, em vez de 0 a T. O 
resultado será o mesmo. 


Uma forma alternativa da Equação (17.3) é a forma amplitude-fase 


f(t) = a 0 + 2 A n cos (ncü 0 t + </>„) 

n= 1 


(17.10) 


Podemos usar as Equações (9.11) e (9.12) para relacionar a Equação (17.3) 
com a Equação (17.10) ou, então podemos aplicar a identidade trigonométrica 

cos(a + /3) = cosa cos/3 — sena sen/3 (17.11) 

aos termos CA na Equação (17.10) de modo que 

«0+2 A " COSO^OÍ + 4>n) = «O + 2 C0S ^n) COS UW Q t 

n = 1 n=1 (17.12) 

— (A„ senf,,) sen nco 0 t 

Igualando os coeficientes das expansões da série nas Equações (17.3) e (17.12) 
demonstra que 


a„ = A n cos </>„, b n = -A„ senf n (17.13«) 


ou 


A n = Va 2 n + bl. 

i b„ 




(17.136) 


Para evitar qualquer confusão na determinação de </>„, pode ser que seja melhor 
relacionar os termos na forma complexa como segue 
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0 espectro de frequências 
também é conhecido como o 
espectro de linhas tendo em vista 
as componentes de frequência 
discretas. 


"-• 

Tabela 17.1 • Valores das funções 
cosseno, seno e exponencial para 
múltiplos inteiros de tt. 

Função 

Valor 


cos 2mr 

1 


sen 2mr 

0 


COS HTT 

(-1)" 


sen mr 

0 


n tt 
COS- 

2 

í (— 1 )'d 2 , n = par 
[O, n = ímpar 


IITT 

sen — 

2 

í ( 1 ) (n n ^ 2 , n = ímpar 
(O, n = par 

e 7 ' 2 ™ 

1 


e 1 ™ 

(-1)" 



í(-l)" /2 , n = par 

\/(—1)'” D/ 2 , n = ímpar 




► EXEMPLO 17.1 

I 



A,, / <ft„ = a„ ~ jb n (17.14) 

A conveniência dessa relação se tomará evidente na Seção 17.6. O gráfico da 
amplitude A n das harmônicas versus noj 0 é denominado espectro de amplitudes 
de /(f); o gráfico da fase 4>„ versus na> ü é o espectro de fases de f(t). Os espectros 
de amplitudes e os de fases formam juntos o espectro de frequências de/(í). 


O espectro de frequências de um sinal é formado pelos gráficos de ampli¬ 
tudes e de fases das harmônicas versus a frequência. 


Portanto, a análise de Fourier também é uma ferramenta matemática para en¬ 
contrar o espectro de um sinal periódico. Um sinal do espectro mais bem ela¬ 
borado é apresentado na Seção 17.6. 

Para calcular os coeficientes de Fourier a 0 , a n e b n , normalmente, aplica¬ 
mos as seguintes integrais: 


cos at dt = —sen at 
a 


sen at dt = —cos at 
a 


1 1 

t cos at dt = -^-cos at H —t sen at 


a 


a 


. 1 1 

t sen at dt = — rsen at - 1 cos at 

a 2 a 


(17.15 a) 

(17.15 b) 
(17.15c) 
(17.150 


Também é útil conhecer os valores das funções cosseno, seno e exponencial para 
múltiplos inteiros de tt. Estes são dados na Tabela 17.1, em que n é um inteiro. 


Determine as séries de Fourier da forma de onda mostrada na Figura 17.1. Obtenha os 
espectros de amplitudes e de fases. 


- 1 - - 

- 2-1 0 1 2 3 t 

Figura 17.1 Esquema para o 
Exemplo 17.1; onda quadrada. 


Solução: A série de Fourier é dada pela Equação (17.3), a saber, 
/(O = a 0 + X ( a„ cos mo 0 t + b n sen niü 0 t) 


(17.1.1) 


Nosso objetivo é obter os coeficientes de Fourier a 0 , a n e b n usando as Equações (17.6), 
(17.8) e (17.9). Primeiro, descrevemos a forma de onda como segue 


m = 


1, 0 < t < 1 

0, 1 < t < 2 


e f(t) =f(t + T). Como T= 2, (o 0 = 2ttIT= tt. Portanto, 

rT 


1 


fl 0 = 


/(O dt = 


1 


’ 

f‘ f 2 

1 


1 dt + 0 dt 

= —t 


o J, 

2 


Usando a Equação (17.8) com a Equação (17.15a), 


/(f) cos mo 0 t dt 


1 cos nirt dt + 


0 cos nirt dt 


= -senmrí 

}TTT 


= — [sennir — sen (0)] = 0 


(17.1.2) 


(17.1.3) 


(17.1.4) 
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Da Equação (17.9), com o auxílio da Equação (17.15Ú), 


b„ = ~ | f(t) sen na> 0 tdt 


1 sen «77? dt + 0 sen «77? dt 


-cos mrt 

mr 


-(cosn77 — 1), cos mr = (— 1)" 


Componente CC 



= —[i - (-i)"] 

nu 


í 2 

I —, n = impar 
< mr 

(O, n = par 


substituindo na Equação (17.1.1) os coeficientes de Fourier obtidos nas Equações 
(17.1.3) a (17.1.5), temos a séries de Fourier como segue 


12 2 2 

/(?) = —I-semrf H- sen 377? H- sen 5 tt? + • • ■ (17.1.6) 

2 77 377 577 

Como /(?) contém apenas a componente CC e os termos seno com a componente fun¬ 
damental e as harmônicas ímpares, ela poderia ser escrita como 


1 2 ” 1 

/(?) = —I- 2j —sen mrt, n = 2k — 1 


(17.1.7) 


Somando os termos um a um, como demonstrado na Figura 17.2, notamos como a 
superposição dos termos pode evoluir para o quadrado original. A medida que é so¬ 
mado um número cada vez maior de componentes, a soma fica cada vez mais próxima 
da onda quadrada. Entretanto, na prática, não é possível somamos a série na Equação 
(17.1.6) ou (17.1.7) ao infinito. E possível apenas uma soma parcial (n = 1, 2, 3, ..., N, 
em que N é finito). Se representamos graficamente a soma parcial (ou série truncada) 
ao longo de um período por um N grande, como na Figura 17.3, notamos que a soma 
parcial oscila acima e abaixo do valor real de/(?). Na vizinhança dos pontos de des- 
continuidade (x = 0, 1, 2, ...), existe oscilação com transbordamento e amortecimento. 
De fato, um transbordamento de aproximadamente 9% do valor de pico está sempre 
presente, independentemente do número de termos usados para aproximar/(?). Isso é 
denominado fenômeno de Gibbs. 



Figura 17.3 Truncamento das séries de Fourier 
emN= 11; fenômeno de Gibbs. 



Soma das duas primeiras componentes CA 



Soma das três primeiras componentes CA 



Soma das quatro primeiras componentes CA 



Soma das cinco primeiras componentes CA 
(b) 

Figura 17.2 Evolução de uma onda 
quadrada a partir de suas componentes 
Fourier. 



Finalmente, obtenhamos os espectros de amplitudes e de fases para o sinal da Figura 
17.1. Como a n = 0, 


A n = Va 2 n + b\ = \b n \ 


n = impar 


(17.1.8) 


Somar os termos de Fourier por 
meio de cálculos manuais pode 
ser entediante. Um computador 
é útil para calcular os termos e 
representar graficamente a soma 
como aqueles mostrados na 
Figura 17.2. 


n = par 
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e 


4>n 


-tg' 


-i b„ 


í— 90°, n = impar¬ 
ia 0, n — par 


(17.1.9) 


Os gráficos de A n e 4> n para diferentes valores de na> 0 = mr fornece os espectros de 
amplitudes e de fases na Figura 17.4. Note que as amplitudes das harmônicas decaem 
muito rapidamente com a frequência. 




(«) (b) 

Figura 17.4 Esquema para o Exemplo 17.1: (a) espectro de amplitudes; 
( b ) espectro de fases da função mostrada na Figura 17.1. 


• PROBLEMA PRÁTICO 17.1 



Figura 17.5 Esquema para o 
Problema prático 17.1. 


Determine a série de Fourier da onda quadrada, mostrada na Figura 17.5. Represente 
graficamente os espectros de amplitude e de fase. 

4 “ 1 

Resposta: f{t) = — V — sennirf, n = 2k — 1. Ver Figura 17.6 para os espectros. 
tt , n 



Figura 17.6 Esquema para o Problema prático 17.1: espectros de amplitude e de 
fase para a função mostrada na Figura 17.5. 


• EXEMPLO 17.2 



Obtenha a série de Fourier para a função periódica na Figura 17.7 e represente grafica¬ 
mente os espectros de amplitudes e de fases. 


Solução: A função é descrita como 


m 


ít, 0 < t < 1 
(0, 1 < t < 2 


Figura 17.7 Esquema para o 
Exemplo 17.2. 


Como T= 2, (úq = 2tt!T= tt. Então 


f r 1 


f í 2 

_ 1(2 

J f(t) dt = - 


t dt + 0 dt 

0 A 

~ 22 


Para calcular a n e b n , precisamos das integrais na Equação (17.15): 


(17.2.1) 
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a„ = ~ I /(O cos nai 0 tdt 


■ f 1 

f 2 

t cos mrt dt + 

Ocos mrt dt 

- J 0 



, cos mrt 


-sen mrt 


(17.2.2) 


1 (-D" - 1 

——j(cos mr — 1) + 0 =-^^— 


já que cos mr = (-1)"; e 


b„ = 


f(t ) sen nai 0 t dt 


t senmrt dt + 0 sen mrt dt 


L J o 

1 t 

,— rsen mrt -cos mrt 

n ir nrr 


(17.2.3) 


= 0 - 


cos mr (—1)” 


Substituindo os coeficientes de Fourier que acabamos de encontrar na Equação (17.3) 
nos leva a 


/(O = 4 + i 

n= 1 L 


[( ir - i] , (-ir +1 

-^-cos mrt H- sen mrt 

(mr) ntr 


Para obter os espetros de amplitudes e de fases, notamos que, para harmônicas pares, 
a„ = 0, b„ = -l/mr, de modo que 

Anj&n tt n jbfi 0 ”F j 

L - 7777 


(17.2.4) 


Logo, 


1 


n = 2, 4, . . . 


An = \b„\ = 

4>n = 90°, 

Para harmônicas ímpares, a n = -2(ifir 2 ), b n = V(mr), de modo que 


mr 

= 90°, n = 2, 4,. .. 


. 2.1 

A n /(p n ü n jb n 2 n J 
L - n TT- nrr 


(17.2.5) 


(17.2.6) 


Isto é, 


A n = Va 2 „ + b 2 n = ^j - 

= —v \^4 + n 


4 4 A 2 2 

n ir n ir 


n = 1,3,... 


(17.2.7) 


Da Equação (17.2.6), observamos que <fi cai no terceiro quadrante, de modo que 


= 180° + tg“‘—, n = l,3, ... 


(17.2.8) 



(a) 



Apartir das Equações (17.2.5), (17.2.7) e (17.2.8), representamos graficamente^,, e 4> n 
para os diferentes valores de nu> a = mr para obter o espectro de amplitudes e de fases, 
conforme mostrado na Figura 17.8. 

Determine a série de Fourier da forma de onda dente de serra na Figura 17.9. 


Figura 17.8 Esquema para o 
Exemplo 17.2: (a) espectro de 
amplitude; ( b ) espectro de fase. 

PROBLEMA PRÁTICO 17.2 • 
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-2-1 0 1 2 3 t 

Figura 17.9 Esquema para o 
Problema prático 17.2. 


m 



(«) 

sW* 

A 


-T 0 T t 

(b) 



—llT —77 0 77 277 t 


(c) 

Figura 17.10 Exemplos típicos de 
funções periódicas pares. 


Resposta: f(t) 



i 

«=1 


1 

— sen 27 mi. 
n 


Considerações sobre simetria 

Notamos que a série de Fourier do Exemplo 17.1 era formada apenas por ter¬ 
mos seno. Poderíamos perguntar se existe um método por meio do qual era 
possível saber com antecedência que alguns coeficientes de Fourier seriam 
zero e evitar trabalho desnecessário envolvido no entediante processo de cal¬ 
culá-los. Realmente, existe um método, e ele se baseia no reconhecimento da 
existência de simetria. Neste ponto, discutiremos três tipos de simetria: (1) 
simetria par, (2) simetria ímpar, (3) simetria de meia onda. 

17.3.1 Simetria par 

Uma função f(f) é par se seu gráfico for simétrico em relação ao êxito vertical; 
isto é, 


17.3 


m =/(-r) 


( 17 . 16 ) 


Exemplos de funções pares são t 2 , t 4 e cos t. A Figura 17.10 mostra mais 
exemplos de funções periódicas pares. Note que cada um desses exemplos 
pode ser representado pela Equação (17.16). Uma importante propriedade de 
uma função par f e (t ) é que: 

r r /2 r /2 

fe(t ) dt = 2 fjt) dt ( 17 . 17 ) 

J -r /2 •'o 

pois integrar de -772 a 0 é o mesmo que integrar de 0 a 772. Utilizando essa 
propriedade, os coeficientes de Fourier para uma função par ficam 



( 17 . 18 ) 


Como b n = 0, a Equação (17.3) se transforma em uma série cosseno de Fou¬ 
rier. Isso faz sentido porque a função cosseno é, por si só, par. Também há um 
sentido intuitivo de que uma função par não contém nenhum termo seno, já que 
a função seno é ímpar. 

Para confirmar a Equação (17.18) quantitativamente, aplicamos a pro¬ 
priedade de uma função par na Equação (17.17) no cálculo dos coeficientes 
de Fourier nas Equações (17.6), (17.8) e (17.9). É conveniente em cada caso 
integrar ao longo do intervalo -772 < t < 772, que é simétrica em relação à 
origem. Portanto, 
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1 

«0 = - 

í r/2 1 

m dt = - 

r r° 

(T/2 

m dt + 

m dt 

' . 

-T/2 

■ ■'-r/2 

0 - 1 


(17.19) 


Trocamos variáveis por integrais ao longo do intervalo -772 < t < 0 fazendo 
t = -x, de modo que dt = -dx,f(t) =f (-t) =f (x), já que f{t) é uma função par e 
quando t = -772, x = 772. Então, 

i r f° í t/2 

a 0 = - f(x)(-dx) + f{t) dt 

"T /2 J0 

r Tf 2 T/2 


/(x) dx 


f(t)dt 


(17.20) 


demonstrando que as duas integrais são idênticas. Logo, 


a o = 


Tj 


T/2 


m dt 


como esperado. De modo similar, a partir da Equação (17.8), 


r r o 


! 


T/2 


f(t) cos nco 0 t dt 


(17.21) 


(17.22) 


f(t) cos nw 0 t dt + 

-T/2 J o 

Fazemos a mesma troca de variáveis que nos levaram à Equação (17.20) e no¬ 
tamos que tanto f(t) como cos nw 0 t são funções pares, implicando /{-() =f(t) 
e cos ( -nu> 0 t ) = cos nu> 0 t. A Equação (17.22) fica 

r O cT/2 


f(—x)cos( — ncú 0 x)(—dx) + 


/(f) cos no) 0 t dt 


T/2 

o 


f(x) cos (nw 0 x)(—dx) 


T/2 

T/2 


T/2 


f(t) cos no) 0 t dt 


f(x ) cos (nco 0 x) dx + 


•"o 

T/2 


f(f) cos ncj 0 t dt 


ou 


T/2 


f(t) cos mo 0 t dt 


(17.23a) 


(17.236) 


conforme esperado. Para b n , aplicamos a Equação (17.9), 


, 2 

bn j. 


- 

r° 

r T/2 


f(t) sen na> 0 t dt + 

f{f) sen nco 0 t dt 

- J 

- T/2 J 

0 J 


(17.24) 


Fazemos a mesma troca de variáveis, porém tenha em mente que/ (-t) =f(t), 
no entanto, sen (~nw 0 t) = -sen nu> 0 t. A Equação (17.24) resulta em 


b„ = 


o 


J T/2 

r o 


f(x)se.Tuia>oxdx + 


J T/2 


T 

_ 2 
_ T 
_ 2 
~ T 
= 0 

confirmando a Equação (17.18). 


/(— x) sen(— nco 0 x)(—dx) + 


T/2 


f(t) sen nw 0 t dt 


T/2 


f(t) senna>otdt 


T/2 


f(x) sen (nctí 0 x) dx 


o 


T/2 


f{t) sen nco 0 t dt 


693 • 


(17.25) 
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m 



(a) 

g(t) > > 

-i ,4 - 


-ror t 

( b ) 
h(t) - < 

- A - i— 

~^t Tõ r 

- - -A - 

(c) 

Figura 17.11 Exemplos típicos de 
funções periódicas. 


17.3.2 Simetria ímpar 

Diz-se que uma função /(/) é ímpar se seu gráfico for antissimétrico em relação 
ao eixo vertical: 


/(-*) = -f(t) 


(17.26) 


Exemplos de funções ímpares são t, t 3 e sen 1 . A Figura 17.11 mostra mais exem¬ 
plos de funções periódicas ímpares. Todos esses exemplos podem ser represen¬ 
tados pela Equação (17.26). Uma função ímpar f n (t) tem a seguinte característica 
importante: 


rT/2 

m dt = 0 (17.27) 

J -T/ 2 

pois a integração de -772 a 0 é o negativo daquele de 0 a 772. Por meio dessa 
propriedade, os coeficientes de Fourier para uma função ímpar resultam 



(17.28) 


que nos fornece uma série seno de Fourier. Enfatizando, isso faz sentido, pois 
a função seno é, por si só, uma função ímpar. Observe também que não existem 
termos CC para a expansão da série de Fourier de uma função ímpar. 

A prova quantitativa da Equação (17.18) segue o mesmo procedimento 
usado para provar a Equação (17.18), exceto pelo fato de f{t) agora ser ímpar, 
de modo que f{t) = Com essa diferença simples, porém fundamental, fica 

fácil constatar que a 0 = 0 na Equação (17.20), a n = 0 na Equação (17.23a) e b n 
na Equação (17.24) fica 


2 


f° 

rT/2 

b„ = ~ 


/(—x) sen (—na> 0 x)(—dx) + 

f(t) sen ncúQt dt 

1 


r /2 J 

o - 1 


í° 

rT/2 

f(x) sen ncúQX dx + 

f(i) sen no) 0 t dt 

J t /2 J 

0 J 


T/ 2 


f(x) sen(«a>o-r) dx + 


r /2 


f{t) sen ikdqI dt 


bn . 

1 ■ 


r /2 


f(t) sen nco 0 tdt 


(17.29) 


como esperado. 

E interessante notar que qualquer função periódica/(/) sem simetria, seja 
ela par ou ímpar, pode ser decomposta em partes pares e ímpares. Usando 
as propriedades das funções pares e ímpares das Equações (17.16) e (17.26), 
podemos escrever 
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m = \m) +/(-?)] + \im-n-m =m +m (17.30) 



par 


ímpar 


note queyj,(t) = \[f(t) + f (-í)j representa a propriedade de uma função par 
na Equação (17.16), enquanto f 0 (t ) = \\f(i) —f (-t)] representa a propriedade 
de uma função ímpar na Equação (17.26). O fato de/l(t) conter apenas os 
termos CC e os termos cosseno, enquanto f a (t) tem apenas os termos seno, 
pode ser explorado no agrupamento da expansão da série de Fourier de f(I) 
como segue 


f(t) = a 0 + 2 a„ cos mo 0 t + ^ b n senmo 0 t = / e (í) + f a (t) (17.31) 



ímpar 


par 


Segue imediatamente da Equação (17.31) que, quando f(t ) é par, b n = 0, e, 
quando f{f) é ímpar, a 0 = 0 = a n . 

Da mesma forma, observe as propriedades, a seguir, de funções ímpares 
e pares: 

1. O produto de duas funções pares também é uma função par. 

2. O produto de duas funções ímpares também é uma função par. 

3. O produto de uma função par com uma função ímpar é uma função ímpar. 

4. A soma (ou diferença) de duas funções pares também é uma função par. 

5. A soma (ou diferença) de duas funções ímpares é uma função ímpar. 

6. A soma (ou diferença) de uma função par com uma função ímpar não é 
nem par nem ímpar. 


Cada uma dessas propriedades pode ser provada usando-se as Equações 
(17.16) e (17.26). 

17.3.3 Simetria de meia onda 

Uma função é simétrica (ímpar) de meia onda se 



(17.32) 


que significa que cada meio ciclo é a imagem espelhada do meio ciclo seguin¬ 
te. Observe que as funções cos nu> Q t e sen nw 0 t representam a Equação (17.32) 
para valores ímpares de n e, portanto, possuem simetria de meia onda quando 
n for ímpar. A Figura 17.12 ilustra outros exemplos de funções simétricas de 
meia onda. As funções nas Figuras 17.11a e b também são simétricas de meia 
onda. Note que, para cada função um semiciclo, é a versão invertida do semi- 
ciclo adjacente. Os coeficientes de Fourier resultam em 













• 696 


Fundamentos de circuitos elétricos 




Figura 17.12 Exemplos típicos de funções simétricas ímpares de meia onda. 



demonstrando que a série de Fourier de uma função simétrica de meia onda 
contém apenas harmônicas ímpares. 

Para deduzir a Equação (17.33), aplicamos a propriedade das funções si¬ 
métricas de meia onda na Equação (17.32) para calcular os coeficientes de 
Fourier nas Equações (17.6), (17.8) e (17.9). Portanto, 


1 

«0 = 

rT/2 j 

m dt = - 


f 0 

r r/2 


f(t) dt + 

m dt 

i . 

-T/2 

- J 

-r/2 J 

0 J 


(17.34) 


Trocamos de variáveis na integral ao longo do intervalo -TI 2 < t < 0, fazendo 
que x = t + r/2, de modo que dx = dt\ quando t = -TI 2, x = 0, e, quando t = 0, 
x = r/2. Da mesma forma, mantemos a Equação (17.32); isto é,/(x - TI 2) = 
-f(x). Portanto, 


a 0 = 


■ r /2 / 

rT/2 

f[x--)dx + 

m dt 

J 0 V / J 

0 J 


[■T/2 


f{x) dx 


T/2 


m dt 


J o 


(17.35) 


= 0 


confirmando a expressão para a 0 na Equação (17.33). De modo similar, 


r o 


rT/2 


f(i) cos nu> Q t dt + 


-T/2 


f(t) cos ri(jú 0 t dt 


J o 


(17.36) 
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Fazemos a mesma troca de variáveis que nos levou à Equação (17.35), de 
modo que a Equação (17.36) fica 


T/2 


J o 


f\ X - —) COS rmÁx - — j dx 


r /2 


f(t) cos nw 0 t dt 


(17.37) 


Como f(x - 772) =-f(x)e 


cos «w 0 ( x — — ) = cos(na) 0 r — «7r) 


= cos «w 0 í cos jw + sen «w 0 f sen« 7 r (17-38) 
= (—1)" cos nw 0 t 


substituindo-se estas na Equação (17.37) nos leva a 


«„ = -[! "(-D"] 


T/2 


f(t ) cos nw 0 t dt 


J o 


la 


r /2 


/(í) cos nco 0 t dt, para n ímpar 


para n par 


(17.39) 


confirmando a Equação (17.33). Seguindo procedimento similar, podemos de¬ 
duzir b n como na Equação (17.33). 

A Tabela 17.2 sintetiza os efeitos dessas simetrias nos coeficientes de 
Fourier. A Tabela 17.3 fornece a série de Fourier das mesmas funções perió¬ 
dicas comuns. 


Tabela 17.2 

• Efeitos da simetria sobre os coeficientes de Fourier. 


Simetria 

a 

0 


b n 

Comentários 

Par 

a 0 ^ 0 

Ü „*0 

K = o 

Integrar ao longo de 772 e multiplicar por 2 para obter 
os coeficientes 

ímpar 

a o 

= 0 

a„ = 0 

b n * 0 

Integrar ao longo de 772 e multiplicar por 2 para obter 
os coeficientes 

Meia onda 

a o ~ 

= 0 

a 2„ = 0 
a 2n +1^0 

b 2n = 0 

n +1^° 

Integrar ao longo de TI 2 e multiplicar por 2 para obter 
os coeficientes 
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B ARI LO VE 


Tabela 17.3 • A série de Fourier de funções comuns. 


Função 


Série de Fourier 


1. Onda quadrada 




2 2 




1 H7TT 

sen -cos nco 0 t 

n T 



4. Onda triangular 



m = 


A 

2 


4A 1 

2 2 j 72-—^cos(2n - 1 )oj 0 f 

7T- „ =l (2 n - 1) 


5. Seno retificado de meia onda 

m 


A A 


A A 2A ^ 

/(í) = — + - senwof- 2 j 7T^ 

tt 2 77 „=i 4/r 


cos 2noj 0 t 


6. Seno retificado de onda completa 


/(íH 

AAAA . 

0 T t 


m = 


2 A 

7T 


4A 

7T 


i 

n = l 


1 

—--COS ncont 

4 n 2 ~ 1 
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Determine a expansão da série de Fourier de f(f) dado na Figura 17.13. 



Solução: A função f(t) é uma função ímpar. Portanto, a Q = 0 = a n . O período é T= 4 e 
<x) 0 = 2ir/r= tt/2, de modo que 


b„ = 


T/ 2 


f(f) sen iuo 0 t dt 


mr 

1 sen —t dt + 
2 


L ■'o 

2 TlTTt 

=- COS - 

IITT 2 


mr 

Osen —t dt 
2 


2 ( mr 

— 1 — cos— 
mr\ 2 


consequentemente, 


2 “ 1 , 

/« = - 2 - 1 - 
7T n ' 

«—1 


mr \ mr 

cos- sen - 1 

2 2 


que é uma série seno de Fourier. 


Encontre a série de Fourier da função f(t) na Figura 17.14. 
32 * 1 

Resposta: f(t) =- V —sen nt, n = 2k — 1. 

t r , n 


Determine a série de Fourier para a função cosseno retificada de meia onda exibida na 
Figura 17.15. 

f(f)k 


1 





-5 


Figura 17.15 Esquema para o Exemplo 17.4: função cosseno 
retificada de meia onda. 

Solução: Esta é uma função par, de modo que b„ = 0. Da mesma forma, T= 4, co 0 = 
2ir!T= ir 12. Ao longo de um período, 


í°. 

I 77 

/(O = < cos—f, 

lo, 


a 0 = 


r /2 


T 

1 2 


o 


m dt = - 


-2 < t < -1 
-1 < t < 1 
1 < t < 2 


1 ir í~ 

cos —t dt + 0 dt 

o 2 Jj 


7T 

- sen —t 

2 77 2 


77 


r /2 


f(t) cos nco 0 t dt = 


1 77 mrt 

cos—f cos-r/r + 0 

o 2 2 


EXEMPLO 17.3 • 


/(O- 

- 8 


-2n —Tc 0 7t 271 371 t \ 

- -8 - - 

Figura 17.14 Esquemaparao 
Problema prático 17.3. 

PROBLEMA PRÁTICO 17.3 • 


EXEMPLO 17.4 • 
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Porém, cos A cos B = — [cos(A + B) + cos(A — 5)]. Então 


77 77 

cos—(n + 1)7 + cos —(n — 1 )t 


dt 


f 1 , 1 

sen77í 


1 t 

Jo 2 

7 T 


Para n = 1, 


Para n > 1 , 

1 77 1 77 

a„ =- sen —(n + 1) H- sen —(n — 1) 

77(77 + 1) 2 77(77 - 1) 2 

Para n ímpar (77 = 1, 3, 5, ...), tanto (n + 1) quanto (n - 1) são pares. Assim, 

77 77 

sen — (77 + 1) = 0 = sen — (77 — 1), 77 = impar 

Para n par (n = 2,4, 6,...), tanto (n + 1) quanto (77 - 1) são ímpares. Da mesma forma, 

77 77 7777 /2 

sen— (77 + 1) = —sen— (77 — 1) = cos^- = (—!)', n = par 


m 



-27 T 0 2tt 47 T t 

Figura 17.16 Esquema para o 
Problema prático 17.4. 


• PROBLEMA PRÁTICO 17.4 


Logo, 


Portanto, 


(-\) n/2 -(- l ) n/2 _ — 2 (— l )' l/2 

77(77 + 1) 77(77 - 1) 77(77 2 — 1)’ 


77 = par 


1 1 77 2 

f(í) =-1-COS — t - 

■’ 77 2 2 77 


- 1 W 2 


(-D' 

..2 


7777 

-cos —t 
(77- - 1) 2 


Para evitar o emprego de n = 2, 4, 6,... e também facilitar os cálculos, podemos substi¬ 
tuir 77 por 2 k, em que k= 1, 2, 3, ... e obter 


m 


1 

7 T 


1 77 1 2 v 

—cos—í->, 

2 2 77 ^ 


(-lf 

-^-COS klTt 

(4k 2 - 1) 


que é uma série cosseno de Fourier. 

Determine a expansão da série de Fourier da função na Figura 17.16. 


32 " 1 

Resposta: f(t) = 4 -^ ^ ^cos nt, n = 2k — 1. 

17 k= 1 n 


► EXEMPLO 17.5 








Calcule a série de Fourier para a função periódica da Figura 17.17. 

/«. 




Solução: A função da Figura 17.17 é simétrica ímpar de meia onda, de modo que a Q = 0 
= a„. Ela é descrita ao longo de meio período como 

1 




m = t, -1 < í < 1 

-2\ -1 / 

0 1 

2\ 3 

/4 7 

T= 4, íü 0 = 277 /T = 77 / 2 . Logo, 


-1 



4 f T/2 

Figura 17.17 Esquema para 0 


b n = -\ f(t) sen 77 ío 0 / dt 

■'o 

Exemplo 17.5. 
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Em vez de integrar/(í) de 0 a 2, é mais conveniente integrar de -1 a 1. 


4 í 1 mrt 
b„ = ~ I ^ t sen — dt = 


MT I MT 

sen - sen — 

2 V 2 


senmrt/2 ícosnirí/2 1 1 

n 2 TT 2 /4 MT j 2 

2 

MT 


MT I MT 

COS - COS - 

2 V 2 


n — rsen - 

h 2 tt 2 2 


já que sen (—x) = -sen x é uma função ímpar, enquanto cos(-x) = cos x é uma função par. 
Usando as identidades para sen mr!2 na Tabela 17.1, 


b„ = 




j(—1) 


n = ímpar = 1, 3, 5,. . . 


Portanto, 


f(t) = 2 b„s hm 


Determine a série de Fourier da função da Figura 17.12*2. Adote A = 5 e T= 2tt. 
10 ~ / -2 1 \ 

Resposta: f(f) = — X —^—cos nt H—sen^zí , n — 2k — 1. 

^ Cl Vn 2 77 n ) 


PROBLEMA PRÁTICO 17.5 • 


17.4 


Aplicações em circuitos 


Descobrimos que, na prática, muitos circuitos são comandados por funções 
periódicas não senoidais. Encontrar a resposta em regime estacionário de um 
circuito, provocada por uma excitação periódica senoidal, requer a aplicação 
de uma série de Fourier, análise de fasores em CA e o princípio da superposi¬ 
ção. O procedimento normalmente envolve quatro etapas. 


Etapas para aplicação das séries de Fourier: 

1. Expresse a excitação como série de Fourier. 

2. Transforme o circuito do domínio do tempo para o domínio da 
frequência. 

3. Determine a resposta das componentes CC e CA na série de Fourier. 

4. Some as respostas CC e CA individuais usando o princípio da 
superposição. 


A primeira etapa é determinar a expansão das séries de Fourier da excita¬ 
ção. Para a fonte de tensão periódica, mostrada na Figura 17.18a, por exemplo, 
a série de Fourier é expressa como 

oo 

v(t) = Vo + 2 V n cos (nw 0 t + 6„) (17.40) 

71 = 1 

(O mesmo poderia ser feito para uma fonte de corrente periódica.) A Equação 
(17.40) mostra que v(f) é formada por duas partes: a componente CC F 0 ea 
componente CA V n = V„ [0 n com várias harmônicas. Essa representação de sé¬ 
rie de Fourier pode ser considerada um conjunto de fontes senoidais ligadas em 
série, em que cada fonte possui sua própria amplitude e frequência, conforme 
exibido na Figura 17.18Ó. 
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C«) 




p 

Z(o> = 0) 




+ 

li 


(b) 

VÍZSi© 




Z(q>o) 




i(f) 


v(t) (±) 
Tensão 
periódica 


Circuito 

linear 


(a) 


Kt) 



Figura 17.18 (a) Circuito linear excitado por uma fonte de tensão periódica; 
(b) representação da série de Fourier (domínio do tempo). 


+ 

h 


+ 




p 

Z(2 cfl 0 ) 




v„/e n (í) 


Z(í!(tí 0 ) 


Figura 17.19 Respostas em regime 
estacionário; ( a ) do componente; ( b ) do 
componente CA (domínio da frequência). 




EXEMPLO 17.6 



Figura 17.20 Esquema para o 
Exemplo 17.6. 


A terceira etapa é encontrar a resposta para cada termo na série de Fourier. 
A resposta à componente CC pode ser determinada no domínio da frequência, 
fazendo n = 0 ou a> = 0, como na Figura 17.19a ou no domínio do tempo, subs¬ 
tituindo todos os indutores por curtos-circuitos e todos os capacitores por cir¬ 
cuitos abertos. A resposta à componente CA é obtida aplicando-se as técnicas 
de fasores vistas no Capítulo 9, conforme exibido na Figura 17.196. O circuito 
é representado por sua impedância Z(/?co 0 ) ou admitância Y(/?w 0 ). Z(«oj 0 ) é 
a impedância na entrada, quando todo u> é substituído por no A) e Y(nw 0 ) é o 
inverso de Z(/?w 0 ). 

Finalmente, seguindo o princípio da superposição, somamos todas as res¬ 
postas individuais. Para o caso mostrado na Figura 17.19, 

i(t) = 'o(0 + h(t) + h (t) + •■• 

oo 

= Io + 2 I 1 "! cos («Wof + <A„) ( 17 - 41 ) 

n= 1 

em que cada componente l n com frequência nw 0 foi transformado para o domí¬ 
nio do tempo para se obter i n (i) e ijj H é o argumento de \ n . 


Usemos a função f(t) do Exemplo 17.1 como fonte de tensão v s (t) no circuito da Figura 
17.20. Encontre a resposta v a (t ) do circuito. 

Solução: A partir do Exemplo 17.1, 

1 2 “ 1 

vÁi) = —I->, —senmrt, n = 2k — 1 

v 2 tt ,, n 
k— 1 

onde o)„ = >ui) 0 = mr rad/s. Usando fasores, obtemos a resposta V D no circuito da Figura 
17.20 por meio de divisão de tensão: 


= jo>„L = j2mr ^ 
R + jco„L ' 5 + jlrnr s 


Para a componente CC (<u„ = 0 ou n = 0) 



Isso era esperado, já que o indutor é um curto-circuito em CC. Para o 77 -ésimo hamiônico, 
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V, 



(17.6.1) 


e a resposta correspondente é 


V 


O 


2n 77 /90° 

V25 + 4n 2 T7 2 / tg" 1 2/277 / 5 



4/—tg 1 2mr/5 

V25T4nV 


(17.6.2) l y »l 0.5 


No domínio do tempo, 




V — , ^cosí mrf — tg 

V25 + 4n 2 7r 2 V 



n = 2k — 1 


Os três primeiros termos (£ = 1, 2, 3 ou n = 1, 3, 5) das harmônicas ímpares no soma¬ 
tório nos fornece 

v a (t) = 0,4981 cos(ttí - 51,49°) + 0,2051 cos(3t tí - 75,14°) 

+ 0,1257 cos(5 Trt - 80,96°) + ■•■ V 


0,2 

0,13 

0,1 

- 1 - 1 - 1 -»■ 

0 7 t 2tt 37 T 47 t 5tt 6tt Itt O) 

Figura 17.21 Esquema para o 
Exemplo 17.6: espectro de amplitude 
da tensão de saída. 


A Figura 17.21 ilustra o espectro de amplitudes para a tensão de saída v 0 (i), enquanto 
a tensão de entrada v s (t) se encontra na Figura 17.4a. Note que os dois espectros estão 
próximos. Por quê? Observamos que o circuito na Figura 17.20 é um filtro passa- 
-altas com frequência de corte (o c = R/L = 2,5 rad/s, que é menor que a frequência 
fundamental co 0 = tt rad/s. A componente CC não passa e a primeira harmônica é 
ligeiramente atenuada, porém, harmônicas mais altas passam. De fato, das Equações 
(17.6.1) e (17.6.2), V D é idêntica a V s para 11 elevado, que é a característica de um 
filtro passa-altas. 


2Q 



Figura 17.22 Esquema para o 
Problema prático 17.6. 


Se a forma de onda dente de serra da Figura 17.9 (ver o Problema prático 17.2) for a PROBLEMA PRÁTICO 17.6 

fonte de tensão v s (t) no circuito da Figura 17.22, encontre a resposta v 0 (t). 


Resposta: v „(t) = f 


3 ^2, sen(2 imt — tg 1 4mr) 

77 „=i n\J 1 + 16/7 2 77 2 


Determine a resposta i 0 (t) do circuito da Figura 17.23 se a tensão de entrada v(t) tem 
uma expansão de série de Fourier 


v(t) = 1 + 


i 

n— 1 


2 (— 1 )” 

-v(cos nt — n sen nt) 

1 + n 2 


Solução: Usando a Equação (17.13), podemos expressar a tensão de entrada como 
00 2( — 1)" 

v(t) = 1+2 / , cos (nt + tg 1 «) 

„=i VI + n 2 

= 1 - 1,414 cos(í + 45°) + 0,8944 cos(2r + 63,45°) 

- 0,6345 cos(3? + 71,56°) - 0,4851 cos(4t + 78,7°) + ■•• 


Notamos que io 0 = 1, = n rad/s. A impedância na fonte é 


Z = 4 + j(ú n 2 || 4 = 4 + 


ju„ 8 
4 + jco, ,2 


8 + j(o n 8 
2 + jo)„ 


EXEMPLO 17.7 • 


i(t) 


y(í)(í) 


4£2 2 Q 

-VWV—I-WA- 

| \ ‘o(t) 
i 2H 


: 2£1 


Figura 17.23 Esquema para o 
Exemplo 17.7. 


I = 


V 

Z 


2 + jo>„ 

8 + j(ú„ 8 


A corrente de entrada é 
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2 £2 

-W/V" 


;(í) © 


1 F 



| Figura 17.24 Esquema para o 
j Problema prático 17.7. 

• PROBLEMA PRÁTICO 17.7 


onde V é a forma fasorial da fonte de tensão v(t). Por divisão de corrente, 

_ 4 _ V 

4 + jw n 2 4 + ja j„4 

Como = n, I D pode ser expressa como segue 

V 

4VA + n 2 /tg -1 w 

Para a componente CC (<u„ = 0 ou n = 0) 



Para o n-ésimo harmônico, 


V = 


2(~ D" 
Vi + n 2 


Ag" 


n 


de modo que 

j = i _ 2(-ir ! (-ir 

4^ 1 + n 2 / tg 1 n Vi + 2(1 + n 2 ) 


No domínio do tempo. 


C(0 


4 


i 

n=l 


(“D" 

-— cos nt A 

2(1 + n 2 ) 


Se a tensão de entrada no circuito da Figura 17.24 é 

1 


1 1 ” 

y(o = - + ^ 2 

3 17 n=l 


^cos nt - sen nt IV 

n 


determine a resposta i 0 (t). 

1 


Resposta: 


VA + n 7r 2 


^ „=i n 2 Tt 2 \/9 + 4í! 2 


/ _i 2í! i 

cosi ní — tg-F tg /nr 1 A. 


17.5 


Potência média e valores RMS 


Certamente você se recorda dos conceitos de potência média e valores RMS de 
um sinal periódico, discutidos no Capítulo 11. Para encontrar a potência média 
absorvida por um circuito devido a uma excitação periódica, expressamos ten¬ 
são e corrente na forma amplitude-fase [ver Equação (17.10)] como 


v(t) = V dc + 2 v n cos (nw 0 t - e„) (17.42) 

n= 1 

Í(t) = /de + 2 COS (mcj 0 t - (j)J (17.43) 

m= 1 


Seguindo a regra dos sinais (passivo) (Figura 17.25), a potência média é 


P 


T 


rT 

vi dt 
J o 


(17.44) 
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Substituindo as Equações (17.42) e (17.43) na Equação (17.44), temos 


P = 


1 

T 


Váchc dt + 2 


bv Ulc 
T 


rT 

cos(ma>ot 

■'o 


°° V 1 Í T 

, X"' * n*dc , 

+ 2j COS (na) 0 t 

n=l ^0 


0,0 dt 


4*in} dt 


(17.45) 


+ 2 2 

m = 1 7i= 1 



rT 

cos (na> 0 t 
J o 


9 n ) cos (mcj 0 t — </>,„) dt 


A segunda e terceira integrais desaparecem, já que estamos incorporando o 
cosseno ao longo de seu período. De acordo com a Equação (17.4e), todos os 
termos na quarta integral são zero quando m ± n. Calculando a primeira inte¬ 
gral e aplicando a Equação (17.4g) à quarta integral para o caso m = n, obtemos 


P — EdcAlc 


2 2 V 'dn COS(0 n - </)„) 


(17.46) 


Isso demonstra que, no cálculo da potência média, envolvendo tensão e cor¬ 
rente periódicas, a potência média total é a soma das potências média em cada 
tensão e corrente relacionadas harmonicamente. 

Dada uma função periódica f(t), seu valor RMS (ou valor eficaz) é dado por 


f^RMS 



(1 -. 4 - ) 


Substituindo f(t) na Equação (17.10) para Equação (17.47) e observando que 
(a + b ) 2 = a 2 + 2 ab + b 2 , obtemos 


F RMS : 


1 


aõ + 2 I a 0 A ,, cos (nw 0 t + (f> n ) 


X X A " A ' n cos ( ?iw o f + 4>n) cos (mco 0 t + (f>J 


dt 


a\ dt + 2^ a 0 A n - 




cos (noj 0 t 4- </>„) dt 


J o 


00 oo -« 

É YjK A A 


cos (na> 0 t + 4 > n ) cos (mcú 0 t + <f> m ) dt (17.48) 


J o 


Foram introduzidos inteiros distintos n e m para lidar com o produto dos soma¬ 
tórios de duas séries. Usando o mesmo raciocínio anterior, obtemos 


ou 


I °° 

Fl MS = ao + X E 


^RMS “ 



(17.49) 
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Em termos de coeficientes de Fourier a n e b n , a Equação (17.49) pode ser es¬ 
crita como 


ÍRMS = \/«0 + \ É + b n) (17-50) 

^ n=l 

Se f(t) for a corrente através de um resistor R, então a potência dissipada no 
resistor será 


P — PPrM S 


(17.51) 


Ou se f(t) for a tensão em um resistor R, a potência dissipada no resistor será 


-Frms 

R 


(17.52) 


Pode-se evitar a especificação da natureza do sinal escolhendo-se uma resis¬ 
tência de 1 íl. A potência dissipada pela resistência de 1 Í1 é 


Nota histórica'. O teorema recebeu 
esse nome em homenagem ao 
matemático francês Marc-Antoine 
Parseval Deschemes (1755-1836). 




EXEMPLO 17.8 



+ 


í'(f) 

j) v(t)< 

1 10D - 


2 F 


Figura 17.26 Esquema para o 
Exemplo 17.8. 


P m — T^rms — flõ + 


I " 

A + 

^ n= 1 


(17.53) 


Esse resultado é conhecido como teorema de Parseval. Note que a l é a potên¬ 
cia na componente CC, enquanto \{a 2 n + b„) é a potência CA na n-ésima harmô¬ 
nica. Portanto, o teorema de Parseval afirma que a potência média em um sinal 
periódico é a soma da potência média em sua componente CC e as potências 
médias em suas harmônicas. 


Determine a potência média fornecida ao circuito da Figura 17.26 se i(t) = 2+10 
cos(f + 10°) + 6 cos(3t + 35°) A. 

Solução: A impedância de entrada do circuito é 


Logo, 



1 

j2(o 


IZ = 


10(1//2ti>) _ 10 

10 + l/j 2(1) 1+7 20cü 

_101_ 

Vl + 400faT /tg~ 1 20fa) 


Para a componente CC, w = 0, 

I = 2 A =+ V = 10(2) = 20 V 


Isso é esperado, pois o capacitor age como um circuito aberto em CC e toda a corrente 
de 2 A flui através do resistor. Para o> = 1 rad/s, 


I = 10 /10° 


Para to = 3 rad/s, 


10 ( 10 / 10 °) 

Vl + 400 /tg -1 20 
= 5 /—77,14° 


I = 6 /35° 


10(6/35°) 

Vl + 3600/^60 

= 1 /-54,04° 
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Portanto, no domínio do tempo, 

v(t) = 20 + 5 cos (t - 77,14°) + 1 cos(3 1 - 54,04°) V 
Obtemos a potência média fornecida ao circuito aplicando a Equação (17.46), como 

p = V ác l ác + ^ 2 K4 cos (6 n - 4> n ) 

Para obter os sinais apropriados de 8 n e temos de comparar v e i em seu exemplo 
com Equações (17.42) e (17.43). Portanto, 

P = 20(2) + ^(5)(10)cos[77,14° - (-10°)] 

+ ^(D(6) cos[54,04° - (-35°)] 

= 40 + 1,247 + 0,05 = 41,5 W 


De modo alternativo, podemos encontrar a potência média absorvida pelo resistor como 

ri 1 y IKI 2 20 2 | 1 5 2 | 1 l 2 

R 2 ", R 10 2 ’ 10 2 ’ 10 

= 40 + 1,25 + 0,05 = 41,5 W 

que é o mesmo que a potência fornecida, uma vez que o capacitar não absorve potência média. 


A tensão e a corrente nos terminais de um circuito são 

v(t) = 128 + 192 cos 120t7í + 96cos(360ttí - 30°) 
i(t) = 4cos(1207rí — 10°) + 1,6 cosiSóOrr t — 60°) 
Determine a potência média absorvida pelo circuito. 

Resposta: 444,7 W. 


Detennine uma estimativa para o valor RMS da tensão no Exemplo 17.7. 

Solução: Do Exemplo 17.7, v{t) é expresso como 

v(l) = 1 - 1,414 cos(r + 45°) + 0,8944 cos(2í + 63,45°) 

- 0,6345 cos(3t + 71,56°) 

- 0,4851 cos(4? + 78,7°) + ■•■ V 
Usando a Equação (17.49), encontramos 

14ms = \ a o + A S 

V + n = 1 

(—1,414) 2 +(0,8944) 2 + (—0,6345) 2 + (-0,4851) 2 + • ■ • 

= V2.7186 = 1,649 V 

Esta é apenas uma estimativa, uma vez que não usamos termos suficientes da série. A 
função real representada pela série de Fourier é 

ire' 

v(t) =-, — ir < t < tt 

senh7r 

com v(t) = v(t + 7). O valor RMS exato desta é 1,776 V. 



Determine o valor RMS da corrente periódica 

i{f) = 8 + 30 cos 2 1 — 20 sen 2 1 + 15 cos 4? — 10 sen At A 
Resposta: 29,61 A. 


PROBLEMA PRÁTICO 17.8 • 


EXEMPLO 17.9 • 


PROBLEMA PRÁTICO 17.9 • 
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17.6 Séries de Fourier exponenciais 

Uma forma compacta de expressar a série de Fourier na Equação (17.3) é co¬ 
locá-la na forma exponencial. Isso requer que representemos as funções seno e 
cosseno na forma exponencial usando a identidade de Euler: 


cos nco Q t = ~[ e jno,0 ‘ + e jnc ° ot ] 


2 r 


sen noj 0 t = — [e jnü, ° r - e Jnw ° 1 } 


(17.54a) 

(17.546) 


Substituindo a Equação (17.54) na Equação (17.3) e reunindo termos, obtemos 

f(t) = «o + \ 2 \ifln ~ ]b„)e jmúat + (a n + ]b n )e (17.55) 

L n= I 


Se definirmos um novo coeficiente c n de modo que 

ifln ~ jb „) 


Co — C„ — 

então f(f) fica 


c ^ = c * = ^ (17.56) 


OU 


/(O = Co + 2 {c n e jnúJ ° l + c n e jnoi ° l ) (17.57) 

n=l 


oo 

/(O = 2 c n e j ™« 

n= —oo 


(17.58) 


Esta é a representação da série de Fourier exponencial ou complexa de f( t). 
Note que essa forma exponencial é mais compacta que a forma seno-cosseno 
na Equação (17.3). Embora os coeficientes c n da série de Fourier exponencial 
também possam ser obtidos de a„ e b n usando a Equação (17.56), eles também 
podem ser obtidos diretamente de f(t) como segue 


\_ 

T 


Í T 

f(t)e jn0J ° l dt 
Jo 


(17.59) 


onde cú 0 = 2 tt!T, como de praxe. Os gráficos de magnitude e de fase de c„ ver¬ 
sus no) 0 são denominados, respectivamente, espectro de amplitudes complexas 
e espectro de fases complexas de f(i). Os dois espectros formam o espectro de 
frequência complexa de f{t). 


A série de Fourier exponencial de uma função periódica f(t) descreve o 
espectro de f(t) em termos de ângulo de fase e de amplitude das compo¬ 
nentes CA nas frequências harmônicas positiva e negativa. 


Os coeficientes das três formas da série de Fourier (seno-cosseno, fase- 
-amplitude e exponencial) se relacionam como segue 
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K /Qn = ü n ~ jb„ = 2 C, 


(17.60) 


OU 


Cn\/0n 


Va 


- -/~tg ' bja n 


(17.61) 


se apenas a„ > 0. Note que a fase 0„ de c„ é igual a (f> nr 

Em termos dos coeficientes complexos de Fourier, c„, o valor RMS de um 
sinal periódico f(t) pode ser encontrado como 


^RMS 


1 


T 

"U 

= 2 c„ 


f(t) dt = 


1 

T) 


m 


2 c n e jniúot 


dt 


f(t)e jnwot dt 


(17.62) 


= 2 C nCn = 2 kn|' 


OU 


í"rms — 



A Equação (17.62) pode ser escrita como 


^RMS — |c 0 | 2 + 2 2 l c ;;| 

n= 1 


Enfatizando, a potência dissipada por uma resistência de 1 Í1 é 


(17.63) 


(17.64) 


f^líl f^RMS 2 \Cn\~ (17.65) 

n =—oo 

que é uma reafirmação do teorema de Parseval. O espectro de potências do 
sinal/(t) é o gráfico de |c„| 2 versus na) 0 . Se f(t) for a tensão em um resistor R, 
a potência média absorvida pelo resistor é Fj^/R; se /’(/) for a corrente em R. 
a potência é Fj^gR. 

Como exemplo, considere o trem de pulsos periódicos da Figura 17.27. Nos¬ 
so objetivo é obter seus espectros de amplitudes e de fases. O período do trem 
de pulsos é T= 10, de modo que co 0 = 2ttíT= tt/5 . Usando a Equação (17.59), 


r /2 j 

f(t)e J ™«‘dt = — 

-T/2 10 


1 


-jnw Q 


-jruúgt 


1 


-jna) o 


(e 


lOe jna>ot dt 


-jno>o _ „jnui 0 


e jmo °) 


nu > 0 


2 j 


sen nw 0 tt 

= 2 , o) 0 = — 

nco o 5 


= 2 


senn7r/5 

mr/5 


(17.66) 

-11 -9 

Figura 17.27 

periódicos. 


m 

10 


-10 1 9 11 t 

Trem de pulsos 
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e 


oo 

m = 2 2 

n =—oo 


sen n ir/5 ^ jnm/5 
rnr/5 


(17.67) 


Em teoria da comunicação, a 
função sinc é denominada função 
de amostragem, na qual ela é 
extremamente útil. 


Note da Equação (17.66) que c„ é o produto entre 2 e uma função da forma sen 
x/x. Essa função é conhecida como função sinc; nós a escrevemos na forma 

sinc(jt) = SCn ^ (17.68) 

x 

Algumas propriedades da função sinc são importantes. Para argumento zero, o 
valor da função sinc é unitário, 


sinc(O) = 1 (17.69) 

Este é obtido aplicando-se a regra de L’Elôspital à Equação (17.68). Para um 
múltiplo inteiro de ir, o valor da função sinc é zero, 


sinc(«7r) = 0, n = 1, 2, 3,.. . (17.70) 

Da mesma forma, a função sinc mostra simetria par. Com tudo isso em mente, 
podemos obter os espectros de amplitude e de fase de f(t). Da Equação (17.66), 
a magnitude é 


O exame dos espectros de entrada 
e de saída possibilita a visualização 
do efeito de um circuito em um 
sinal periódico. 



Figura 17.28 Amplitude de um 
trem de pulsos periódicos. 


enquanto a fase é 


kn| 


sen m 77-/5 
«77-/5 



O 

O 

n 77 
sen — 
5 

> 

0 

O 

OO 

nir 
sen — 

< 


5 



(17.71) 


(17.72) 


A Figura 17.28 mostra o gráfico de \c n \ versus n variando de -10 a 10, onde 
n = u>/a> Q é a frequência normalizada. A Figura 17.29 mostra o gráfico de 0 n 
versus n. Tanto o espectro de amplitudes como o de fases são denominados 
espectros de linhas, pois os valores de \c,\ e Q n ocorrem apenas em valores 
discretos de frequências. O espaçamento entre as linhas é w 0 . O espectro de 
potências, que é o gráfico de |c„| 2 versus nw 0 , também pode ser representado 
graficamente. Note que a função sinc forma o envoltório do espectro de 
amplitudes. 



Figura 17.29 Espectro de fases de um trem de pulsos 
periódicos. 
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Determine a expansão da série de Fourier exponencial da função periódica f(f) = e ', 
0 <t< 2 tt com f(t + 2t7) =f(t). 

Solução: Como T= 2 tt, w 0 = 2tt/T= 1. Logo, 

1 f r 1 [ 27r . 

c„ = - J f(t)e- 2 ™°'dt = — J e‘e- jn, dt 


EXEMPLO 17.10 • 


1 1 


Cl -jn)t 


ATT | 

=-[e 2lr e~ i27rn - 1] 

o 2 tt(1 - jrí) 


2 tt 1 — jn 
Mas, pela identidade de Euler, 

g -j 2 irn _ cos 2 - 7 J -/7 — j sen 2 Trn = 1 — jO = 1 

Portanto, 


c„ = - . A e 2 ” - 1] = 


85 


2 77(1 - jn) 


1 - jn 


A série de Fourier complexa é 


85 


/W = 2 ^-- e' " 

n =-oo 1 - jn 

Talvez queiramos representar graficamente o espectro de frequências complexas de f(i). 
Se fizermos, c n = \c n \/d n ,então 


85 


vT 


+ n 


e n = tg l n 


Inserindo valores positivos e negativos de n, obtemos os gráficos de amplitudes e de 
fases de c n versus tuo 0 = n, como indicado na Figura 17.30. 



Figura 17.30 Espectro de frequências complexas da função do Exemplo 17.10: (a) espectro de amplitudes; ( b ) espectro 
de fases. 


Obtenha a série de Fourier complexa da função da Figura 17.1. 

Resposta: f(t) = ' - 2 —e jnm . 

2 „„„ n 77 

n± 0 
n =ímpar 


PROBLEMA PRATICO 17.10 
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EXEMPLO 17.11 


Determine a série de Fourier complexa da onda dente de serra da Figura 17.9. Repre¬ 
sente graficamente os espectros de amplitudes e de fases. 

Solução: Da Figura 17.9,/(í) = í, 0 < t < 1, T = 1 de modo que w 0 = IttIT = 2ir. 
Portanto, 


c„ = M Me Jn ^dt = | 


te~ j2nm dt 


(17.11.1) 


Porém, 


te ar dt = —r -(ax — 1) + C 


Aplicando essa última na Equação (17.11.1), obtemos 


—j2mrt 


( ~j2n tt )' 


:(—j2mrt - 1) 


—j2mr /_ 


(—j2nir — 1) + 1 


(17.11.2) 


Novamente, 


—j2rm 


de modo que a Equação (17.11.2) fica 


—j2mr 


J 

2nir 


Isso não inclui o caso quando n = 0. Quando n = 0, 


Co = 


1 


/(O dt = y | tdt = 


= 0,5 


Portanto, 


n— — oc 

n* 0 


f(t) = o ,5 + y J— e v™t 

2n 7t 


1 


n + 0 


|c„| = < 2|n|ir 

10,5, n = 0 


0„ = 90°, n A 0 


(17.11.3) 


(17.11.4) 


(17.11.5) 


(17.11.6) 


Colocando |c„| e 9 n na fonna de gráfico para n diferentes, obtemos o espectro de ampli¬ 
tudes e o de fases, como mostrado na Figura 17.31. 



K 

90" 


—5(i)q~4(jÚq—3o)q—2ci)q — ÍOq 0 OJq 2cüq 3cüq 4(0 (] 5ü)g (Jt) 

(«) ( b) 

Figura 17.31 Esquema para o Exemplo 17.11: (a) espectro de amplitudes; ( b ) espectro de fases. 


• PROBLEMA PRÁTICO 17.11 


Obtenha a expansão da série de Fourier complexa de f(t) da Figura 17.17. Mostre os 
espectros de amplitudes e de fases. 
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Resposta: f{t) = 


1 

n= —1 
n¥=0 


/(- 1 )" - , 
J v 7 jmrt 

MT 


. Veja os espectros na Figura 17.32. 




90" 



-3 

-1 

1 

3 


(a) ( b ) 

Figura 17.32 Gráficos para o Problema prático 17.11: (a) espectro de amplitudes; (b) espectro de fases. 


Análise de Fourier usando o PSpice 

Normalmente, a análise de Fourier é realizada com o PSpice junto à análise 
de transientes. Consequentemente, temos de realizar uma análise de transien¬ 
tes para poder realizar uma análise de Fourier, e para realizá-la de uma forma 
de onda, precisamos de um circuito cuja entrada é a forma de onda onde a 
saída é a decomposição de Fourier. 

Um circuito adequado é uma fonte de corrente (ou de tensão) em série 
com um resistor de 1 íl, conforme mostrado na Figura 17.33. A forma de onda 
é aplicada como entrada v s (t), usando VPULSE para um pulso ou VSIN para 
uma senoide, e os atributos da forma de onda são configurados ao longo de seu 
período T. A saída V(l)donó 1 éo nível CC (a 0 ) e as nove primeiras harmô¬ 
nicas (AJ com suas fases correspondentes t fi n ; isto é, 


17.7 


i 



0 


1 



0 


(a) 


( b) 


Figura 17.33 Análise de Fourier com 
o uso do PSpice: (a) fonte de corrente; 
(b) fonte de tensão. 


9 

v a (t) = «o + 2 A n sen (fi(o 0 t + «//„) (17.73) 

n= 1 


onde 


A„ = Va 2 n + b\, f \> n = </>„ - <f>„ = tg 1 ^ (17.74) 

Observe a Equação (17.74) que a saída do PSpice se encontra na forma 
seno e ângulo em vez de cosseno e ângulo da Equação (17.10). A saída do 
PSpice também inclui os coeficientes de Fourier normalizados. Cada coe¬ 
ficiente a n é normalizado dividindo-o pela magnitude da fundamental a x , 
de modo que a componente normalizada é aja x . A fase correspondente i (i n 
é normalizada subtraindo-se dela a fase ifi l da fundamental, de modo que a 
fase normalizada é i/j n - </q. 

Existem dois tipos de análises de Fourier disponíveis no PSpice for Win¬ 
dows: Discrete Fourier Transform (DFT), realizada pelo programa PSpice e 
Fast Fourier Transform (FFT), realizada pelo PSpice Al D. Enquanto o DFT é 
uma aproximação da série de Fourier exponencial, o FTT é um algoritmo para 
cálculo numérico rápido e eficiente do DFT. Uma discussão completa sobre o 
DFT e FTT está fora do escopo deste livro. 
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Figura 17.34 Caixa de diálogo 
Transient. 


17.7.1 Transformada de Fourier discreta 

Uma transformada de Fourier discreta (DFT) é executada pelo programa 
PSpice, que tabula as harmônicas em um arquivo de saída. Para possibilitar 
uma análise de Fourier, selecionamos Analysis/Setup/Transient e acionamos 
a caixa de diálogo Transient, mostrada na Figura 17.34. A opção Print Step 
deve ser uma pequena fração do período T, enquanto Final Time poderia ser 
igual a 6T. Center Frequency é a frequência fundamental^ = MT. A variável 
particular cuja DFT é desejada, V(l) na Figura 17.34, é introduzida na cai¬ 
xa de diálogo Output Vars. Além de preencher a caixa de diálogo Transient, 
DCLICK Enable Fourier. Com a análise de Fourier habilitada e o esquema 
salvo, execute o PSpice selecionando Analysis/Simulate como de praxe. O 
programa executa uma decomposição harmônica em componentes de Fourier 
do resultado da análise de transiente. Os resultados são enviados para um ar¬ 
quivo de saída que pode ser recuperado selecionando Analysis/Examine Out¬ 
put. O arquivo de saída inclui o valor CC e a primeira das nove harmônicas 
(padrão), embora se possa especificar mais no quadro Number of harmonics 
(ver a Figura 17.34). 

17.7.2 Transformada de Fourier rápida 

Uma transformada de Fourier rápida (FFT) é executada pelo programa PSpi¬ 
ce AID e é exibida na forma de um gráfico do PSpice AID do espectro com¬ 
pleto de uma expressão transiente. Como explicado, primeiro construímos 
o esquema da Figura 1733b e introduzimos os atributos da forma de onda. 
Também precisamos introduzir Print Step e Final Time na caixa de diálogo 
Transient. Uma vez feito isso, podemos obter a FFT da forma de onda de 
duas maneiras. 

A primeira delas é inserir um marcador de tensão no nó 1 no esquema do 
circuito da Figura 17.336. Após salvar o esquema e selecionar Analysis/Simu¬ 
late, a forma de onda V(l) será exibida na janela PSpice AID. Dar um clique 
duplo sobre o ícone FFT no menu PSpice AID substituirá automaticamente a 
forma de onda por sua FFT. Do gráfico gerado pela FFT, podemos obter as 
harmônicas. Caso o gráfico gerado pela FFT esteja congestionado, podemos 
usar o intervalo de dados User Defined (ver a Figura 17.35) para especificar 
um intervalo menor. 



Figura 17.35 Caixa de diálogo de configuração do eixo X. 
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Outra forma de se obter a FFT de V(l) é não inserir um marcador de ten¬ 
são no nó 1 do esquema. Após selecionar Analysis/Simulate, a janela PSpice 
A/D surgirá sem nenhum gráfico em seu interior. Selecionamos Trace/Add e 
digitamos V(l) na caixa Trace Command e DCLICKL OK. Agora, selecio¬ 
namos Plot/X-Axis Settings para acionar a caixa de diálogo X-Axis Setting, 
mostrada na Figura 17.35 e selecionamos então Fourier/OK. Isso fará que 
seja exibida a FFT do(s) sinal(s) selecionado(s) a ser(em) exibido(s). Esse se¬ 
gundo método é útil para obter a FFT de qualquer sinal associado ao circuito. 

A principal vantagem do método FFT é que ele fornece saída gráfica. Po¬ 
rém, sua grande desvantagem é que algumas harmônicas podem ser muito pe¬ 
quenas para serem vistas com clareza. 

Tanto na DFT como na FFT, devemos deixar que a simulação seja executa¬ 
da por um grande número de ciclos e usar um pequeno valor para Step Ceiling 
(na caixa de Transient) para garantir resultados precisos. Final Time na caixa 
de diálogo Transient deve ser pelo menos cinco vezes o período do sinal para 
possibilitar que a simulação atinja o regime estacionário. 


Use o PSpice para determinar os coeficientes de Fourier do sinal na Figura 17.1. 

Solução: A Figura 17.36 ilustra o esquema para obter os coeficientes de Fourier. Ten¬ 
do já o sinal da Figura 17.1, introduzimos os atributos da fonte de tensão VPULSE, 
conforme mostrado na Figura 17.36. Resolveremos esse exemplo usando tanto o mé¬ 
todo DFT como o FFT. 

M MÉTODO 1 Método DFT: (O marcador de tensão da Figura 17.36 não é neces¬ 
sário para esse método.) A partir da Figura 17.1, fica evidente que T= 2 s, 


fo 


1 _ 1 

T ~ 2 


0,5 Hz 


Portanto, selecionamos Final Time igual a 6T = 12 s na caixa de diálogo Transiente. 
Print Step igual a 0,01 s, Step Ceiling igual a 10 ms, Center Frequency igual a 0,5 Hz e 
a variável de saída igual a V(l). (Na realidade, a Figura 17.34 é para o exemplo parti¬ 
cular.) Quando o PSpice for executado, o arquivo de saída conterá o seguinte resultado: 


EXEMPLO 17.12 • 


V1=0 

V2 = l 

TD=0 

TF=lu 

TR=lu 

PW=1 

PER=2 



Figura 17.36 Esquema para o 
Exemplo 17.12. 


FOURIER COEFFICIENTS OF TRANSIENT RESPONSE V(l) 
DC COMPONENT = 4.989950E-01 


HARMONIC 

FREQUENCY 

FOURIER 

NORMALIZED 

PHASE 

NORMALIZED 

NO 

(HZ) 

COMPONENT 

COMPONENT 

(DEG) 

PHASE (DEG) 

1 

5.OOOE-Ol 

6.366E-01 

l.OOOE+OO 

-1.809E-01 

0.OOOE+OO 

2 

l.OOOE+OO 

2.012E-03 

3.160E-03 

-9.226E+01 

-9.208E+01 

3 

1.500E+00 

2.122E-01 

3.333E-01 

-5.427E-01 

-3.619E-01 

4 

2.OOOE+OO 

2.016E-03 

3.167E-03 

-9.451E+01 

-9.433E+01 

5 

2.500E+00 

1.273E-01 

1.999E-01 

-9.048E-01 

-7.239E-01 

6 

3.OOOE+OO 

2.024E-03 

3.180E-03 

-9.676E+01 

-9.658E+01 

7 

3.500E+00 

9.088E-02 

1.427E-01 

-1.2 67E+00 

-1.086E+00 

8 

4.OOOE+OO 

2.035E-03 

3.197E-03 

-9.898E+01 

-9.880E+01 

9 

4.500E+00 

7.065E-02 

l.llOE-01 

-1.630E+00 

-1.449E+00 


A comparação do resultado com aquele da Equação (17.1.7) (ver o Exemplo 17.1) ou 
com os espectros da Figura 17.4 resulta em uma concordância próxima. Da Equação 
(17.1.7), a componente CC é 0,5, enquanto o PSpice fornece 0,498995. Da mesma for¬ 
ma, o sinal possui apenas harmônicas ímpares com fase i/ç, = -90°, enquanto o PSpice 
parece indicar que o sinal tem harmônicas pares embora as magnitudes das harmônicas 
pares sejam pequenas. 

■ MÉTODO 2 Método FFT: Com o marcador de tensão da Figura 17.36 posicio¬ 
nado, rodamos o PSpice e obtemos a forma de onda V(l) mostrada na Figura 17.37a na 
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janela PSpice A/D. Dando um clique duplo sobre o ícone FFT no menu PSpice A/D e 
mudando o ajuste do eixo X para 0 a 10 Fiz, obtemos a FFT de V(l), conforme mostrado 
na Figura 17.376. O gráfico gerado pelo FFT contém as componentes harmônicas e CC 
dentro do intervalo de frequências escolhido. Note que as magnitudes e as frequências 
das harmônicas concordam com os valores tabulados gerados pelo DFT. 


1.0 V 


0 V 
0 s 


2 s 


4 s 


□ V(l) 


6 s 
Tempo 

(a) 


8 s 


10 s 


12 s 


1.0 V , 


0 V ' 


J A 


0 Hz 2 Hz 

□ V(l) 


4 Hz 6 Hz 

Frequência 

( b ) 


8 Hz 


10 Hz 




PROBLEMA PRATICO 17.12 


Figura 17.37 (a) Forma de onda original da Figura 17.1; (6) FFT da fonna de onda. 

Obtenha os coeficientes de Fourier da função da Figura 17.7, usando o PSpice. 

Resposta: 

FOURIER COEFFICIENTS OF TRANSIENT RESPONSE V(l) 

DC COMPONENT = 4.950000E-01 


HARMONIC 

FREQUENCY 

FOURIER 

NORMALIZED 

PHASE 

NORMALIZED 

NO 

(HZ) 

COMPONENT 

COMPONENT 

(DEG) 

PHASE (DEG) 

1 

l.OOOE+OO 

3.184E-01 

l.OOOE+OO 

-1.782E+02 

0.OOOE+OO 

2 

2.OOOE+OO 

1.593E-01 

5.002E-01 

-1.7 64E+02 

1.800E+00 

3 

3.OOOE+OO 

1.063E-01 

3.338E-01 

-1.746E+02 

3.600E+00 

4 

4.OOOE+OO 

7.979E-02 

2.506E-03 

-1.728E+02 

5.400E+00 

5 

5.OOOE+OO 

6.392E-01 

2.008E-01 

-1.710E+02 

7.200E+00 

6 

6.OOOE+OO 

5.337E-02 

1.67 6E-03 

-1.692E+02 

9.OOOE+OO 

7 

7.OOOE+OO 

4.584E-02 

1.440E-01 

-1.674E+02 

1.080E+01 

8 

8.OOOE+OO 

4.021E-02 

1.263E-01 

-1.656E+02 

1.260E+01 

9 

9.OOOE+OO 

3.584E-02 

1.126E-01 

-1.638E+02 

1.440E+01 


• EXEMPLO 17.13 



Figura 17.38 Esquema para o 
Exemplo 17.13. 


Se v s = 12 sen (200 Trt)u(t) V no circuito da Figura 17.38, determine i(t). 

Solução: 

1. Definição. Embora o problema pareça claro, seria recomendável verificar com 
o formulador do problema para ter certeza de que ele deseja a resposta tran¬ 
siente e não a resposta em regime estacionário; nesse último caso, o problema 
se toma trivial. 
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2. Apresentação. Devemos determinar a resposta i(t) dada à entrada v s (t) usando a 
análise de Fourier e PSpice. 

3. Alternativa. Usaremos o DFT para realizar a análise inicial. Em seguida, verifi¬ 
caremos empregando o método FFT. 

4. Tentativa. O esquema é mostrado na Figura 17.39. Poderíamos usar o método 
DFT para obter os coeficientes de Fourier de /(/). Como o período da forma de 
onda de entrada é T= 1/100 =10 ms, na caixa de diálogo Transient selecionamos 
Print Step: 0.1 ms, Final Time : 100 ms, Center Frequency: 100 Hz, Number of 
harmonics : 4 e Output Vars: I(L1). Quando o circuito é simulado, o arquivo de 
saída inclui o seguinte: 


FOURIER COEFFICIENTS OF TRANSIENT RESPONSE I (VD) 
DC COMPONENT = 8.583269E-03 


HARMONIC 

FREQUENCY 

FOURIER 

NORMALIZED 

PHASE 

NO 

(HZ) 

COMPONENT 

COMPONENT 

(DEG) 

1 

1.000E+02 

8.730E-03 

1.OOOE+OO 

-8.984E+01 

2 

2.000E+02 

1.017E-04 

1.165E-02 

-8.306E+01 

3 

3.000E+02 

6.811E-05 

7.802E-03 

-8.235E+01 

4 

4.000E+02 

4.403E-05 

5.044E-03 

-8.943E+01 


Com os coeficientes de Fourier, a série de Fourier que descreve a corrente i(i) 
pode ser obtida usando-se a Equação (17.73); isto é, 

i{f) = 8,5833 + 8,73 sentir • 100/ - 89,84°) 

+ 0,1017 sen(277 • 200/ - 83,06°) 

+ 0,068 sen(27r ■ 300/ - 82,35°) + ■ • ■ mA 

5. Avaliação. Também podemos utilizar o método FFT para confirmar nosso resul¬ 
tado. O marcador de corrente é inserido no pino 1 do indutor conforme mostrado 
na Figura 17.39. Executando o PSpice, produzirá automaticamente o gráfico de 
I(L1) na janela PSpice A/D, conforme mostrado na Figura 17.40a. Dando um 
clique duplo sobre o ícone FFT e configurando o intervalo do eixo X de 0 a 200 Hz, 
geramos a FFT de I(L1), mostrado na Figura 17.406. Fica claro, do gráfico gera¬ 
do pelo FFT, que apenas a componente CC e a primeira harmônica são visíveis. 
Harmônicos superiores são insignificantes. 


20 mA 


-20 mA 
0 


AAAAAAAAAA 


s 20 ms 40 ms 60 ms 80 ms 100 
□ I (Ll) Tempo 


ms 


(a) 


10 mA i 



(6) 

Figura 17.40 Esquema para o Exemplo 17.13: (a) gráfico de /(/); (6) o FFT de /'(/). 



Figura 17.39 Esquema do circuito 
da Figura 17.38. 


NORMALIZED 
PHASE (DEG) 

0.OOOE+OO 
6.783E+00 
7.490E+00 
4.054E+00 
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Figura 17.41 Esquema para o 
Problema prático 17.13. 


• PROBLEMA PRÁTICO 17.13 


Como observação final, a resposta faz sentido? Vejamos a resposta à transiente 
real, i(t) = (9,549e~°’ 5í - 9,549) cos(200nt)u(t) niA. O período da onda cosseno é 
10 ms, enquanto a constante de tempo da exponencial é 2.000 ms (2 segundos). 
Portanto, a resposta que obtivemos pelas técnicas de Fourier é concordante. 

6. Satisfatória? Está claro que resolvemos o problema de forma satisfatória usando 
o método especificado. Agora, podemos apresentar nossos resultados como uma 
solução ao problema. 

Uma fonte de corrente senoidal de amplitude 4 A e frequência 2 kElz é aplicada ao cir¬ 
cuito da Figura 17.41. Use o PSpice para encontrar v(t). 

Resposta: v{f) = -150,72 + 145,5 sen(47r • 10 3 r + 90°) + /xV. As componentes 
de Fourier são apresentadas a seguir: 


FOURIER COEFFICIENTS OF TRANSIENT RESPONSE V(R1:1) 
DC COMPONENT = -1.507169E-04 


HARMONIC 

FREQUENCY 

FOURIER 

NORMALIZED 

PHASE 

NORMALIZED 

NO 

(HZ) 

COMPONENT 

COMPONENT 

(DEG) 

PHASE (DEG) 

1 

2.000E+03 

1.455E-04 

l.OOOE+OO 

9.006E+01 

0.OOOE+OO 

2 

4.000E+03 

1.851E-06 

1.273E-02 

9.597E+01 

5.910E+00 

3 

6.000E+03 

1.406E-06 

9.662E-03 

9.323E+01 

3.167E+00 

4 

8.000E+03 

1.010E-06 

6.946E-02 

8.077E+01 

-9.292E+00 


Tabela 17.4 • 

Intervalos de 

frequências de sinais típicos. 

Sinal 

Intervalo de 
frequência 

Sons audíveis 

20 Hz para 15 kHz 

Rádio AM 

540-1.600 kHz 

Rádio de ondas 

curtas 

3-36 MHz 

Sinais de vídeo 


(padrão norte- 
-americano) 

dc para 4,2 MHz 

Televisão VHF 

Rádio FM 

54-216 MHz 

Televisão UHF 

470-806 MHz 

Telefone celular 

824-891,5 MHz 

Micro-ondas 

2,4-300 GHz 

Luz visível 

10 5 - 10 6 GHz 

Raios X 

10 8 - 10 9 GHz 


Aplicações 

Demonstramos, na Seção 17.4, que a expansão da série de Fourier permite a 
aplicação das técnicas de fasores usadas na análise CA para circuitos contendo 
excitações periódicas não senoidais. Essa série possui muitas outras aplicações 
práticas, particularmente no processamento de sinais e comunicação. Entre as 
aplicações mais comuns, temos análise espectral, filtragem, retificação e dis¬ 
torção harmônica. Veremos duas delas: analisadores de espectros e filtros. 

17.8.1 Analisadores de espectro 

A série de Fourier fornece o espectro de um sinal. Conforme vimos, o es¬ 
pectro é fonnado pelas amplitudes e fases das harmônicas versus frequência. 
Fornecendo o espectro de um sinal/(t), a série de Fourier nos ajuda a identi¬ 
ficar as características pertinentes do sinal. Ela demonstra quais frequências 
estão desempenhando papel importante na forma da saída e quais não estão. 
Por exemplo, sons audíveis possuem componentes importantes no intervalo 
de frequências de 20 a 15 kHz, enquanto os sinais luminosos visíveis estão no 
intervalo de 10 5 a 10 6 GFlz. A Tabela 17.4 apresenta alguns outros sinais e os 
intervalos de frequência de suas componentes. Diz-se que uma função periódi¬ 
ca é limitada em sua faixa se seu espectro de frequências contiver apenas um 
número finito de coeficientes A n ou c„. Nesse caso, a série de Fourier fica 

N N 

f(t) = 2 c n e jnoj °‘ = a 0 + 2 A n cos (nco 0 t + <f>„) (17.75) 

n=-N n= 1 

Isso demonstra que precisamos apenas de 2 N + 1 termos (a saber, a 0 , A h A 2 , 
..., A n , 4 > í ,4> 2 , •••, 4>n) P ara especificar completamente f(t) se w 0 for conhecida. 
Isso nos leva ao teorema da amostragem : uma função periódica limitada em 
faixa cuja série de Fourier contiver N harmônicas é especificada de maneira 
única por seus valores em 2 N + 1 instantes em um período. 


17.8 
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Analisador de espectro é um instrumento que exibe a amplitude das com¬ 
ponentes de um sinal versus a frequência, mostrando as diversas componentes 
de frequência (linhas espectrais) que indicam a quantidade de energia em cada 
frequência. 

É diferente de um osciloscópio, que exibe o sinal inteiro (todas as 
componentes) versus tempo. Esse instrumento exibe o sinal no domínio 
do tempo, enquanto o analisador de espectro exibe o sinal no domínio da 
frequência. Talvez não exista nenhum instrumento mais útil para alguém 
que precise analisar circuitos que o analisador de espectro. Um analisador 
é capaz de realizar análise de sinais espúrios e ruído, verificações de fases, 
exames de filtragem e interferência eletromagnética, medidas de vibração, 
medidas para radares e outras. Os analisadores de espectro são encontrados 
no mercado em diversos tamanhos e formatos. A Figura 17.42 mostra um 
analisador típico. 

17.8.2 Filtros 

Os filtros são um componente importante de sistemas eletrônicos e de comuni¬ 
cação. O Capítulo 14 apresentou uma discussão completa sobre filtros passivos 
e ativos. Agora, investigaremos como projetar filtros para escolher a compo¬ 
nente fundamental (ou qualquer harmônica desejada) do sinal de entrada e 
rejeitar outras harmônicas. Esse processo de filtragem não pode ser realizado 
sem a expansão da série de Fourier do sinal de entrada. Para fins de ilustração, 
consideraremos dois casos: um filtro passa-baixas e um filtro passa-faixa. No 
Exemplo 17.6, já analisamos um filtro RL passa-altas. 



Figura 17.42 Analisador de espectro típico. (O SETIInstitute/SPL/ 
Photo Researchers Inc.) 


A saída de um filtro passa-baixas depende do sinal de entrada, da fun¬ 
ção de transferência H(a>) do filtro e da frequência angular ou de meia 
potência u> c . Recorde-se que co c = 1 IRC para um filtro passivo RC. Como 
mostra a Figura 17.43a, o filtro passa-baixas deixa passar as componentes 
de alta frequência. Fazendo u> c suficientemente grande ( w c w 0 , tornando, 
por exemplo, C pequeno), poderá passar um grande número de harmônicas. 
Por outro lado, fazendo co c suficientemente pequena (w f . <í^ o> 0 ), podemos 
bloquear todas as componentes CA e deixa passar apenas CC, conforme 
mostrado comumente na Figura 17.43b. (Ver a Figura 17.2a para a expan¬ 
são da série de Fourier da onda quadrada.) 
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A 





Filtro 







passa-baixas 




<o c « ft ) 0 



(b) 

Figura 17.43 (a) Espectros de entrada e de saída de um filtro passa-baixas; 

(b) filtro passa-baixas deixa passar a componente CC quando (o c <sC &> 0 . 


Nesta seção, usamos co c para 
a frequência central do filtro 
passa-faixa em vez de w 0 como no 
Capítulo 14, para evitar confundir 
(jüq com a frequência fundamental 
do sinal de entrada. 


De modo semelhante, a saída do filtro passa-faixa depende do sinal de 
entrada, da função de transferência do filtro, H(cj), sua largura de banda B 
e sua frequência central a> c . Conforme ilustrado na Figura 17.44o, o filtro 
permite a passagem de todos os harmônicos do sinal de entrada dentro da 
faixa de frequências (oq < w < w 2 ) centrada em u> c . Consideramos que w 0 , 
2u> 0 e 3<w 0 se encontram dentro dessa faixa. Se o filtro for altamente seletivo 
(B <5C co 0 ) e ío c = w 0 , onde w 0 éa frequência fundamental do sinal de entra¬ 
da, o filtro deixa passar apenas a componente fundamental (n = 1) da entrada 
e bloqueia todas as outras harmônicas de maior frequência. Como nos mos¬ 
tra a Figura 17.44b, com uma onda quadrada como entrada, obtemos uma 
onda seno de mesma frequência da saída. (Enfatizando, refira-se à Figura 
17.2a.) 




Figura 17.44 (a) Os espectros de entrada e de saída de um filtro passa-faixa; 
(b) o filtro passa-faixa deixa passar apenas a componente fundamental quando 
B <sC <t) 0 . 
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Se a forma de onda dente de serra da Figura 17.45a for aplicada a um filtro passa-baixas 
ideal com a função de transferência mostrada na Figura 17.456, determine a saída. 



Figura 17.45 Esquema para o Exemplo 17.14. 


Solução: O sinal de entrada da Figura 17.45a é o mesmo que o sinal da Figura 17.9. 
Do Problema prático 17.2, sabemos que a expansão da série de Fourier é 

11 1 1 

x(t) = -sen&) 0 t-sen 2 (o 0 t - sen 3oi 0 t — ■■■ 

2 tt 2tt 3t r 

onde o período é T= 1 s e a frequência fundamental é co Q = 2 tt rad/s; Como a frequência 
angular do filtro é co c = 10 rad/s, apenas a componente CC e harmônicos com nw ü < 
10 terão passagem. Para n — 2, nw 0 = 4 ir = 12,566 rad/s, que é mais elevada que 10 
rad/s, significando que o segundo harmônico e outros superiores a este serão rejeitados. 
Consequentemente, somente as componentes fundamental e CC passarão. Logo, a saída 
do filtro é 


y(0 


1 

2 


1 

— sen 27 rí 

17 


Refaça o Exemplo 17.14 supondo que o filtro passa-faixa seja substituído pelo filtro 
passa-faixa ideal mostrado na Figura 17.46. 


Resposta: v(f) = —-— sen 3w 0 í — -— sen 4 co 0 t — -— sen 5 a> 0 t. 

3lT 477 577 


Resumo 

1. Função periódica é aquela que se repete a cada T segundos; isto é,f ( t±nT) = 
m,n= 1,2,3,... 

2. Qualquer função periódica não senoidal /(/) que encontramos em enge¬ 
nharia elétrica pode ser expressa em termos de senoides usando séries de 
Fourier: 


17.9 


f(t) = «o + 2 cos nw o t + b n sen nw 0 t) 

v ” n=l 

cc v- v " 

CA 

onde w 0 = 27 t/T é a frequência fundamental. A série de Fourier decompõe a 
função na componente CC a 0 e na componente CA contendo um número infi¬ 
nitamente maior de senoides harmonicamente relacionadas. Os coeficientes de 
Fourier são determinados como segue 


EXEMPLO 17.14 • 


\H\ 

1 


0 15 35 co j 

Figura 17.46 Esquema para o 
Problema prático 17.14. 

PROBLEMA PRÁTICO 17.14 • 
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a 0 = 


f(t) dt, a n = - I /O) cos nw Q t dt 


b„ = 


f(t) sen n(o 0 t dt 


Se f(t) for uma função par, b n = 0 e quando f(t) for ímpar, a 0 = 0 e a n = 0. 
Se f{t) for simétrica de meia onda, a 0 = a n = b n = 0 para valores pares de n. 

3. Uma alternativa para as séries de Fourier trigonométricas (seno ou cosse¬ 
no) é a forma amplitude-fase 

oo 

/(?) = fl 0 + 2 A " cos ( nw o t + </>„) 

n— 1 

onde 

A n = Vai + b 2 n , = -tg -1 V 

Ll n 

4. A representação de séries de Fourier possibilita que apliquemos o método 
dos fasores na análise de circuitos quando a função de entrada for uma fun¬ 
ção periódica não senoidal. Usamos a técnica dos fasores para determinar 
a resposta de cada harmônica na série, transformamos as respostas para o 
domínio do tempo e as somamos. 

5. A potência média da tensão e da corrente periódicas é 

P = Vdcfdc + \ COS ( e " - <t>n) 

Em outras palavras, a potência média total é a soma das potências médias 
em cada tensão e corrente harmonicamente relacionadas. 

6. Uma função periódica também pode ser representada em termos de uma 
série de Fourier exponencial (ou complexa) como 

oo 

/(*)= 2 c n e jn ^ 

n=— oo 

onde 

rT 

f(t)e jnwnl dt 
-o 

e a> 0 = 2tt!T. A forma exponencial descreve o espectro de f (t) em termos 
das amplitudes e fases das componentes CA nas frequências harmônicas 
positivas e negativas. Portanto, existem três formas básicas de representa¬ 
ção de série de Fourier: a forma trigonométrica, a forma amplitude-fase e 
a forma exponencial. 

7. O espectro de frequências (ou de linhas) é o gráfico de A n e (/>„ ou |c„| e 0„ 
versus frequência. 

8. O valor RMS de uma função periódica é dado por 



/'rms — 



1 

2 


oo 




2 

n 


n= 1 
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A potência dissipada por uma resistência de 1 Í1 é 

GO GO 

P\(l = pRMS = a 0 + ^ = l c «| 2 

~ /2=1 n = — CO 

Essa relação é conhecida como teorema de Parseval. 

9. Usando o PSpice, uma análise de Fourier de um circuito pode ser realizada 
em conjunto com a análise de transientes. 

10. As séries de Fourier encontram aplicação em filtros e analisadores de es¬ 
pectro. Analisador de espectro é um instrumento que exibe os espectros de 
Fourier discretos de um sinal de entrada, de modo que aquele que realiza a 
análise possa determinar as frequências e as energias relativas das componen¬ 
tes do sinal. Como os espectros de Fourier são espectros discretos, os filtros 
podem ser projetados com grande eficiência no bloqueio de componentes de 
frequência de um sinal que se encontrem fora de um intervalo desejado. 


Questões para revisão 


17.1 Qual das opções a seguir não pode ser uma série de Fourier? 

7 2 t 3 7 4 7 5 

(a) t — — + — — — + — 

2 3 4 5 

(b) 5 sen t + 3 sen 2t — 2 sen 3 1 + sen 4 1 

(c) sen í — 2 cos 37 + 4 sen 4? + cos 4 t 

(d) sen t + 3 sen 2,77 — cos 777 + 2 tg 777 

—jlirt j3 tt t 

p J p J 

(e) 1 + e^' + --+ -- 

2 3 

17.2 Se/ft) = t, 0 < t <77,/( t + mr) =f ( t ), o valor de co 0 é 

(a) 1 (b) 2 (c) 77 (d) 277 

17.3 Qual das funções a seguir são pares? 

(a) t + t 2 (b) t 2 cos t (c) e' 

(d) t 2 + 7 4 (e) senh t 

17.4 Qual das a seguir funções são impares? 

(a) sen t + cos t (b) t sen í 

(c) t ln t (d) 7 3 cos t 

(e) senh t 

17.5 Se f(t) =10 + 8 cos t + 4 cos 37 + 2 cos 5 1 + ..., a magni¬ 
tude do componente CC e: 

(a) 10 (b) 8 (c) 4 

(d) 2 (e)0 


Se f(f) = 10 + 8 cos t + 4 cos 3f + 2 cos 5f + .... a frequên¬ 
cia angular do 6° harmônico e 

(a) 12 (b) 11 (c) 9 

(d) 6 (e) 1 

17.7 A função da Figura 17.14 e simétrica de meia onda. 

(a) Verdadeiro (b) Falso 

17.8 O gráfico de \c n \ versus nto 0 é denominado: 

(a) espectro de frequências complexas 

(b) espectro de amplitudes complexas 

(c) espectro de fases complexas 

17.9 Quando a tensão periódica 2 + 6 sen co 0 t e aplicada a um 
resistor de 1 íl, o inteiro mais próximo da potência (em 
watts) dissipada no resistor e: 

(a) 5 (b) 8 (c) 20 

(d) 22 (e) 40 

17.10 O instrumento para exibição do espectro de um sinal é 
conhecido como: 

(a) osciloscópio (b) espectrograma 

(c) analisador de espectro (d) espectrômetro de Fourier 

Respostas: 17. la, d: 17.2b: 17.3b,c,d; 17.4d,e; 17.5 a; 17.6d; 
17.7a; 17.8b; 17.9d; 17.10c. 


17.6 


Problemas 


• Seção 17.2 Séries de Fourier trigonométricas 

17.1 Calcule cada uma das seguintes funções e verifique se ela 
é periódica. Se for periódica, determine seu período. 

(a) /(?) = COS 77 1 + 2 COS 3 77 7 + 3 COS 5 77 7 

(b) y(7) = sen 7+4 cos 2 77 7 


(c) g(t) = sen 37 cos 47 

(d) h(f) = cos 2 7 

(e) z(t) = 4,2 sen(0,4T7 7 + 10°) 

+ 0,8 sen(0,Ó77 7 + 50°) 

(f ) p(t) = 10 

(g) q(t) = e- m 










• 724 Fundamentos de circuitos elétricos 


17.2 


±1 

ML 


Usando o MATLAB, sintetize a fonna de onda periódica 
para o qual a série de Fourier trigonométrica é 

I 4 ( 1 1 \ 

/(O = - - I cos t + - cos 3f + — cos 5t + • ■ • J 


17.3 Forneça os coeficientes de Fourier a 0 , a„ e b„ da forma de 
onda na Figura 17.47. Represente graficamente os espec¬ 
tros de amplitude e de fase. 



Figura 17.47 Esquema para o Problema 17.3. 


17.4 Determine a expansão em série de Fourier da forma de 
onda mostrada na Figura 17.48. Determine os espectros 
de amplitudes e de fases. 



Figura 17.48 Esquema para os Problemas 17.4 e 17.66. 


17.8 Considere a Figura 17.51 e elabore um problema para ajudar 
e®d outros estudantes a entender melhor como determinar a série 
de Fourier exponencial de uma forma de onda periódica. 



Figura 17.51 Esquema para o Problema 17.8. 

17.9 Determine os coeficientes de Fourier a„ e b„ dos três pri¬ 
meiros termos harmônicos da onda cosseno retificada da 
Figura 17.52. 



Figura 17.52 Esquema para o Problema 17.9. 

17.10 Determine a série de Fourier exponencial para a forma de 
onda da Figura 17.53. 

KOm 

Vo - - 

0 7 t 2tt 37r t 


17.5 Obtenha a expansão em série de Fourier para a forma de 
onda mostrada na Figura 17.49. 



Figura 17.49 Esquema para o Problema 17.5. 


17.6 Determine a série de Fourier trigonométrica para 
f 5, 0 < t < tt 

.10, 7T < t < 2-77 


m = 


/(í + 2 tt) =/(f). 


' 17.7 Determine a série de Fourier da função periódica na Figu- 
Ü ra 17.50. 

ML m 

2 


0 1 
1 


3 Ks) 

J 


Figura 17.50 Esquema para o Problema 17.7. 


* O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 


Figura 17.53 Esquema para o Problema 17.10. 

17.11 Obtenha a série de Fourier exponencial para o sinal da 
Figura 17.54. 

y(f) o 

-1 0 1 2 3 4 5 t 

Figura 17.54 Esquema para o Problema 17.11. 




* 17.12 Uma fonte de tensão possui uma forma de onda periódica 
definida ao longo de seu período como 

v(t) = 10í(2tt - f) V, 0 < t < 2tt 
Determine a série de Fourier para essa tensão. 

17.13 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
e d entender melhor como obter a série de Fourier de uma 

função periódica. 

17.14 Determine a fonna (cosseno e seno) de quadratura da sé¬ 
rie de Fourier 

■SS, 25 ( mr\ 

f(t ) = 5+2 3- cos 2nr + —- 

n=1 n + 1 \ 4 ) 


17.15 Expresse a série de Fourier 
4 


m = io+2 


cos 10 nt — rsen 10 nt 
n 


(a) Em uma fonna angular e de cosseno. 

(b) Em uma fonna angular e de seno. 
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17.16 A forma de onda da Figura 17.55a possui a seguinte série 
de Fourier: 

14 / 1 

VAt) =-U COS7 Tt H-COs37 Tt 

2 -rr 2 \ 9 

H-cos 577/ + ■ ■ ■ ) V 

25 J 

Obtenha a série de Fourier de u 2 (t) na Figura 17.55 b. 


17.19 Obtenha a série de Fourier para a forma de onda periódica 
da Figura 17.57. 



-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 


Figura 17.57 Esquema para o Problema 17.19. 




Figura 17.55 Esquema para os Problemas 17.16 e 17.69. 

• Seção 17.3 Considerações sobre simetria 


17.20 Determine a série de Fourier para o sinal da Figura 17.58. 
±1 Calcule /(/) em t = 2, usando os três harmônicos não nulos. 

ML 


m 




a/. 


-4 -2 0 2 4 6 8 ; 

Figura 17.58 Esquema para os Problemas 17.20 e 17.67. 

17.21 Detennine a série de Fourier trigonométrica do sinal da 
Figura 17.59. 

/(f)| 

A , A . A. 


-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 t 

Figura 17.59 Esquema para o Problema 17.21. 


17.17 Determine se estas funções são pares, impares ou nenhu¬ 
ma delas. 

(a) 1 + / (b) t 2 — 1 (c) cos mrt sen httí 

(d) sen 2 77/ (e) e~‘ 

17.18 Determine a frequência fundamental e especifique o tipo 
de simetria presente nas funções da Figura 17.56. 



h (t )' 


n? 

_ _TL 


(b) 



Figura 17.56 Esquema para os Problemas 17.18 e 17.63. 


17.22 Calcule os coeficientes de Fourier para a função da Figura 
17.60. 



Figura 17.60 Esquema para o Problema 17.22. 

17.23 Considere a Figura 17.61 e elabore um problema para aju- 
eíd dar outros estudantes a entender melhor como determinar 
as séries de Fourier de uma forma de onda periódica. 



Figura 17.61 Esquema para o Problema 17.23. 

17.24 Na função periódica da Figura 17.62, 

(a) Determine os coeficientes a-, e b 2 da série de Fourier 
trigonométrica. 

(b) Calcule a magnitude e a fase da componente de /(/) 
que possui to n = 10 rad/s. 

(c) Use os quatro primeiros tennos não nulos para esti¬ 
mar /” (-77-/2) 

(d) Demonstre que 
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77 _ 1 1 1 1 1 1 

41 35 79 11 



17.29 Determine a expansão da série de Fourier da função onda 
dente de serra da Figura 17.67. 



Figura 17.67 Esquema para o Problema 17.29. 


17.25 Determine a representação da série de Fourier da função 
na Figura 17.63. 

m*. 


17.30 (a) Se f(t) for uma função par, demonstre que 


c 


n 


2 

T 


T/2 

f(f) cos mo 0 t dt 
o 


1 - 




o "S 


"\ 


^4. 


4 t 


Figura 17.63 Esquema para o Problema 17.25. 


17.26 Encontre a representação da série de Fourier do sinal 
mostrado na Figura 17.64. 

/(O* 


(b) Se f(i) for uma função ímpar, demonstre que 

J2 Í T/2 

c„ = /(O sennwjdt 

1 Jo 

17.31 Admitindo que a n e b n sejam os coeficientes da série de 
Fourier f(t) e (o 0 seja sua frequência fundamental. Supo¬ 
nha que se aplique escala de tempo a f(i), dando h(i) = 
/( at ). Expresse a' n e b' n e co' 0 , de h (t) em termos de a n , b n e 

"o d e/(0- 



10 






- 5 






-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 t(s) 

Figura 17.64 Esquema para o Problema 17.26. 

17.27 Para a forma de onda mostrada na Figura 17.65 a seguir, 

(a) Especifique o tipo de simetria que ela possui. 

(b) Calcule a 3 e b 3 . 

(c) Determine o valor RMS usando os cinco primeiros 
harmônicos não nulos. 



17.28 Obtenha a série de Fourier trigonométrica para a fonna de 
Ü onda de tensão mostrada na Figura 17.66. 



• Seção 17.4 Aplicações em circuitos 

17.32 Determine i(t) no circuito da Figura 17.68 dado que 

OO | 

i/t) = 1 + ^ — cos 3fi t A 

1 W 
n= 1 


r *'(í) 
2 H 


Figura 17.68 Esquema para o Problema 17.32. 

17.33 No circuito mostrado na Figura 17.69, a expansão em sé¬ 
rie de Fourier de v s (f) é 
4 A 1 

v s (f) = 3 -t-V —sen(mrt) 

77 , n 

n= 1 

Determine v 0 (f). 


v 0 (t) 


Figura 17.69 Esquema para o Problema 17.33. 

17.34 Considere a Figura 17.70 e elabore um problema para 
eQd ajudar outros estudantes a entender melhor a resposta de 
um circuito a uma série de Fourier. 


10 £2 



2 £2 



-m- 

D j 

1 £2 


Figura 17.66 Esquema para o Problema 17.28. 
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Figura 17.70 Esquema para o Problema 17.34. 

17.35 Se v s no circuito da Figura 17.71 for igual a função f 2 (i) 
da Figura 17.566, determine a componente CC e os três 
primeiros harmônicos não nulos de v D (f). 


17.38 Se a onda quadrada mostrada na Figura 17.74a for aplica¬ 
da no circuito da Figura 17.746, determine uma série de 
Fourier para v 0 (t). 

v s (t) V f 

1 


0 


1 2 
(a) 
1 Q. 


1 Q 

I ti 


+ 

À 

-WA- 

K d> 

+ \ 

1 F = 

= 1Q ; 

>v 0 

1 

-) ihE 


Figura 17.71 Esquema para o Problema 17.35. 

r 17.36 Determine a resposta i a para o circuito da Figura 17.72a, 
onde v s (t) é mostrada na Figura 17.726. 

5 Q 

-m-1 i 


© 


1 H 


100 mF 
(a) 



2 - 
1 - 
0 - 
-1 


2 

(a) 


2 £2 



- 1—VWv - 

+ O 

D 

| 1 Q 

■j 3 H v 


(b) 

Figura 17.73 Esquema para o Problema 17.37. 


( 6 ) 

Figura 17.74 Esquema para o Problema 17.38. 

17.39 Se a tensão periódica da Figura 17.75a for aplicada ao 
circuito da Figura 17.756, determine iJJ). 



Figura 17.72 Esquema para o Problema 17.36. 

17.37 Se a forma de onda de corrente periódica da Figura 
17.73a for aplicada ao circuito da Figura 17.736, deter¬ 
mine v 0 . 

i,(f) 

3 



«o(0 

100 mH 


Figura 17.75 Esquema para o Problema 17.39. 

17.40 O sinal da Figura 17.76a é aplicado ao circuito na Figura 
17.766. Determine v 0 {t). 




Figura 17.76 Esquema para o Problema 17.40. 
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17.41 A tensão senoidal retificada de onda completa, indicada 
na Figura 17.77a, é aplicada ao filtro passa-baixas da Fi¬ 
gura 17.776. Obtenha a tensão de saída v 0 (i) do filtro. 



17.45 Um circuito RLC tem R = 10 íl, L = 2 mH e C = 40 //F. 
Determine a corrente eficaz e a potência média absorvida 
quando a tensão aplicada for 

v(t) = 100 cos 1.000/ + 50 cos 2.000/ 

+ 25 cos 3.000/ V 

17.46 Use o MATLAB para representar graficamente as seguin- 
tes senoides para o intervalo 0 </< 5: 

ML 

(a) 5 cos 3/ — 2 cos(3/ — tt/3) 

(b) 8 sen(T 7 f + tt/ 4) + 10cos(ir/ — 77 / 8 ) 



( b ) 

Figura 17.77 Esquema para o Problema 17.41. 

17.42 A onda quadrada da Figura 17.78a é aplicada ao circuito 
da Figura 17.78 b. Determine a série de Fourier de v 0 (t). 

40 nF 

v s (t) V 
10 


0 

-10 

(a) (b) 

Figura 17.78 Esquema para o Problema 17.42. 

• Seção 17.5 Potência média e valores RMS 

17.43 A tensão nos terminais de um circuito é 
v(t) = [30 + 20cos(60t rí + 45°) 

+ 10 cos(120tt/ - 45°) 1 V 

Se a corrente que entra no terminal de potencial mais ele¬ 
vado for 

f'(í) = 6 + 4cos(607t/ + 10 °) 

- 2 cos( 120 - 77 -/ - 60°) A 
determine: 

(a) O valor RMS da tensão. 

(b) O valor RMS da corrente. 

(c) A potência média absorvida pelo circuito. 

* 17.44 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e€)d tender melhor como determinar a tensão e a corrente RMS 
em um elemento de circuito dadas as séries de Fourier 
da corrente e da tensão. Além disso, o problema também 
deve calcular a potência média fornecida ao elemento e o 
espectro de potência. 



17.47 A forma de onda de corrente periódica da Figura 17.79 é 
aplicada em um resistor de 2 kfí. Determine a percenta¬ 
gem de dissipação de potência média total provocada pela 
componente CC. 

í(í)m 

4 - - 


-1 0 1 2 3 / 


Figura 17.79 Esquema para o Problema 17.47. 

17.48 Para o circuito da Figura 17.80, 

/■(/) = 20 + 16 cos(10/ + 45°) 

+ 12 cos(20/ — 60°) mA 

(a) Determine v(t). 

(b) Calcule a potência média dissipada no resistor. 



Figura 17.80 Esquema para o Problema 17.48. 

17.49 (a) Para a forma de onda periódica do Problema 17.5, de¬ 

termine o valor RMS. 

(b) Use os cinco primeiros harmônicos da série de Fou¬ 
rier do Problema 17.5 para determinar o valor eficaz 
do sinal. 

(c) Calcule o erro percentual no valor RMS estimado de 
z(Z) se 

( valor estimado \ 

% erro =-1 X 100 

\ valor exato / 

• Seção 17.6 Séries de Fourier exponenciais 

17.50 Obtenha a série de Fourier exponencial para/(/) = t, — 1 < 
/ < 1 , com f(t+ 2n) =f(f) para valores inteiros de n. 
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17.51 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 

efejd tender melhor como determinar a série de Fourier expo¬ 
nencial de uma determinada função periódica. 

17.52 Calcule a série de Fourier complexa para f(t) = e l , —ir <t< 
tt, com f{t + 2ttu) =f(t) para todos os valores inteiros de n. 

17.53 Determine a série de Fourier complexa para f(t) = e~' e 0 < 
t < 1, com f(t + n) =f(t) para todos os valores inteiros de n. 

17.54 Determine a série de Fourier exponencial para a função 
da Figura 17.81. 



Figura 17.81 Esquema para o Problema 17.54. 

17.55 Obtenha a expansão da série de Fourier exponencial da 
corrente senoidal retificada de meia onda da Figura 17.82. 



Figura 17.82 Esquema para o Problema 17.55. 


17.56 A representação trigonométrica da série de Fourier de 
uma função periódica é 

" / 1 n \ 

f(t) = 10 + >, —z -cos mrt H— - sennirí 

^ \n 2 + 1 n 2 + 1 J 

Determine a representação de série de Fourier exponen¬ 
cial de f{i). 

17.57 Os coeficientes da representação de série de Fourier tri¬ 
gonométrica de uma função são: 

6 

b„ = 0, a,, = —z -, n = 0, 1, 2,... 

n 3 - 2 

Se = 50n, determine a série de Fourier exponencial 
para a função. 

17.58 Determine a série de Fourier exponencial de uma função 
que possui os seguintes coeficientes de série de Fourier 
trigonométrica: 


«o — 


TT 

4’ 


b„ = 


(-ir 

n 


(-ir -1 


17.59 A série de Fourier complexa da função na Figura 17.83a 
é 


m = 


1 

2 


s 


jg-jV-n + l)! 

(2 n + 1)tt 


Determine a série de Fourier complexa da função h(t) da 
Figura 17.836. 



(a) 



Figura 17.83 Esquema para o Problema 17.59. 


17.60 Obtenha os coeficientes de Fourier complexos do sinal da 
Figura 17.62. 

17.61 Os espectros das séries de Fourier de uma função são 
mostrados na Figura 17.84. 

(a) Obtenha a série de Fourier trigonométrica. 

(b) Calcule o valor RMS da função. 



12 3 4 


- 35 “ 

- 50 ” 


< d „ (rad/s) 


Figura 17.84 Esquema para o Problema 17.61. 


17.62 Os espectros de amplitude e fase de uma série de Fourier 
truncada são indicados na Figura 17.85. 

(a) Determine uma expressão para a tensão periódica 
usando a fornia amplitude-fase. Ver Equação (17.10). 

(b) A tensão e uma função de t ímpar ou par? 


Adote T=2tt. 
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Figura 17.85 Esquema para o Problema 17.62. 

17.63 Faça o gráfico do espectro de amplitude para o sinal f 2 (t) 
da Figura 17.566. Considere os primeiros cinco termos. 

17.64 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e%d tender melhor os espectros de amplitude e de fase de uma 

determinada série de Fourier. 

17.65 Dado que 

” / 20 3 \ 

f(t) = V ——-cos 2 nt - sen 2 nt I 

VnV- nir J 

n =ímpar 

represente graficamente os cinco termos dos espectros de 
amplitude e de fase para a função. 

• Seção 17.7 Analise de Fourier 
JsJ usando o PSpice 

17.66 Determine os coeficientes de Fourier para a forma de 
onda na Figura 17.48 usando o PSpice ou o MultiSim. 

17.67 Calcule os coeficientes de Fourier do sinal na Figura 
17.58 usando o PSpice ou o MultiSim. 

17.68 Use o PSpice ou o MultiSim para determinar as compo¬ 
nentes de Fourier do sinal no Problema 17.7. 

17.69 Use o PSpice ou o MultiSim para obter os coeficientes da 
série de Fourier da forma de onda da Figura 17.55a. 

17.70 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eOd tender melhor como usar o PSpice ou o MultiSim para 

resolver problemas de circuitos com entradas periódicas. 


17.71 Use o PSpice ou o MultiSim para resolver o Problema 
17.39. 

• Seção 17.8 Aplicações 

17.72 O sinal exibido por um aparelho médico pode ser apro¬ 
ximado pela forma de onda mostrada na Figura 17.86. 
Determine a representação em série de Fourier do sinal. 



Figura 17.86 Esquema para o Problema 17.72. 

17.73 Um analisador de espectros indica que um sinal é forma¬ 
do por apenas três componentes: 640 kHz a 2 V, 644 kHz 
a 1 V, 636 kHz a 1 V. Se o sinal for aplicado em um 
resistor de 10 íl, qual será a potência média absorvida 
pelo resistor? 

17.74 Certa corrente periódica limitada em faixa tem apenas 
três frequências em sua representação de série de Fourier: 
CC, 50 Hz e 100 Hz. A corrente pode ser representada 
como segue 

i(t) = 4 + 6 sen 100-77+ + 8 cos IOOttí 
— 3 sen 200 it+ — 4 cos 200-73+ A 

(a) Expresse i(f) na forma amplitude-fase. 

(b) Se 7(0 flui pelo resistor de 2 íl, quantos watts da po¬ 
tência média serão dissipados? 

17.75 Projete um filtro RC passa-baixas com uma resistência 
e‘id R = 2 kfl. A entrada para o filtro é um trem de pulsos re¬ 
tangular periódico (ver Tabela 17.3) com A = 1 V, T= 10 
ms e T = 1 ms. Escolha C de tal forma que a componente 
CC da saída seja 50 vezes maior que a componente fun¬ 
damental da saída. 

17.76 Um sinal periódico dado por v s (f) = 10 V para 0 < t < 1 e 0 
V para 1 < t < 2 é aplicado ao filtro passa-altas da Figura 
17.87. Determine o valor de R tal que o sinal de saída 
v 0 (t) tenha uma potência media de pelo menos 70% da 
potência média do sinal de entrada. 


1 H 



Figura 17.87 Esquema para o Problema 17.76 
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Problemas abrangentes 


17.77 A tensão em um dispositivo é dada por 

v(t) = —2 + 10 cos 4f + 8 cos 6í + 6 cos 8 1 
— 5 sen At — 3 sen 6 1 — sen 8f V 

Determine: 

(a) O período de v(i). 

(b) O valor médio de u(t). 

(c) O valor eficaz de v(i). 

17.78 Certa tensão periódica limitada em faixa possui apenas 
três harmônicos em sua representação na fonna de série 
de Fourier. Os harmônicos possuem os seguintes valores 
RMS: fundamental 40 V, terceiro harmônico 20 V, quinto 
harmônico 10 V. 

(a) Se a tensão for aplicada em um resistor de 5 íl, deter¬ 
mine a potência média dissipada pelo resistor. 

(b) Se uma componente CC for somada à tensão periódi¬ 
ca e a potência medida dissipada aumentar 5%, deter¬ 
mine o valor da componente CC somada. 

17.79 Escreva um programa para calcular os coeficientes de 
Fourier (até o 10° harmônico) da onda quadrada na Tabela 
17.3 comyl = 10 e T= 2. 

17.80 Escreva um programa para calcular a série de Fourier ex¬ 
ponencial da corrente senoidal retificada de meia onda da 
Figura 17.82. Considere termos até o 10° harmônico. 


17.81 Considere a corrente senoidal retificada de onda completa 
da Tabela 17.3. Suponha que a corrente passe através de 
um resistor de 1 íl. 

(a) Determine a potência média absorvida pelo resistor. 

(b) Obtenha c„ para n = 1, 2, 3 e 4. 

(c) Que parcela da potência total é transportada pela 
componente CC? 

(d) Que parcela da potência total é transportada pelo se¬ 
gundo harmônico (n = 2)? 

17.82 Verifica-se que um sinal de tensão limitado em faixa pos¬ 
sui os coeficientes de Fourier complexos apresentados na 
tabela a seguir. Calcule a potência média que o sinal for¬ 
neceria a um resistor de 4 íl. 


IUO 0 

kn| 

0„ 

0 

10,0 

0 o 

(O 

8,5 

15° 

2(0 

4,2 

O 

o 

3(o 

2,1 

45° 

Ao) 

0,5 

o 

O 

sO 

5(0 

0,2 

75° 
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TRANSFORMADA DE FOURIER 


Planejar é fazer hoje para sermos melhores amanhã, pois o futuro 
pertence àqueles que tomam as decisões difíceis hoje. 

Business Week 


Progresso profissional 

Carreira em sistemas de comunicação 

Os sistemas de comunicação aplicam os princípios 
da análise de circuitos e são projetados para trans¬ 
mitir informações de uma fonte (o transmissor) a 
um destino (o receptor) por meio de um canal (o 
meio de propagação). Os engenheiros de teleco¬ 
municação projetam sistemas para transmissão e 
recepção de informações. As informações podem 
se encontrar na forma de voz, dados ou vídeo. 

Vivemos na era da informação - notícias, 
previsão do tempo, esportes, compras, finanças, 
estoque das empresas e outras fontes nos tornam 
disponíveis as informações de modo quase ins¬ 
tantâneo por sistemas de comunicação. Alguns 
exemplos óbvios são a rede telefônica, telefones 
celulares, rádio, TV a cabo, TV via satélite, fax e 
radares. O rádio móvel usado pela polícia, corpo 
de bombeiros, aviação e várias empresas é outro 
exemplo. 

O campo da comunicação talvez seja a área 
de crescimento mais rápido da engenharia elétri¬ 
ca. A fusão do campo da comunicação com a tec¬ 
nologia dos computadores nos últimos anos levou 
às redes de comunicação de dados digitais, como 
redes locais, redes de abrangência metropolitana 
e redes digitais de serviços integrados de banda 


larga. Por exemplo, a Internet (a “supervia da in¬ 
formação”) possibilita que educadores, executi¬ 
vos e outros profissionais enviem suas mensagens 
de e-mail a computadores espalhados ao redor do 
mundo, acessem bancos de dados remotos e trans¬ 
firam arquivos. A Internet afetou o mundo como 
um maremoto e está mudando drasticamente a 
maneira pela qual as pessoas fazem negócios, se 
comunicam e obtêm informações. Essa tendência 
só tende a crescer. 

Um engenheiro de telecomunicação projeta sis¬ 
temas que fornecem serviços de informação de alta 
qualidade. Entre esses sistemas, temos o hardware 
para geração, transmissão e recebimento de sinais de 
informação. Os engenheiros de telecomunicação en¬ 
contram trabalho em vários setores da comunicação 
e em locais onde os sistemas de comunicação são 
usados rotineiramente. Um número cada vez maior 
de órgãos governamentais, departamentos acadêmi¬ 
cos e empresas está exigindo a transmissão cada vez 
mais rápida e precisa de informações. Para atender 
a essas necessidades, há uma grande demanda por 
engenheiros de comunicação. Consequentemente, o 
futuro está na comunicação e todos os engenheiros 
elétricos devem se preparar para isso. 
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Capítulo 18 


18.1 Introdução 

As séries de Fourier permitem que representemos uma função periódica como 
uma soma de senoides e obtenhamos o espectro de frequências a partir dessas 
séries. As transformadas de Fourier pennitem que estendemos o conceito de 
um espectro de frequências para funções não periódicas e supõem que uma 
função não periódica seja uma função periódica de período infinito. Portanto, 
a transformada de Fourier é uma representação em forma de integrais de uma 
função não periódica que é análoga a uma representação em séries de Fourier 
de uma função periódica. 

A transformada de Fourier é uma transformada de integrais como a trans¬ 
formada de Laplace. Ela transforma uma função no domínio do tempo para 
o domínio da frequência, da mesma maneira que é muito útil em sistemas de 
comunicação e processamento de sinais digitais, em situações em que a trans¬ 
formada de Laplace não se aplica. Enquanto a transformada de Laplace pode 
lidar apenas com circuitos com entradas para t > 0 com condições iniciais, a 
transformada de Fourier é capaz de lidar com circuitos com entradas para t < 0, 
bem como para t > 0. 

Iniciamos pelo uso de uma série de Fourier como um trampolim na defi¬ 
nição da transformada de Fourier. Depois disso, desenvolvemos algumas das 
propriedades da transformada de Fourier. Em seguida, aplicamos as transfor¬ 
madas de Fourier na análise de circuitos. Discutimos o teorema de Parseval, 
comparamos as transformadas de Laplace e de Fourier e vemos como as trans¬ 
formadas de Fourier são aplicadas na amostragem e modulação de amplitude. 


Definição de transformada de Fourier 

Vimos, anteriormente, que uma função periódica não senoidal pode ser repre¬ 
sentada por uma série de Fourier, desde que ela satisfaça as condições de Di- 
richlet. O que acontece se uma função não for periódica? Infelizmente, existem 
muitas funções não periódicas importantes — como a função degrau unitário 
ou uma função exponencial — que não conseguimos representar por meio de 
uma série de Fourier. Como veremos, a transformada de Fourier permite uma 
transformação do domínio do tempo para o domínio da frequência, mesmo que 
a função não seja periódica. 

Suponha que queiramos encontrar a transformada de Fourier de uma fun¬ 
ção não periódica p(t), mostrada na Figura 18.1a. Consideramos que uma função 
periódica f(t) cuja forma ao longo de um período seja a mesma que p(i), con¬ 
forme indicado na Figura 18.1 A Se fizermos o período T ■* oo, resta apenas 
um único pulso de largura t (a função não periódica desejada da Figura 18.1a), 
pois os pulsos adjacentes foram deslocados para o infinito. Portanto, a função 
f(t) não é mais periódica. Ou seja ,f(t) =p(t) à medida que T —> <x>. É interessan¬ 
te considerar o espectro de f{t) para A = 10 e r = 0,2 (ver Seção 17.6). A Figura 
18.2 mostra o efeito do aumento de T sobre o espectro. De início, percebemos 
que a forma geral do espectro permanece a mesma e a frequência na qual a en- 
voltória é zero pela primeira vez permanece a mesma. Entretanto, a amplitude 
do espectro, bem como o espaçamento entre componentes adjacentes, diminui, 
enquanto o número de harmônicas aumenta. Logo, ao longo de um intervalo de 
frequências, a soma das amplitudes das harmônicas permanece quase constan¬ 
te. Como a “força” ou energia total das componentes contidas em uma banda 
devem permanecer inalteradas, as amplitudes das harmônicas devem diminuir 


18.2 
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Pd) 

A 


0 T t 

(a) 

Mn 
A - 


-T 0 t T t 

C b ) 

Figura 18.1 (a) Uma função não 

periódica; ( b ) com o aumento de T 
ao infinito,/(í) se toma a função não 
periódica em a. 
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à medida que T aumenta. Como/= 1/T, conforme T aumenta,/ou at diminui, 
de modo que o espectro discreto se torne, em última instância, contínuo. 

2 


r = 0,2 



r = 0,2 



T= 2 



r = 0,2 



0,2 


,. iiiiiui 011 1 liiiiiii . 


--► -5 0 5 Hz 

T= 10 

Figura 18.2 Efeito do aumento de T sobre o espectro do trem 
de pulsos periódicos da Figura 18.1Ó usando a Equação (17.66) 
modificada apropriadamente. 


Para compreender melhor essa ligação entre uma função não periódica e 
seu equivalente periódico, consideremos a forma exponencial de uma série de 
Fourier na Equação (17.58), a saber, 


onde 


f(t) = 2 c„, 


jncúQt 


Cn rp 


T/2 


f{t)e jrUÜ ° dt 


-r /2 


A frequência fundamental é 


a>o — 


277 

T 


e o espaçamento entre harmônicos adjacentes é 


(18.1) 


(18.2) 


(18.3) 


A co = (n + l)w 0 — nw 0 = w 0 


277 

T 


(18.4) 
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Substituindo-se a Equação (18.2) na Equação (18.1), obtemos 


m 


1 

oo 

2 


i 

2 77 



Aw 

277 


T/2 


f(t)e 


-jnoj 0 t 


dt 


T/ 2 J 

rr/2 

f(t)e jnM °‘ dt 


— T/2 



- rT/2 

f(t)e Jnwn ‘ dt 

L -r/2 


>w 0 r 


e jn<a 0 t 

Àwe'"" 0 ' 


(18.5) 


Se fizermos 7 1 —> co, a soma se torna uma integração, o espaçamento incremen¬ 
tal Aco se torna a separação diferencial du> e a frequência harmônica discreta 
7íw 0 se torna uma frequência contínua u>. Portanto, à medida que T > co, 


2 


n = —oo 



A co => da> 


(18.6) 


niú 0 ==> co 


de modo que a Equação (18.5) fica 


m = f- 

- OO 


1 

.3 

p 

8 

277 J 

_ ^ 

. . 

_ 


(18.7) 


O termo entre colchetes é conhecido como a transformada de Fourier de f(f) e 
é representado por F(a>). Logo, 


f(co) = Fim = m e - jw, dt 


(18.8) 


onde Fé o operador da transformada de Fourier. Fica evidente da Equação 
(18.8) que: 


Alguns autores preferem F(jw) 
em vez de F(w) para representar 
a transformada de Fourier. 



Transformada de Fourier é uma transformação de integrais de f(í) do 
domínio do tempo para o domínio da frequência. 


Geralmente, F(u>) é uma função complexa; sua magnitude é denominada 
espectro de amplitudes, enquanto sua fase é chamada espectro de fases. Logo, 
F((o) é o espectro. 

A Equação (18.7) pode ser escrita em termos de F(cj) e obtemos a trans¬ 
formada de Fourier inversa como 


m = 


1 

2tt 


00 

F(oj)e JO>t dw 


(18.9) 


A função f(f) e sua transformada F(cj) formam os pares de transformadas de 
Fourier: 


ff) F(cü) 


(18.10) 


já que uma pode ser obtida da outra. 
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A transformada de Fourier F(u>) existe quando a integral de Fourier na 
Equação (18.8) converge. Uma condição suficiente, mas não necessária para 
que f(t) tenha uma transformada de Fourier é que ela seja completamente inte¬ 
grável no sentido de que 

\f(t)\dt < oo ( 18 . 11 ) 

J-oo 

Por exemplo, a transformada de Fourier da função rampa unitária tu(t) não 
existe, pois a função não satisfaz a condição anterior. 

Para evitar cálculos complexos que aparecem explicitamente na transfor¬ 
mada de Fourier, algumas vezes, é conveniente substituir ju> por s e depois s 
por ja> final. 

• EXEMPLO 18.1 

Determine a transformada de Fourier das seguintes funções: (a) 8(t - t 0 ); (b) e-'" 0 '; 
(c) COS (ú 0 t. 

Solução: 

(a) Para a função impulso, 

F(co) = F[S(t - f 0 )l = f S(t - t 0 )e J0J, dl = e ÍM, ° (18.1.1) 


em que a propriedade de crivo da função impulso na Equação (7.32) foi aplicada. Para 
o caso especial t 0 = 0, obtemos 

2F[S(f)] = 1 (18.1.2) 

Isso demonstra que a magnitude do espectro da função impulso é constante; isto é, 
todas as frequências são igualmente representadas na função impulso. 

(b) Podemos detenninar a transformada de Fourier de e' 100 ' de duas formas. Se fizemos 

F(ai) = 8(co — (Oq) 


poderemos então detenninar f(t) usando a Equação (18.9), escrevendo 

1 


m = 


2l7 


8(to — coq) dco 


Utilizando a propriedade de crivo da função impulso, obtemos 

1 , , 


m = 


2tt 


Como F(cú) e f(t) constituem um par de transformadas de Fourier, assim também deve 
ser 277 ô(íü — ío 0 ) e e 7 " 0 ', 

T\e jo>al \ = 2t t8(co - (o 0 ) (18.1.3) 


De fonna alternativa, a partir da Equação (18.1.2), 

5(f) = F- l [l] 

Usando a fónnula de transformada de Fourier inversa na Equação (18.9), 

5(0 = ^“‘[l] = — [ 1 e Jw 'dw 

2tt J_ 


ou 


e JU>r dco = 2770(0 


(18.1.4) 
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Trocar as variáveis t e co resulta em 

e jM dt = 2tt 8((o) 

Utilizando esse resultado, a transformada de Fourier da função dada é 


(18.1.5) 




e Ja> °'e Ju>r dt = 


0 . 1 ) 


dt = 2ttS(cúq — co) 


Como a função impulso é uma função par, com §(<y 0 — w) = 8(co — co 0 ), 
iT[e 7 “ 0 '] = 2 n S(w - cúq) 

Simplesmente trocando o sinal de &7 0 , prontamente obtemos 
T\e 7 “° f l = 277 0(07 + 07 0 ) 

Da mesma fornia, fazendo O7 0 = 0, 

T[\] = 2770 ( 07 ) 

(c) Usando o resultado nas Equações (18.1.6) e (18.1.7), obtemos 

gj^ 0 ' -\- g ~J OJ o r 


^"[COS 07 0 t] = T 


= -•7 r [e 7 “°'] + 

2 2 

= 77Ô(07 — 07 0 ) + 770(07 + 07 0 ) 

A transformada de Fourier do sinal cosseno é mostrada na Figura 18.3. 


(18.1.6) 


(18.1.7) 


(18.1.8) 


(18.1.9) 


m, 

F(oj) . 


A / 

\ A - 't 

't, 

V V 0 

V Vy' 

1 íi>0 Ci> 


Figura 18.3 Transformada de Fourier def(i) = coso7 0 í. 

Determine as transfonnadas de Fourier das seguintes funções: (a) função porta g(t) = PROBLEMA PRÁTICO 18.1 • 

4 u(t+ 1) — 4u(t — 2); (b) 4ô(í+ 2); (c) 10 sen (o 0 t. 

Resposta: (a) 4(e~ 7 " — e 72 "')//«; (b) 4e /2 "; (c) /107r[S(w + <w 0 ) — S(<w — <w 0 )]- 


Deduza a transformada de Fourier de um pulso retangular simples de largura r e altura 
A, mostrado na Figura 18.4. 

Solução: 


F(a 7 ) = 


r/2 


Ae~ JCÜ ' dt 


-t/2 


- e 


t/2 


-t/2 


2A í e iaT/2 - e ~ 7 " t/2 
^ 2/“ 


= At 


sent<7T/2 

&7t/2 


= At sinc 


ft7T 

2 


Se fizermos A = 10 e t = 2 como na Figura 17.27 (da mesma forma que na Seção 17.6), 
então 


EXEMPLO 18.2 • 

m 

A i 


_10 1 t 

2 2 

Figura 18.4 Um pulso retangular; 
para o Exemplo 18.2. 


F(u 7 ) = 20 sinc co 
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cujo espectro de amplitudes é apresentado na Figura 18.5. Comparando-se a Figura 
18.4 com o espectro de frequências dos pulsos retangulares da Figura 17.28, notamos 
que o espectro da Figura 17.28 é discreto e sua envoltória tem o mesmo formato que a 
transformada de Fourier de um pulso retangular simples. 



I Figura 18.6 Esquema para o 
I Problema prático 18.2. 

• PROBLEMA PRÁTICO 18.2 



Figura 18.5 Espectro de amplitudes do pulso 
retangular da Figura 18.4 para o Exemplo 18.2. 


Obtenha a transformada de Fourier da função da Figura 18.6. 


„ . 20(cosío — 1) 

Resposta: —-—-. 




Figura 18.8 Esquema para o 
Problema prático 18.3. 


Resposta: 


10 

a - joj 


Propriedades das transformadas de 
Fourier 

Desenvolveremos, agora, algumas propriedades das transformadas de Fourier 
que são úteis na determinação das transformadas de funções, complicadas a 
partir das transformadas de funções simples. Para cada propriedade, primeiro, 
iremos enunciá-la e deduzi-la e, em seguida, a ilustraremos por meio de alguns 
exemplos. 


18.3 


Linearidade 

Se / 7 |(oj) e F 2 («) forem, respectivamente, as transformadas de Fourier de f(f) 
e/ 2 (0, então 
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•H«i/i(í) + « 2 / 2 ( 0 ] = « JiM + a 2 F 2 (co) 


(18.12) 


onde a, e a 2 são constantes. Essa propriedade diz simplesmente que a trans¬ 
formada de Fourier de uma combinação linear de funções é a mesma que a 
combinação linear das transformadas das funções individuais. A prova da pro¬ 
priedade da linearidade na Equação (18.12) é simples. Por definição, 


•H«i/i(f) + «2/2/)] = 


[«J/O + a 2 f 2 (t)]e jo1 ‘ dt 

a 2 f 2 {t)e- jw, dt 


«i/i(0<? Jcüt dt + 

0 

= ai-F/w) + a 2 F 2 (co) 


(18.13) 


Por exemplo, scrioj,/ = /(e'“° í - e '"'"'J. Usando a propriedade da linearidade, 


F[sen Wo r] = ^[W w ) - -He M> ')] 

27 


= — [5(w - w 0 ) - S(w + w 0 )] 
J 

= jir [5(co + «o) - S(a> - co 0 ) 


(18.14) 


Aplicação de escala de tempo 

Se F(co) = F\f{t)\ então 


= Í\ F iS) 


(18.15) 


onde a é uma constante. A Equação (18.15) mostra que a expansão no tempo 
(|u| > 1) corresponde à compressão de frequências, ou, ao contrário, a com¬ 
pressão do tempo (|a| < 1) implica na expansão da frequência. A prova da 
propriedade de aplicação de escala de tempo prossegue como segue. 


F[f(at)]= f(at)e~ J dt 

J — 00 

Se fizermos x = at, de modo que dx = a dt , então 

Fíf(at)] = f(x)e J0Jx/a - - = -f(- 

a a \a 

Por exemplo, para o pulso retangular p(t ) do Exemplo 18.2, 


(18.16) 


(18.17) 


F[p(t)] =ÁTSÍnc— (18.18«) 

Usando a Equação (18.15), 

At cot 

F[p(2t)\ = — sinc — (18.186) 
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Pode ser que seja útil representar graficamente p(t) e p(2t) e suas transformadas 
de Fourier. Como 


P(t) = 


T T 

A, — < t < - 
2 2 


(18.19a) 


0, caso contrário 
então, substituir cada t por 2t, resulta em 


T T 

A, — <2 1 < - 


p(2t) = 


2 =< 


0, caso contrário 


T T 

A, — < t < - 
4 4 

0, caso contrário 


(18.196) 


demonstrando que p(2t) é comprimida no tempo, conforme indicado na Figu¬ 
ra 18.96. Para colocar em um gráfico ambas as transformadas de Fourier da 
Equação (18.18), recordamo-nos de que a função sinc possui zeros, quando 
seu argumento for mr, onde n é um inteiro. Logo, para a transformada de p(i) 
da Equação (18.18a), unr/2 = 2 tt/tI 2 = mr f= nh e a transformada de 
p{2f) da Equação (18.186), wr/4 = 27r/f/4 = mr f= 2nh. Os gráficos das 
transformadas de Fourier são mostrados na Figura 18.9, que demonstra que a 
compressão de tempo corresponde à expansão de frequência. Devemos esperar 
isso de forma intuitiva, pois, quando o sinal é comprimido no tempo, a expec¬ 
tativa é de que ele mude mais rapidamente, provocando, consequentemente, o 
surgimento de componentes de frequência mais alta. 




p(2t) 

A 


_10 1 / 
4 4 



Figura 18.9 Efeito da aplicação de fator de escala de tempo: (a) transformada 
do pulso; (6) a compressão no tempo do pulso provoca expansão na frequência. 


7o)] = e-^Fifà) 


Deslocamento no tempo 

Se F(cü) = F\f(f)\, então 


(18.20) 
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isto é, um atraso no domínio do tempo corresponde a um deslocamento de fase 
no domínio da frequência. Para obter a propriedade de deslocamento de tempo, 
percebemos que 


nfis - to)] = 


f(t - t 0 )e dt 


Se fizermos x = t~t 0 de modo que dx = dt e t = x + t 0 , então 


n.f(t - To)] = 


f(x)e~ iw(x+,o) dx 


f(x)e JlúX dx = e j0 F(co) 


De modo similar, T\f(t + t 0 )] = e Jo>t °F(w). 
Por exemplo, do Exemplo 18.3, 


1 


T\e- a, u(t)] = . 

a + jco 

A transformada de f{t) = e {t 2) u(t - 2) é 


F(oj) = T\e^ 2 \i(t - 2)1 = 




1 + jco 


(18.21) 


(18.22) 


(18.23) 


(18.24) 


Deslocamento de frequência (ou modulação de amplitude) 

Essa propriedade afirma que se F(u>) = T[í\l)\. então 


T\ nt)e ja *\ = F(co - u) 0 ) 


(18.25) 


significando que um deslocamento de frequência no domínio da frequência 
acrescenta o deslocamento de fase à função de tempo. Por definição, 


nf(t)e JÍÜ ° r ] = 


f(i)e jwot e~ j<ot dt 

o 

f(t)e J< “ '^‘dt = F(o> ~ u> Q ) 


(18.26) 


Por exemplo, cos<u 0 f = \{d ,o0 ‘ + e Jw0 '). Usando a propriedade na Equação 
(18.25), 


T[f(i) coswqí] = + ] -T[f(t)e J ^'] 

I , (18.27) 

= “ F(o) — m 0 ) + — F(cü + co 0 ) 

Este é um resultado importante na modulação na qual as componentes de 
frequência de um sinal são deslocadas. Se, por exemplo, o espectro de am¬ 
plitudes de f(t) for aquele mostrado na Figura 18.10a, então o espectro de 
amplitudes de f(t)cosw 0 t será aquele exposto na Figura 18.10ft. Trataremos 
da modulação de amplitude de forma detalhada na Seção 18.7.1. 
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(a) 



Figura 18.10 Espectros de amplitude de: (à) sinal f(t); ( b ) sinal modulado f(f) cos aj 0 t. 


Diferenciação no tempo 

Dado que F(co) = F\J(t) ], então 


Hfm =ju>F((0 ) 


(18.28) 


Em outras palavras, a transformada da derivada de f(l) é obtida, multiplicando- 
-se a transformada de/(í) por jw. Por definição, 


m = f [W] 


i 

277 


F(új)e JÚJ ' dco 


(18.29) 


Extraindo a derivada de ambos os lados em relação a t, obtemos 


f'(t) = 


277 


F(w)e jü “cl(o = j(oT^[F((o)] 


ou 


Flf'(t)] = ja>F{<ú) 

Aplicações repetidas da Equação (18.30) resulta em 


^[/ (n) «] = W'F(co) 


(18.30) 


(18.31) 


Se, por exemplo,/(t) = e at u(t), então 

f(t) = -ae~ a, u(t) + e^ a, ô(t) = -af(t) + e^ a, 8(t) (18.32) 

Extraindo as transformadas de Fourier do primeiro e do último termo, obtemos 


1 

ja)F( o) = -aF(cü) + 1 F(w) =- (18.33) 

a + joj 

que coincide com o resultado do Exemplo 18.3. 


Integração no tempo 

Dado que F(oj) = F\J{i )], então 


T 


m dt 


F(co) 

-+ 77F(0)5(w) 

jo> 


(18.34) 
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isto é, a transformada da integral de f(f) é obtida dividindo-se a transformada 
de f(t) por joj e somando o resultado ao termo impulso que reflete a componen¬ 
te CC F(0). Poder-se-ia perguntar: “Como saber, ao extrair a transformada de 
Fourier para integração no tempo, que se deve integrar no intervalo [—00, t] e não 
em [—co, 00]?” Ao integrarmos ao longo de [-00, 00], o resultado não depende 
mais do tempo, e a transformada de Fourier de uma constante é o que obtere¬ 
mos no final. Porém, ao integrarmos no intervalo [-co, ?], obtemos a integral 
da função do momento anterior até t, de modo que o resultado dependa de t, e 
podemos extrair a transformada de Fourier deste. 

Se co for substituído por 0 na Equação (18.8), 


F( 0) = 


m dt 


(18.35) 


indicando que a componente CC é zero quando a integral de f(t) vai desapare¬ 
cendo ao longo do tempo. Aprova da integração no tempo na Equação (18.34) 
será dada posteriormente ao vermos a propriedade de convolução. 

Sabemos, por exemplo, que 37 r [ô(í)] e que integrar a função impulso forne¬ 
ce a função degrau unitário [ver a Equação (7.39a)]. Aplicando a propriedade 
na Equação (18.34), obtemos a transformada de Fourier da função degrau uni¬ 
tário como segue 


F[u(f)] = T 


rí 

8(t) dt 



=-F ir8(co) 

jo> 


(18.36) 


Inversão 

Se F(co) = F\f(f)\, então 


nn-t)] = F(-co) = f*(w) 


(18.37) 


em que o asterisco representa o conjugado complexo. Essa propriedade afirma 
que inverter f(f), em relação ao eixo do tempo, inverte F(co) em relação ao eixo 
da frequência. Esta pode ser considerada um caso especial de aplicação de 
escala no tempo para o qual a = -1 na Equação (18.15). 

Por exemplo, 1 = u{t ) + u(-t). Logo, 


^[ 1 ] = F[u(fí] + Hu{-t)} 

=- F tt8(co) 

jo> 

-F tt 8(—a>) 

jo> 

= 2tt8(co) 


Dualidade 

Essa propriedade afirma que, se F(oj) for a transformada de Fourier de /(/), 
então a transformada de Fourier de F(t) será 27r/(-w); escrevemos 


n/'«] = F(co) => F[F(t)] = 2 7 Tf(-co) 


(18.38) 
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Isso expressa propriedade de simetria da transformada de Fourier. Para obter 
essa propriedade, lembramo-nos de que 


ou 


m = T~ x [FM] = - 1 - 

2 77 


- oo 

F((ü)e ja ' doj 

J —oo 


Como fíf) é a soma dos sinais nas 
Figuras 18.7 e 18.8, F{a>) é a soma 
dos resultados do Exemplo 18.3 e 
do Problema prático 18.3. 


2 77 f(t) = F(a)e JÚ>, d(ü 

Substituindo t por -t, obtemos 

2 tt /(- í ) = [ F(oj)e JW ‘dw 

J — oo 

Se trocarmos t por co, temos 

2tt f(-co) = í F(f)e~ lea dt = nnm 


conforme esperado. 

Se, por exemplo,/(í) = e então 


(18.39) 


(18.40) 


F(o>) = (18.41) 

co + 1 

Pela propriedade da dualidade, a transformada de Fourier de F(t) = 2/(f + 1) é 

2 tt /( w ) = 27re^ wl (18.42) 

A Figura 18.11 mostra outro exemplo da propriedade da dualidade. Ela ilustra 
o fato de que se,f(t) = S(t ), de modo que F(u> ) = 1, como na Figura 18.11a, 
então a transformada de Fourier de F(t) =1 é 2 tt/(oj) = 2ttô(u>), conforme ex¬ 
posto na Figura 18.11 £>. 


/(O- 

, F(to), 

m . 



1 

1 

i 

- 2*77 f((])) 



■* *■ 





0 t 0 co 0 t Oo; 


(a) (b) 

Figura 18.11 Um exemplo típico da propriedade da dualidade das transfomiadas de Fourier: 
(a) transfomiada do impulso; ( b ) transfomiada do nível CC unitário. 


Convolução 

Recordando, do Capítulo 15, que, se x(t) for a excitação de entrada para um 
circuito com uma função de impulso h{t), então a resposta y(t) é dada pela 
integral de convolução 


y{t) = h(t) * x(t) 


h(Á)x(t - A) d\ 


(18.43) 


Se X(a>), //(co) e Y{a>) forem, respectivamente, as transformadas de Fourier de 
x(t), h(t) ey(t), então 
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Y(a>) = T[h{t) * x(í)] — H(co)X(u>) 


(18.44) 


que indica que a convolução no domínio do tempo corresponde à multiplica¬ 
ção no domínio da frequência. 

Para deduzir a propriedade de convolução, extraímos a transformada de 
Fourier de ambos os lados da Equação (18.43) para obter 


Y(co) 



h{X)x{t 


A) d\ 


e JÜJt dt 


(18.45) 


Trocando a ordem da integração e fatorando h(\). que não depende de t, temos 


Y(oj) = 


H A) 



\)e m dt 


d\ 


Para a integral dentro dos colchetes, façamos t = t - À de modo que t = t + À e 
dt = dr. Portanto, 


Y(co) 



j" x(r)e dr 


d\ 


h(\)e- JcüÁ d\ 


- oo 

Jc(T)e~ ; " T c/r = H(m)X(cú) 


(18.46) 


como esperado. Esse resultado expande o método dos fasores além daquilo que 
foi feito com as séries de Fourier no capítulo anterior. 

Para ilustrar a propriedade de convolução, suponhamos que tanto h(t) como 
x(f) sejam pulsos retangulares idênticos, como mostram as Figuras 18.12a e b. 
Recordemo-nos do Exemplo 18.2 e da Figura 18.5, em que as transformadas 
de Fourier dos pulsos retangulares são funções sinc, conforme mostrado nas 
Figuras 18.12c e d. De acordo com a propriedade da convolução, o produto de 
funções sinc deve fornecer a convolução dos pulsos retangulares no domínio 
do tempo. Consequentemente, aconvolução entre os pulsos da Figura 18.12ee 
o produto das funções sinc da Figura 18.12/forma um par de Fourier. 

Tendo em vista a propriedade da dualidade, espera-se que, se a convolução 
no domínio do tempo corresponde à multiplicação no domínio da frequência, 
então a multiplicação no domínio do tempo deveria ter uma correspondência 
no domínio da frequência. Este é o caso. Se f(t) = f\(t)f 2 (t), assim 

F(co) = nmfiif)] = ' Fdoj) * F 2 (oj) (18.47) 

2tt 

ou 

F x (X)F 2 (u - A) d\ (18.48) 

que é convolução no domínio da frequência. Aprova da Equação (18.48) segue 
de imediato a partir da propriedade da dualidade na Equação (18.38). 

Vamos deduzir agora a propriedade de integração no tempo na Equação 
(18.34). Se substituirmos x(i) pela função degrau unitário u(t) e h(t) por f(t) na 
Equação (18.43), então 


F(o>) = J 


A relação importante na Equação 
(18.46) é a principal razão para 
o emprego de transformadas de 
Fourier na análise de sistemas 
lineares. 



r oo 

f(\)u(t - A) dÀ = f(t) * u(t) 


— oo 


(18.49) 
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0 






Figura 18.12 Ilustração da propriedade da convolução. E. O. BRIGHAM. The Fast Fourier Transform, primeira 
edição, © 1974, p. 60. Reproduzido com a permissão de Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ. 


Porém, pela definição da função degrau unitário, 


u(t — A) 


1, t - A > 0 
0, f - A > 0 


Podemos escrever essa última como segue 


u(t — À) 


1, A < t 
0, A > t 


Substituindo a equação anterior na Equação (18.49) faz que o intervalo de 
integração mude de [-ao, oo] para [-oo, /| e, portanto, a Equação (18.49) fica 

rí 

/(A) d\ = u(t) */(í) 


— oo 
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Extrair a transformada de Fourier de ambos os lados conduz a 


T 


/(A) dk 

• 1-00 


= U(w)F{w) 


(18.50) 


Porém, a partir da Equação (18.36), a transformada de Fourier da função de¬ 
grau unitário fica 


U(co) = -F 7 tô(u>) 

Substituindo esta na Equação (18.50), obtemos 


F((o) 

(18.51) 

F(cü) 

= + irF(0)ô(<u) 

j<» 

que é a propriedade de integração no tempo da Equação (18.34). Observe que, 
na Equação (18.51), F(co)8(co) = F(0)8(co), já que 8(co) é diferente de zero so¬ 
mente em co = 0. 

A Tabela 18.1 apresenta essas propriedades das transformadas de Fourier. 
A Tabela 18.2 apresenta os pares de transformadas de algumas funções co¬ 
muns. Note as similaridades entre essas tabelas e as Tabelas 15.1 e 15.2. 


T 


/(A) dX 


./« 


tt8(co) 


Tabela 18.1 • Propriedades da transformada de Fourier. 

Propriedade 

m 

F(o>) 

Linearidade 

a J\ (t) + a 2 f 2 (t) 

fliF/co) + a 2 F 2 (a>) 

Fator de escala 

/(aí) 

M-) 



|a| \aj 

Deslocamento no tempo 

f(t - a) 

e Joja F(oj) 

Deslocamento na frequência 

e^m 

F(co - coq) 

Modulação 

cos (co 0 t)f(t) 

-[F(&) + w 0 ) + F(co - cu 0 )] 


dl 



dt 

jtoF(ü>) 

Diferenciação no tempo 

dj 

{j<o) n F(co) 


dt n 


Integração no tempo 

í m dt 

F(ü)) 

-+ nF(0)8{co) 


J-ao 

J<o 

Diferenciação de frequência 

í'7(0 


Inversão 

/(-O 

F(—co) ou F*(cu) 

Dualidade 

F(t) 

2irf(-w) 

Convolução em t 

/ia) *m 

Fi(w)F 2 (<u) 

Convolução em cu 

/i(í)/ 2 (í) 

— Fdcu) * F 2 (co) 



2tt 
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Tabela 18.2 • Pares de transformada de Fourier. 

Propriedade 

F(w) 


<5(0 

1 


1 

2tt 8(cú) 


u(t) 

ttS((o) - 

j°> 


u(t + r) — u(t — t) 

sen MT 

2 - 

(0 


w 

-2 


sgn(0 

2 

> 


e~ a 'u(t) 

1 

a + joi 


e a, u(-t) 

1 

a - jai 


t n e~ a, u(t) 

n\ 

(a + joj) n+1 


e -M 

2a 

2 . 2 

Cl + 0) 


e ja>of 

2n8(a) — ü> 0 ) 


sen co 0 t 

jTr[8(ú) + a> 0 ) - 8(a> - <u 0 )] 


COS (OqÍ 

-7r[ô(ít) + coq) + 8(ai — <t) 0 )] 


e~ ar sen w 0 tu(t) 

wo 

(a + ja>)~ + íx)q 


e~ ar cos o) 0 tu{t ) 

a + jo) 

(fl + j(ú) 2 + (ol 



► EXEMPLO 18.4 



sgn(í), 

1 


Determine as transformadas de Fourier das seguintes funções: (a) função sinal ( signum ) 
sgn(0, mostrada na Figura 18.13; (b) exponencial bilateral e~ a ^; (c) a função sinc (sen t)lt. 

Solução: (a) Podemos obter a transformada de Fourier da função sinal de três maneiras. 



1 MÉTODO 1 Podemos escrever a função sinal em termos da função degrau uni- 

0 

t 

tário como segue 


-1 

sgn(f) =f(t) = u(t) - u(~t) 


Porém, da Equação (18.36) 

Figura 18.13 Esquemaparao 
Exemplo 18.4. 

U(w) = T\i /(f)] = T7 -8(a>) + — 

J<n 
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Aplicando a propriedade da inversão, obtemos 
•F[sgn(í)] = U(co) -U(-co) 


= ( nS(co) H-) — ( ttS(-co) H-) = — 

jcoj \ -jcoj jco 


■ MÉTODO 2 Como S(co) = S (-(o), outra forma de escrever a função sinal em 
termos da função degrau unitário é 

/(O = sgn(f) = -1 + 2 u{t) 

Extraindo a transformada de Fourier de cada tenno, obtemos 

-y- 

Jítíj JCO 

■ MÉTODO 3 Podemos extrair a derivada da função sinal da Figura 18.13 e obter 

/'(O = 2ô(í) 

Efetuando a transformada dessa última, 

2 


F{co) = — 2ttS(co) + 21 ttS(co) + 


jcoF( (o) = 2 


F(co) = 




como obtido anteriormente. 

(b) A exponencial bilateral pode ser expressa como 

/(í) = e~ aM = e~ a, u(t) + e a, u(—t) = y(t) + y(-t) 

onde y(t) = e~ at u(t ), de modo que 7(co) = M(a + jco). Aplicando a propriedade da 
inversão, 


T\e^ m \ = Y(co) + Y(-co) = I —— + 1 


2a 


(c) A partir do Exemplo 18.2, 
T 

Fazendo r/2 = 1 fornece 


uU + \)- u y-\ 


a + jco a - jcoj a + co 


sen(cor/2) cot 

= T -;- = TSinC - 

cot/2 2 


J-[u(t + 1) — u(t — 1)] = 2- 

Aplicando-se a propriedade de dualidade nos leva a 
sen t 


T 


= 2tt -[U{co + 1) - U(co - 1)] 


T 


senf 

t 


= ir[U{co + 1) - U(co - 1)] 


Detennine as transformadas de Fourier destas funções: (a) função porta g(t) = u(t) ■ 
u(t - 1); (b)/(/) = te~ 2, u(t); (c) pulso dente de serra p(f) = 50 t[u(t) - u(t - 2)]. 


Resposta: (a) (1 - e 7 ") 


ttS(co) + — 


(b) 


1 


jco J (2 + jcoY 


PROBLEMA PRÁTICO 18.4 • 
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• EXEMPLO 18.5 



Figura 18.14 Esquema para o 
Exemplo 18.5. 



i Figura 18.16 Esquema para o 
! Problema prático 18.5. 

• PROBLEMA PRÁTICO 18.5 


Determine a transformada de Fourier da função da Figura 18.14. 

Solução: A transformada de Fourier pode ser determinada diretamente usando a Equa¬ 
ção (18.8), porém é muito mais fácil encontrá-la utilizando a propriedade derivativa. 
Podemos expressar a função como 


m 


í1 + t, -1 < t < 0 
\l - t, 0 < t < 1 


Sua primeira derivada é mostrada na Figura 18.15a e é dada por 


/'(O 


í 1, -1 < t < 0 
\-l, 0 < t < 1 


m a 


-1 0 
-1 


f"(t) , 

1 

t 

1 

1 . 

-1 0 

1 

t 

-2 

- 



(a) ( b ) 

Figura 18.15 Primeira e segunda derivadas de f(t) da 
Figura 18.14; para o Exemplo 18.5. 

Sua segunda derivada se encontra na Figura 18.156 e é dada por 

/"(O = S(f + 1) - 25(í) + S(t - 1) 

Extraindo a transformada de Fourier de ambos os lados, 

(jco) 2 F(co) = e jal -2 + e im = -2 + 2cos<u 


OU 


2(1 — cos oj) 

F(to) = -2- 

(O 

Determine a transformada de Fourier da função na Figura 18.16. 


Resposta: (20 cos 3w — 10 cos 4 co — 10 cos 2 ai)/co 2 . 


• EXEMPLO 18.6 


Obtenha a transformada de Fourier inversa de: 


(a) F(w) = 


10 jco + 4 
0’<w) 2 + 6 j<o + 8 


(b) G(w) = 


oi 2 + 21 
co 2 + 9 


Solução: (a) Por enquanto, para evitar cálculos complexos, podemos substituir jco por 
s. Usando expansão em frações parciais, em que 


10s + 4 lOi + 4 A B 

F{s) = _-=-=-1- 

s 2 + 6s + 8 (s + 4)0? + 2) s + 4 s + 2 


onde 


B = (s + 2 )F(s) \ s= 


10i- + 4 

-36 

" 4 " (s + 2 ) 

s=-4 — 2 

10s + 4 

-16 

2 Cs + 4) 

s=—2 2 


18 

-8 
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Substituindo A= 18 e 5 = -8 em F(s) e s por joi dá 


F(joi) 


18 -8 

-+- 

joi + 4 jto + 2 


Com o auxílio da Tabela 18.2, obtemos a transformada inversa como segue 
f(t) = (18£í 4r - 8 e~ 2, )u{i) 

(b) Simplificamos G(oi) como 


G(oi) = 


oi + 21 


= 1 + 


12 


Com o auxílio da Tabela 18.2, a transformada inversa é obtida como 


g(0 = ô(t) + 2e 


Detennine a transformada de Fourier inversa de: 


(a) H(oi) = 


6(3 + jloi) 


(1 + jio)(4 + jm)(2 + jco) 


1 2(1 + joi) 

(b) Y(oi) = 778(01) + . + . / 

JOI (1 + joi)~ + 16 


Resposta: (a) h(t) = (2e ‘ + 3f? 21 — 5e 4r )u(t)-, 
(b) y(f) = (1 + 2e _I cos4 t)u(t). 


PROBLEMA PRÁTICO 18.6 • 


18.4 Aplicações em circuitos 

A transformada de Fourier generaliza a técnica dos fasores para funções não 
periódicas. Consequentemente, aplicamos transformadas de Fourier a circui¬ 
tos com excitações não senoidais exatamente da mesma forma que aplicamos 
técnicas de fasores aos circuitos com excitações senoidais. Portanto, a lei de 
Ohm ainda é válida: 


V(co) = Z(oi) í(oi ) (18.52) 

onde V(co) e I(w) são as transformadas de Fourier da tensão e da corrente e 
Z(oi) é a impedância. Obtemos as mesmas expressões para as impedâncias de 
resistores, indutores e capacitores da mesma forma usada na análise fasorial, 
a saber 



(18.53) 


Assim que transformamos as funções para os elementos de circuitos para o do¬ 
mínio da frequência e extrairmos as transformadas de Fourier das excitações, 
podemos usar técnicas de circuitos, como divisão de tensão, transformação de 
fontes, análise de malhas, análise nodal ou teorema de Thévenin, para encon¬ 
trar a resposta (corrente ou tensão). Finalmente, extraímos a transformada de 
Fourier inversa para obter a resposta no domínio do tempo. 
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X(w) -*■ H(<o) -► Y(w) 


Figura 18.17 Relação entrada- 
-saída de um circuito no domínio da 
frequência. 

• EXEMPLO 18.7 


2 £2 



Figura 18.18 Esquema para o 
Exemplo 18.7. 


1 H 



i Figura 18.19 Esquemaparao 
I Problema prático 18.7. 

• PROBLEMA PRÁTICO 18.7 


Embora o método das transformadas de Fotirier produza uma resposta que 
exista para -co < t < co, a análise de Fourier não é capaz de tratar os circuitos 
com condições iniciais. 

A função de transferência é definida novamente como a razão entre a res¬ 
posta de saída F(o>) e a excitação de entrada X(a>); isto é 


ou 


H(oj) = 


Yif») 

X(co) 


(18.54) 


Y(w) = H(ü>)X(úí) (18.55) 

A relação entrada-saída no domínio da frequência é representada na Figura 
18.17. A Equação (18.55) mostra que, se conhecermos a função de transferên¬ 
cia e a entrada, podemos prontamente determinar a saída. A relação na Equa¬ 
ção (18.54) é o principal motivo para usarmos as transformadas de Fourier na 
análise de circuitos. Note que H(w) é idêntica a H{ s) com s =ja>. Da mesma 
forma, se a entrada for uma função impulso [isto é, x(t) = S(t)], então X(oj) = 1, 
de modo que a resposta é 


F(w) = H(w) = T{h(t)\ (18.56) 

indicando que H{a>) é a transformada de Fourier da resposta ao impulso h(t). 


Determine v a (t) no circuito da Figura 18.18 para vfj) = 2 3, u(f). 
Solução: A transformada de Fourier da tensão de entrada é 

V,(co) = 2 . 

3 + jw 

e a função de transferência obtida por divisão de tensão é 

V 0 ((o) 1 /jw 1 


Logo, 


H(co) = 


Vj(co) 2 + 1 /jw 1 + j 2 ü) 


V 0 (o>) = V,(®)H(®) = 


(3 +y'&))(l + j2(ü) 


Em frações parciais, 


V 0 (o>) 


1 


(3 + ja>) (0,5 + jw) 


-0,4 

V 0 (oj) = z -+ 


0,4 


3 + jw 0,5 + jco 
Extrair a transformada de Fourier inversa conduz a 

v„(t) = 0,4(e _0 ’ 5í - e- 3 ')u(t) 


Determine v 0 (f) na Figura 18.19, se v,(t) = 5sgn(t) = (-5 + 10w(t)) V. 
Resposta: -5 + 10(1 - e~*')u(t) V. 
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Usando o método da transformada de Fourier, Determine i 0 (i) na Figura 18.20, quando 
i s (t) = 10 sen 2t A. 


Solução: Por divisão de corrente, 

t 1ÁÜ)) 

H(a >) = 




lja>) 2 + 4 + 2/j(,> 1 + joi 3 

Se 4(0 = 10 sen 2 1, então 

I s ((o) = jn 10[5(<w + 2) - 5(o) - 2)] 

Logo, 

1077ü)[5(o) — 2) — 8 { o ) + 2)] 


4M = H(co)I s (co) = 


1 + jo)3 


A transfonnada de Fourier inversa de I 0 (co) não pode ser encontrada usando a Tabela 
18.2. Recorremos à fórmula da transfonnada de Fourier inversa na Equação (18.9) e 
escrevemos 


m = i = 


i 

2tt 


107tq)[5(q) - 2) - 5(0) + 2)] 
1 + jü) 3 


e jw ' doj 


Aplicando a propriedade de crivo da função impulso, a saber, 

ô(w - eo 0 )f(<u) =f((o 0 ) 


EXEMPLO 18.8 • 




1 4(0 

4(0 Q 


>20. §40 


r i 

=J= 0,5 F 

Figura 18.20 

Esquema para 0 


Exemplo 18.8. 


ou 


e obtemos 


S(o> - M 0 )f(oj) dco = f(co 0 ) 


ijf) = 


10 77 

27 r L 1 +76 

,J2‘ 




-2 

1 -76 ' 


-721 


= 10 


- 72 / 


. 6,082e j8O,54 ° 6,082 e ^ 80 - 54 °_ 


= i,644[e J ' (2,_80>54 ° ) + e -7( 2í - 8 °. 54 °)] 


= 3,288 cos(2? - 80,54°) A 



| 4(0 

10 Q 


Figura 18.21 Esquema para o 
Problema prático 18.8. 


Determine a corrente ijf) no circuito da Figura 18.21, dado que 4(0 = 20 cos 4/ A. PROBLEMA PRÁTICO 18.8 • 

Resposta: 11,18 cos(4f + 26,57°) A. 


18.5 


Teorema de Parseval 


O teorema de Parseval demonstra uma aplicação prática da transformada de 
Fourier. Ele relaciona a energia transportada por um sinal com a transformada 
de Fourier do sinal. Se p(t) for a potência associada ao sinal, a energia trans¬ 
portada pelo sinal é 


1F = 


p(t) dt 


(18.57) 


De modo a podermos comparar o conteúdo de energia dos sinais de corrente 
e de tensão, é conveniente usar um resistor de 1 Í1 como base para o cálculo 
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de energia. Para um resistor de 1 íl, p{t) = v 2 {t) = i 2 {t) =f 2 (t), onde f{t) pode 
ser tanto a tensão como a corrente. A energia liberada para o resistor de 1 íl é 


W m = 


At) dt 


(18.58) 


— oo 

O teorema de Parseval afirma que essa mesma energia pode ser calculada no 
domínio da frequência como segue 


W ia = 


At) dt = — 

277 J 


\F(co)\ 2 dco 


(18.59) 


O teorema de Parseval afirma que a energia total liberada para um resistor 
de 1 íl é igual à área total do quadrado formado abaixo de f(t) ou 1/277 
vezes a área total do quadrado formado pela magnitude da transformada 
de Fourier de f(t). 


Na realidade, \F(co)\ 2 é, algumas 
vezes, conhecida como a densidade 
espectral de energia do sinal f(t). 


O teorema de Parseval relaciona a energia associada a um sinal com sua 
transformada de Fourier e fornece o significado físico de F(a>), isto é, que 
F(üj)| 2 é uma medida da densidade de energia (em joules por hertz) corres¬ 
pondente a f(t). 

Para deduzir a Equação (18.59), começamos com a Equação (18.58) e 
substituímos a Equação (18.9) para uma das f(f). Obtemos 


W m = 


At) dt 



F(co)e JOJI dco 


dt 


(18.60) 


A função f(f) pode ser deslocada dentro da integral entre os colchetes, já que a 
integral não envolve tempo: 


w ia = — 

2 77 J 


f(t)F(co)e Jwt dco dt 


(18.61) 


-oo —oo 


Invertendo a ordem da integração. 


Wm = —— 
277 

1 

277 


F(w) 

F(co)F(—co) dco = 


f(t)e i( 01)1 dt 

1 


277 


dco 


F(co)F*(cjo) dco 


(18.62) 


Porém, se z = x +jy, zz* = (x +jy)(x -jy) = x 2 + / = |zj 2 . Logo, 


Wm= í f\t) dt = —— 

J 277 

\F(oj) | ^ dco 


— oo 


(18.63) 


como esperado. A Equação (18.63) indica que a energia transportada por um 
sinal pode ser encontrada integrando-se o quadrado de f(t) no domínio do tem¬ 
po ou 1/277 vezes o quadrado de F(co) no domínio da frequência. 

Como |/ 7 («)| 2 é uma função par, podemos integrá-la de 0 a oo e dobrar o 
resultado; isto é, 


W in 


At) dt 


77 


0 


| F(co)\ 2 dco 


(18.64) 
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Também podemos calcular a energia em qualquer banda de frequência oq < co 
< cú 2 como segue 




77 


'Oi 2 

\F(co)\ 2 du 


(18.65) 


Observe que o teorema de Parseval, conforme enunciado aqui, se aplica 
a funções não periódicas. O teorema de Parseval para funções periódicas foi 
apresentado nas Seções 17.5 e 17.6. Como fica evidente na Equação (18.63), 
o teorema de Parseval mostra que a energia associada a um sinal não perió¬ 
dico é distribuída sobre todo o espectro de frequências de suas componentes 
harmônicas. 


A tensão no resistor de 10 Í1 é v(f) = 5e 3, u(t) V. Encontre a energia total dissipada no 
resistor. 

Solução: 

1 . Definição. O problema é bem definido e está enunciado de fomia clara. 

2. Apresentação. É dada a tensão no resistor durante todo o tempo e nos é solicitado 
detenninar a energia dissipada pelo resistor. Notamos que a tensão é zero durante 
todo o tempo abaixo do instante zero. Portanto, precisamos considerar apenas o 
tempo a partir de zero até o infinito. 

3. Alternativa. Existem, basicamente, duas maneiras para encontrar esta resposta. 
A primeira delas seria encontrar a resposta no domínio do tempo. Usaremos o 
segundo método para encontrar a resposta por meio da análise de Fourier. 

4. Alternativa. No domínio do tempo, 


VFion = 0,1 f\f) dt = 0,1 25e dt 


= 2,5- 


2,5 

= — = 416,7 mj 

6 


5. Avaliação. No domínio da frequência, 


de modo que 


F(to) = V{w) = 


5 

3 +jio 


\F(u>)\ 2 = F(w)F(co)* = 

9 + &T 


Logo, a energia dissipada é 

0,1 


üóon — 


2tt 
2,5/1 


\F((o)\ z da) = 


0,1 


25 


9 + co 2 


dco 


= —= ¥ = 416,7 mj 


2,5/1 


rtg 


6 . Satisfatório? Resolvemos o problema de forma satisfatória e podemos apresentar 
os resultados como uma solução para o problema. 


Calcule a energia total absorvida por um resistor de 1 Í1 com i(t) = 10e 2 ^ A no domínio 
do tempo. Repita o item (a) no domínio da frequência. 

Resposta: (a) 50 J, (b) 50 J. 


EXEMPLO 18.9 • 


PROBLEMA PRÁTICO 18.9 • 
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• EXEMPLO 18.10 


• PROBLEMA PRÁTICO 18.10 


Calcule a fração da energia total dissipada por um resistor de 1 Í1 na banda de frequên¬ 
cia —10 < co < 10 rad/s quando a tensão nele for v(t) = e^ 2, u(t). 

Solução: Dado que f(t) = v(t) = e^ 2l u(t), então 


F(w) = 


1 


2 + j (o 

A energia total dissipada pelo resistor é 

1 


|fWI * iíí 


w,„ = 


0 


TT 
1 / 1 


\F(io)\ 2 dco = 


díü 

4 + (o 2 


TT V 2 


/g 


1/1W 

= ^Uh = 0 ’ 25J 


A energia nas frequências —10 < co < 10 rad/s é 


1 


W = -\ \F(w)\ 2 d(o =- 


1 ( 78,69° 


d(o 


1/1 


4 + (O 2 TT\2 


tg 1 


- tg 1 5 = 

2 77 6 2irV 180° 


7 t = 0,218 J 


Sua porcentagem da energia total é 



_W_ _ 0,218 
“ "Õ25" 


87,4 % 


Um resistor de 2 Í1 tem i(t) = 2e l u(i) A. Qual é a porcentagem da energia total na banda 
de frequências —4 < oj < 4 rad/s? 

Resposta: 84,4%. 


18.6 


Comparação entre transformadas de 
Fourier e de Laplace 


Vale a pena investirmos algum tempo comparando as transformadas de Fourier 
e de Laplace. Observam-se as seguintes semelhanças e diferenças: 


Em outras palavras, se todos 
os polos de F(s) caírem no lado 
esquerdo do plano s, então é 
possível obter-se a transformada 
de Fourier F(w) a partir da 
transformada de Laplace F(s) 
correspondente simplesmente 
substituindo s por ja>. Note que 
este não é o caso, por exemplo, 
para u(t) ou cos atu(t). 


1. A transformada de Laplace definida no Capítulo 15 é unilateral, já que a 
integral é no intervalo 0 < t < oo, tornando-a útil para funções com tempo 
positivo,/(í), t > 0. A transformada de Fourier é aplicável às funções defi¬ 
nidas para um intervalo de tempo qualquer. 


2 . 


Para uma função /(/) que não é zero apenas para tempo positivo (isto é, 

oo 


/(O = 0, í < 0) e 
seguinte forma 


|/(0| dt < 
2 o 


oo, as duas transformadas se relacionam da 


F(co) = F(s) | , =ja (18.66) 

Essa equação também mostra que a transformada de Fourier pode ser 
considerada um caso especial da transformada de Laplace com s = ju>. 
Lembre-se de que s = cr + jw. Consequentemente, a Equação (18.66) 
mostra que a transformada de Laplace está relacionada com o plano s 
inteiro, enquanto a transformada de Fourier se restringe ao eixo ju>. Ver 
a F igura 15.1. 
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3. A transformada de Laplace se aplica a maior gama de funções que a trans¬ 
formada de Fourier. Por exemplo, a função tu(t) possui uma transformada 
de Laplace, mas nenhuma transformada de Fourier. Porém, as transforma¬ 
das de Fourier existem para sinais que não são realizáveis fisicamente e 
não possuem transformadas de Laplace. 

4. A transformada de Laplace é mais adequada para a análise de problemas 
transientes envolvendo condições iniciais, já que ela permite a inclusão 
de condições iniciais, enquanto a transformada de Fourier não, a qual é 
especialmente útil para problemas em regime estacionário. 

5. A transformada de Fourier permite compreender melhor as características 
da frequência de sinais que a transformada de Laplace. 

Algumas das similaridades e diferenças podem ser observadas comparando-se 

as Tabelas 15.1 e 15.2 com as Tabelas 18.1 e 18.2. 


18.7 


Aplicações 


Além de sua utilidade na análise de circuitos, as transformadas de Fourier são 
amplamente usadas em uma série de campos, como óptica, espectroscopia, 
acústica, computação e engenharia elétrica. Em engenharia elétrica, elas são 
aplicadas em sistemas de comunicação e processamento de sinais, para os 
quais a resposta de frequência e os espectros de frequências são vitais. Ago¬ 
ra, consideremos duas aplicações simples: modulação de amplitude (AM) e 
amostragem. 


18.7.1 Modulação de amplitude 

Radiação eletromagnética ou transmissão de informações através do espaço 
tornou-se uma parte indispensável de uma sociedade tecnológica moderna. 
Entretanto, ela é eficiente e econômica apenas em frequências elevadas (acima 
de 20 kFlz). Transmitir sinais inteligentes x como fala e música as contidos no 
intervalo de frequências de 50 Fiz a 20 kFlz é caro; isso requer uma quantidade 
imensa de potência e grandes antenas. Um método comum para transmissão 
de informações de áudio de baixa frequência é transmitir um sinal de alta fre¬ 
quência, denominado portadora , que é controlado de alguma forma para cor¬ 
responder às informações de áudio. Três características (amplitude, frequência 
ou fase) de uma portadora podem ser controladas de modo a permitir que ela 
transporte o sinal inteligente, chamado sinal modulante. Aqui, consideraremos 
apenas o controle da amplitude da portadora. Isso é conhecido como modula¬ 
ção de amplitude. 


Modulação de amplitude (AM) é um processo pelo qual a amplitude da 
portadora é controlada pelo sinal modulante. 


A AM é usada em bandas de frequência de rádios comerciais e para a parte de 
vídeo da TV comercial. 

Suponha que as informações de áudio, como voz ou música (ou o sinal 
modulante em geral), a serem transmitidas tenham a forma m(t) = V m cos a> m t, 
enquanto a portadora de alta frequência é c(t) = V c cos cjJ, onde a> c a> m . Em 
seguida, um sinal AM f{f) é dado por 
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f(f) = V c [\ + m(t)\ cos co c t ( 18 . 67 ) 

A Figura 18.22 ilustra o sinal modulante m(t), a portadora c(i) e o sinal AM 
f(t). Podemos usar o resultado da Equação (18.27) com a transformada de Fou- 
rier da função cosseno (ver o Exemplo 18.1 ou a Tabela 18.1) para determinar 
o espectro do sinal AM: 

F(w) = J-[V C cos w c t\ + T\V c m{i) cos u> c t] 

= V c tt[ô(ü) - to c ) + S(co + w c )] ^ lg 6g ) 

+ ~ [Mico — oj c ) + M(o) + oj ( )l 

onde M(w) é a transformada de Fourier do sinal modulante m(t). Na Figura 
18.23, temos o espectro de frequências do sinal AM. Essa figura indica que 
o sinal AM é formado pela portadora e duas outras senoides. A senoide com 
frequência w c - u> m é denominada banda lateral inferior, enquanto a outra 
de frequência u> c + a> m é conhecida como banda lateral superior. 


Banda 

Portadora Banda 

lateral 


lateral 

inferior 

L 


superior 


0 (l) c — ü) m (Jú c M í . + ü) m ü> 


Figura 18.23 Espectro de 
frequências do sinal AM. 



IM(<u)l A 


-ui,,, 0 <u m w 



\C(a>)\ 



—üí c 0 o> r oi 



Figura 18.22 Gráficos no domínio do tempo e no domínio da frequência 
do: (a) sinal modulante; (b) sinal da portadora; (c) sinal AM. 


Observe que supusemos que o sinal modulante fosse senoidal para facilitar 
a análise. Na prática, m(t) é um sinal não senoidal limitado em banda — seu 
espectro de frequências encontra-se na faixa entre 0 e oj u = 2irf, (isto é, o sinal 
possui um limite superior de frequência). Normalmente, f u = 5 kFlz para rádio 
AM. Se o espectro de frequências do sinal modulante for como aquele indica¬ 
do na Figura 18.24o, então o espectro de frequências do sinal AM é indicado 
na Figura 18.24b. Portanto, para evitar qualquer interferência, as portadoras 
para estações de rádio AM são separadas por 10 kFlz. 
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No lado receptor da transmissão, as informações de áudio são recuperadas 
da portadora modulada por um processo conhecido como demodulação. 




Figura 18.24 Espectro de frequências do: (a) sinal modulante; ( b ) sinal AM. 


Um sinal de música possui componentes de frequência que vão de 15 Hz a 30 kHz. 
Se esse sinal puder ser usado para modular em amplitude uma portadora de 1,2 MHz, 
encontre o intervalo de frequências para as bandas laterais inferior e superior. 
Solução: A banda lateral inferior é a diferença entre as frequências de modulação e da 
portadora. Ela inclui frequências de 

1.200.000 - 30.000 Hz = 1.170.000 Hz 
a 

1.200.000 - 15 Hz = 1.199.985 Hz 

A banda lateral superior é a soma das frequências de modulação e da portadora. Ela 
incluirá frequências de 


1.200.000 + 15 Hz = 1.200.015 Hz 


a 

1.200.000 + 30.000 Hz = 1.230.000 Hz 


Se uma portadora de 2 MHz for modulada por um sinal inteligente de 4 kHz, determine 
as frequências das três componentes do sinal AM resultante. 

Resposta: 2.004.000 Hz, 2.000.000 Hz, 1.996.000 Hz. 


18.7.2 Amostragem 

Em sistemas analógicos, os sinais são processados em sua totalidade. En¬ 
tretanto, nos sistemas digitais modernos, apenas amostras de sinais são 
necessárias para processamento. Isso é possível como consequência do 
teorema da amostragem dado na Seção 17.8.1. A amostragem pode ser feita 
usando-se um trem de pulsos ou impulsos. Usaremos aqui a amostragem 
por impulsos. 

Considere o sinal contínuo g(t), representado na Figura 18.25a. Este 
pode ser multiplicado por um trem de impulsos 8(t - nT s ), mostrado na 
Figura 18.257?, onde T s é o intervalo de amostragem ef s = l/T s é a frequên¬ 
cia de amostragem ou a taxa de amostragem. O sinal amostrado g s (t) é, 
portanto, 

oo oo 

gÂt) = g(t)J J 8(t — ríT s ) = 2 g(nT s )8(t-nT s ) (18.69) 


EXEMPL0 18.il • 


PROBLEMA PRÁTICO 18.11 • 


g(f) 


0 

-nT s ), 

n. y' t 

(a) 

t 

Httlttl. 

-T s 

T s 2T s 3 T s ... t 

(6) 

g( t)i 

1 

1 1 ^ 

-T s 

) T s 2T s 3T S 1 I I 1 t 


(c) 


Figura 18.25 (a) Sinal (análogo) 

contínuo a ser amostrado; ( b ) trem de 
impulsos; (c) sinal (digital) amostrado. 
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A transformada de Fourier desta é 

OO 00 

G,M = 2 8(nT s mô(t - nr,)] = ^ g(nTfe J ™ r ' (18.70) 

n=—cc n= —oo 

Pode ser demonstrado que 

00 1 OO 

2 g( nT s)e~ ]nwT ’ = — 2 G(o) + k a) (18.71) 

n — —co í $ n= — oo 

onde = 2tt/T s . Portanto, a Equação (18.70) fica 

1 

G,(<u) = — ^ G(oj + nco s ) (18.72) 

5 n=—°° 

Isso demonstra que a transformada de Fourier G s ((o) do sinal amostrado é a 
soma de translações da transformada de Fourier do sinal original a uma taxa 
igual a \/T s . 

De modo a assegurar a recuperação ótima do sinal original, qual deve ser o 
intervalo de amostragem? Essa questão fundamental na amostragem é respon¬ 
dida por uma parte equivalente do teorema da amostragem: 


Um sinal limitado em faixa, sem nenhuma componente de frequência 
superior a 1/1/ hertz, pode ser completamente recuperado a partir de suas 
amostras extraídas a uma frequência pelo menos duas vezes maior que 21/1/ 
amostras por segundo. 


Ou seja, para um sinal com largura de banda W hertz, não há nenhuma perda 
de informação ou sobreposição se a frequência de amostragem for pelo menos 
duas vezes a frequência mais alta no sinal modulante. Portanto, 

y=f s >2W (18.73) 

A frequência de amostragem/, = 2 Wé conhecida como taxa ou frequência de 
Nyquist e l/f é o intervalo de Nyquist. 


• EXEMPLO 18.12 


• PROBLEMA PRÁTICO 18.12 


Um sinal telefônico com frequência de corte 5 kHz é amostrado a uma taxa 60% maior 
que á taxa mínima permitida. Detennine a taxa de amostragem. 

Solução: A taxa de amostragem mínima é a taxa de Nyquist = 2 W= 2 X 5 = 10 kHz. Logo, 

f s = 1,60 X 2W = 16 kHz 

Um sinal de áudio que é limitado em faixa a 12,5 kHz é digitalizado em amostras de 8 
bits. Qual é o intervalo de amostragem máximo que deve ser usado para garantir recu¬ 
peração completa? 

Resposta: 40 /is. 


18.8 


Resumo 


1. A transformada de Fourier converte uma função não periódica/(/) em uma 
transformada F(u>), onde 


F(w) = Hff)] 


f(t)e~ M dt 
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2. A transformada de Fourier inversa de F(a>) é 


m = 


i 

277 


oo 

F{bS)e jwt dco 


3. Propriedades e pares de transformadas de Fourier importantes são sinteti¬ 
zados, respectivamente, nas Tabelas 18.1 e 18.2. 

4. O uso do método das transformadas de Fourier na análise de circuitos 
envolve encontrar a transformada de Fourier da excitação, transformar o 
elemento de circuito para o domínio da frequência, determinar a resposta 
e transformar a resposta para o domínio do tempo usando a transformada 
de Fourier inversa. 

5. Se H(u>) for a função de transferência de um circuito, então H(u>) é a trans¬ 
formada de Fourier da resposta do circuito a um impulso; isto é, 

H(cü) = F[h(t)] 


A saída V 0 (aj) do circuito pode ser obtida a partir da Fj(ío) de entrada 
usando 


V a (co) = H(ú))V,(o>) 


6. O teorema de Parseval fornece a relação de energia entre uma função f(t) 
e sua transformada de Fourier F(u>). A energia em um resistor de 1 í 1 é 


Win = 


f\t) dt 



|,F(&>) | 2 da) 


O teorema é útil no cálculo da energia transportada por um sinal seja no 
domínio do tempo ou no domínio da frequência. 

7. As transformadas de Fourier encontram aplicação típica em modulação de 
amplitude (AM) e amostragem. Para a aplicação em AM, uma forma de de¬ 
terminar as faixas laterais em uma onda modulada em amplitude é derivada 
a partir da propriedade de modulação das transformadas de Fourier. Para a 
aplicação de amostragem, constatamos que não é perdida nenhuma informa¬ 
ção na amostragem (necessária para transmissão digital), se a frequência de 
amostragem for igual a pelo menos duas vezes a taxa de Nyquist. 


Questões para revisão 


18.1 Qual das funções a seguir não possui uma transformada 
de Fourier? 

(a) e'u(—t) (b) te~ 3, u(t) 

(c) l/f (d) \t\u(t) 

18.2 A transformada de Fourier de e’ 2t é: 

1 1 


(a) 


(b)- 


2 + jw —2 + jo) 

(c) 217(5(0) — 2) (d) 217(5(0) + 2) 

e ioJ 

18.3 A transformada de Fourier inversa de-é 

2 + jw 

(a) e~ 2 ' (b) e~ 2r u(t — 1) 


(d) - 1) 


18.4 A transfomiada de Fourier inversa de S(w) é: 

(a) 8(t) (b) u(0 (c) 1 (d) 1/2 ir 

18.5 A transformada de Fourier inversa de jw é: 

(a) S'(0 (b) u’(t) 

(c) 1 /f (d) indefinida 

10S(ío) 


18.6 Calculando a integral 


_ _ 4 + w 

(a) 0 (b) 2 (c) 2,5 (d) oo 

lOô(o) - 1) 


- dw, obtemos: 


18.7 A integral 


4 + to 


- dw resulta em: 


(a) 0 


(b) 2 (c) 2,5 (d) oo 
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18.8 A corrente através de um capacitor de 1 F, inicialmente 

descarregado, é 8 (t) A. A tensão nesse capacitor então é: 
(a) u(t) V (b) -1/2 + u(t) V 

(c) e~'u(t) V (d) 8 ( 1 ) V 

18.9 Uma corrente em degrau unitário é aplicada a um indutor 
de 1 H. A tensão no indutor é: 

(a) u(t) V (b) sgn(f) V 

(c) e~'w(0 V (d) S(r) V 


18.10 O teorema de Parseval se aplica apenas a funções não 
periódicas. 

(a) verdadeiro (b) falso 


Respostas: 18.1c; 18.2c; 18.3d; 18.4d; 18.5a; 18.6c; 18.7b; 
18.8a; 18.9d; 18.10b. 


Problemas 


• f Seção 18.2 e 18.3 Transformadas 

de Fourier e suas 
propriedades 

18.1 Obtenha a transformada de Fourier da função da Figura 

ti 18.26. 



Figura 18.26 Esquema para o Problema 18.1. 

18.2 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e d tender melhor como obter a transformada de Fourier de 
uma determinada forma de onda usando a Figura 18.27. 



Figura 18.27 Esquema para o Problema 18.2. 


18.4 Determine a transformada de Fourier da fonna de onda 
ti exibida na Figura 18.29. 



Figura 18.29 Esquema para o Problema 18.4. 


18.5 Obtenha a transformada de Fourier do sinal indicado na 
ti Figura 18.30. 

ML 



Figura 18.30 Esquema para o Problema 18.5. 


18.3 Calcule a transformada de Fourier do sinal na Figura 

ti 18.28. 


ML 


Figura 18. 



18.6 Determine as transformadas de Fourier das duas funções 


ti indicadas na Figura 18.31 

ML 


f(t)t 




10 




5 



-► 


0 1 2 / 


(a) 

Figura 18.31 Esquema para 



Problema 18.6. 


t Sinalizamos (com o ícone do MATLAB) os problemas para os quais solicitamos ao aluno que encontre a transformada de Fourier de uma forma 
de onda. Adotamos esse procedimento, pois, assim, você poderá usar o MATLAB para obter gráficos de seus resultados como forma de verificação. 
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18.7 Determine as transformadas de Fourier dos sinais indica- 
dos na Figura 18.32. 




Figura 18.32 Esquema para o Problema 18.7. 

18.8 Obtenha as transformadas de Fourier dos sinais exibidos 
^ na Figura 18.33. 

ML 



(«) 


18.10 Obtenha as transformadas de Fourier dos sinais mostra- 
Ü dos na Figura 18.35. 

ML 



(«) 



Figura 18.35 Esquema para o Problema 18.10. 

18.11 Determine a transformada de Fourier do “pulso de onda 
Ü senoidal” indicado na Figura 18.36. 

ML 


gm 



2 - 

1 






0 b ) 

Figura 18.33 Esquema para o Problema 18.8. 


Determine as transformadas de Fourier dos sinais indica¬ 
dos na Figura 18.34. 

y(t) “ 

2 


- 1 " - 

-2-1 0 1 2 t 



Q>) 

Figura 18.34 Esquema para o Problema 18.9. 


18.9 

±É 

ML 



Figura 18.36 Esquema para o Problema 18.11. 

18.12 Determine a transformada de Fourier dos seguintes sinais: 
(a)/i(í) = e~ 3 ‘ sen(10í)«(0 

(b )/ 2(0 = e~ 4í cos(10 i)u(f) 

18.13 Determine a transformada de Fourier dos seguintes sinais: 

(a) /(f) = cos(aí — 7 t/3), — 00 < t < 00 

(b) g(t) = u{t + 1) semrf, -00 < f < 00 

(c) h(i) = (1 + A sen ai) cos bt, - °° < t < 
em que A, a,e b são constantes 

(d) i(t) = 1 - t, 0 < t < 4 

18.14 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eÇHl tender melhor como determinar a transformada de Fou¬ 
rier de uma diversidade de funções que variam no tempo 
(exemplifique com pelo menos três funções). 
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18.15 Determine as transformadas de Fourier das seguintes 
funções: 

(a) f(t) = 8(t + 3) - S(r - 3) 


(b) m 


28(t - 1 )dt 


(c) f(t) = 8(3t) - 8'(2t) 


* 18.16 Determine as transformadas de Fourier destas funções: 

(a) f{t) = 4/t 2 

(b) g(t) = 8/(4 + t 2 ) 

18.17 Detennine as transformadas de Fourier de: 

(a) cos 2 tu{t) 

(b) sen 10 tu{t) 


18.18 Dado que F(<d) = F\f(i)\, prove os seguintes resultados 
usando a definição de transformada de Fourier: 

(a) JF[/(í - í o) ] = e - jM °F(co) 
df(ty 


(h)T dt 
(c) 


= jd)F(tij) 
= F(-Cü) 


(d) Fum\ =j—F(co) 
aço 


18.19 Determine a transformada de Fourier de 
f(f) = cos 2i Tt[u(t) — u(t — 1)] 

18.20 (a) Demonstre que um sinal periódico com série de Fou- 
•jj rier exponencial 

ML 

f(t) = 2 

n=—oo 

apresenta a transfonnada de Fourier 

F(o>) = 2 c n 8 ( b) ~ na> o ) 

n=—oo 

onde to 0 = 2tt/T. 

(b) Detennine a transfonnada de Fourier do sinal na Fi¬ 
gura 18.37. 



Figura 18.37 Esquema para o Problema 18.206. 


18.21 Demonstre que 
senacuV 

aco J 


(lio 


T T 

a 


Sugestão: Use o fato de que 
F[u(t + a) — u(t — «)] = 2 a 


senaw \ 


■ 


18.22 Prove que se F(co) é a transfonnada de Fourier de f(t), 
F[f{t) sênior] = \[F(w + (o 0 ) - F{u) - oj 0 )] 

18.23 Se a transformada de Fourier de f(t) é 

10 

F((o) = 


(2 + jai)( 5 + jüi ) 
determine as transformadas a seguir: 

(a) /(—3í) (b) f(2t - 1) (c) f(t) cos 2í 


(d)-/(í) (e) | f{t)dt 


18.24 Dado que F\f(t)\ = ( j/(o)(e Ja> - 1), determine as transfor¬ 
madas de Fourier de: 

(a) x(f) =/(f) + 3 

(b) v(0 =f(t- 2 ) 

(c )h(t) =/'(í) 


(d) g(t) = 4/1 —t I + 10/ -í 


18.25 Obtenha a transfonnada de Fourier inversa dos seguintes 
sinais: 

(a) G((o) = . 5 

J(D - 2 
12 

(b) H(co) = — 2 -- 

o 2 + 4 

10 


(c) X(w) = — 

(jco - 1)(> - 2) 

18.26 Detennine as transfonnadas de Fourier inversas do seguinte: 


(a) F(oj) = 

(b) H(co) = 


e -Fo> 

1 + joj 

1 


O + 4/ 

(c) G(tü) = 2u{cú + 1) — 2u(ío — 1) 

18.27 Determine as transformadas de Fourier das seguintes 
funções: 

100 


(a) F(a>) 

(b) G(co) = 

(c) H{w) = 


jcj(j(o + 10) 
10 jw 


(d) Y(oj) = — 


{—jo> + 2)0 + 3) 
_60_ 

— (o~ + j40a> 4- 1300 

S(w) 


(yw + 1)0 + 2) 


* O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 
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18.28 Determine as transformadas de Fourier inversa de: 

U (5 + jto)( 2 + » 

10S(ít> + 2) 

(b)---- 

jcü(jw + 1) 

20 8(to - 1) 

<C> (2 + jto)( 3 + jco) 

5tt8(io) 5 

(d)-— +- 

5 + jto jw{ 5 + ju) 

* 18.29 Determine as transfonnadas de Fourier inversas de: 

(a) F(to) = 45(&j + 3) + 8(to) + 4S(w - 3) 

(b) G(to) = 4i t(to + 2) - 4 u(to - 2) 

(c) H(cú) = 6 cos 2to 

18.30 Para um sistema linear com entrada x(t) e saída y(t), De¬ 
termine a resposta a um impulso nos seguintes casos: 

(a) x(t) = e~ at u{f), y(f) = u(t) — u{—t) 

(b) x(t) = e^'u(t), y{t) = e~ 2r u(t ) 

(c) x(t ) = ô(f), y(í) = e _ ' zí sen btu(t) 

18.31 Dado um sistema linear com saída y(t) e resposta a um 
impulso h(i), determine a entrada x(t) correspondente 
para os seguintes casos: 

(a) y(t ) = te a, u(f), h(f) = e a, u(i) 

(b) y(t) = u(t + 1) — u(t — 1), h{t) = 5(f) 

(c) y(t) = e~ a, u{f), h(t ) = sgn(f) 

*18.32 Determine as funções correspondentes para as seguintes 
transformadas de Fourier: 

(a) F t (cj) = (b) F 2 (o>) = 2e H 

-jco + 1 

1 ô(at) 

(c) F 3 (co) = --^ (d) F 4 (co) = 

(1 + to) 1 + J 2(0 

*18.33 Determine f[t) se: 

(a) F(ü>) = 2semroi[u{co + 1) — u(to — 1)] 

1 j 

(b) F(co) = — (sen 2 co — sentu) -I-(cos 2co — cos<u) 

co to 

18.34 Determine o sinal f(t) cuja transformada de Fourier é 
±É mostrada na Figura 18.38. ( Sugestão: Use a propriedade 
ML da dualidade.) 



Figura 18.38 Esquema para o Problema 18.34. 

18.35 Um sinal/(O possui transformada de Fourier 


F(co) = 


1 

2 + jto 


Determine a transformada de Fourier dos seguintes 
sinais: 

(a) x(t) = f(3t — 1) 

(b) y(t) = /(í) cos 5 1 

(c) z{t) = - l -f(t ) 

at 

(d) h(t) =f(t)*f(t) 

(e) Kt) = tf(t ) 


• Seção 18.4 Aplicações em circuitos 


18.36 A função de transferência de um circuito é 


H(co) = 


2 

jto + 2 


Se o sinal de entrada do circuito for v s {t) = e^‘u{t) V, de¬ 
termine o sinal de saída. Suponha que todas as condições 
iniciais sejam zero. 


18.37 Determine a função de transferência I 0 (to)H s (to) para o 
circuito da Figura 18.39. 



Figura 18.39 Esquema para o Problema 18.37. 


18.38 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
e€>d entender melhor o uso das transformadas de Fourier na 
análise de circuitos usando a Figura 18.40. 


R 



Figura 18.40 Esquema para o Problema 18.38. 


18.39 Dado o circuito da Figura 18.41, com sua excitação, de¬ 
termine a transformada de Fourier de i(t). 
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1 k£2 



0 b ) 

Figura 18.41 Esquema para o Problema 18.39. 


18.40 Determine a corrente i(f) no circuito da Figura 18.42Z), 
dada a fonte de tensão indicada na Figura 18.42a. 



(a) 

2Q 



(b) 

Figura 18.42 Esquema para o Problema 18.40. 


18.41 Determine a transformada de Fourier de v(t) no circuito 
da Figura 18.43. 

2Q 



Figura 18.43 Esquema para o Problema 18.41. 

18.42 Obtenha a corrente i 0 (t) no circuito da Figura 18.44. 

(a) seja i{i) = sgn(í) A. 

(b) seja i(t) = 4 [u(t) - u(t - 1) A. 



Figura 18.44 Esquema para o Problema 18.42. 


18.43 Detennine v 0 (t) no circuito da Figura 18.45, onde 
i s (f) = 5e~‘u(f) A. 


40 Q. 



18.44 Se o pulso retangular da Figura 18.46a for aplicado ao 
circuito da Figura 18.46a, determine v 0 para t = 1 s. 



Figura 18.46 Esquema para o Problema 18.44. 


18.45 Use transformadas de Fourier para determinar i(t) no cir¬ 
cuito da Figura 18.47 se v s (t) = 10 e^ 2, u(f). 

2 Q ú 



Figura 18.47 Esquema para o Problema 18.45. 


18.46 Determine a transformada de Fourier de i 0 (t) no circuito 
da Figura 18.48. 


2Q. 



Figura 18.48 Esquema para o Problema 18.46. 


18.47 Determine a tensão v D (f) no circuito da Figura 18.49. Faça 
i s (t) = Se^u(t) A. 

2 Q 


-VWv- 


t n < 

> -F = 

> 2 


+ 

v„ 


Figura 18.49 Esquema para o Problema 18.47. 


18.48 Determine i a (t) no circuito com amplificador operacional 
da Figura 18.50. 


20 fíF 



\ i„(f ) 

20 kQ 


Figura 18.45 Esquema para o Problema 18.43. 


Figura 18.50 Esquema para o Problema 18.48. 
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18.49 Use o método das transformadas de Fourier para obter 
v 0 {t) no circuito da Figura 18.51. 


1 H 



Figura 18.51 Esquema para o Problema 18.49. 


18.50 Determine v 0 (t) no circuito com transformador da Figura 
18.52. 


0,5 H 
1Q 



Figura 18.52 Esquema para o Problema 18.50. 


• Seção 18.7 Aplicações 

18.58 Um sinal AM é especificado por 

e< ^ f(t) = 10(1 +4 COS 200 77 t) COS 77 X 10 4 í 
Determine o seguinte: 

(a) A frequência da portadora. 

(b) A frequência da banda lateral inferior. 

(c) A frequência da banda lateral superior. 

18.59 Para o sistema linear na Figura 18.54, quando a tensão de 
entrada é v } {t) = 2 S(t) V, a saída é v 0 (i) = 10e~ 2< - óe -4 ' V. 
Determine a saída para uma entrada u, (f) = 4e 4 «(í) V. 



h(t) 






Figura 18.54 Esquema para o Problema 18.59. 

18.60 Um sinal limitado em faixa possui a seguinte representa- 
eUd ção em série de Fourier: 

4(0 =10 + 8 cos(2 77 T + 30°) + 5 cos(4 77 1 — 150°)rnA 

Se o sinal for aplicado ao circuito da Figura 18.55, Deter¬ 
mine v(t). 


18.51 Determine a energia dissipada pelo resistor no circuito da 
Figura 18.53. 


2 Q. 



Figura 18.53 Esquema para o Problema 18.51. 


• Seção 18.5 Teorema de Parseval 


1 

18.52 ParaF(ta) =-.determine J = 

3 + j(o 


f\t ) dt. 


18.53 Se /(0 = e 2 ^, determine J 


\F{to)\ 2 dco. 


18.54 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
edd entender melhor como determinar a energia total em um 

dado sinal. 

18.55 Seja f(t) = 5e~^~ 2 ^u(t). Determine F( ca) e use-a para deter¬ 
minar a energia total em f(i). 

18.56 A tensão em um resistor de 1 Í1 é v(f) = te~ 2 'u(t) V. (a) 
Qual é a energia total absorvida pelo resistor? (b) Qual é 
a fração dessa energia absorvida na banda de frequência 
-2 < ta < 2? 

18.57 Seja i(t) = 2e'u(-t) A. Determine a energia total transpor¬ 
tada por i(f) e a porcentagem da energia de 1 Í2 no inter¬ 
valo de frequências —5 < ta < 5 rad/s. 


2Q 



-WA- 

) 1F = 

1 H jS 


+ 

v(t ) 


Figura 18.55 Esquema para o Problema 18.60. 


18.61 Em um sistema, o sinal de entrada x(t) é modulado em 
amplitude por m(t) = 2 + costa,/. A resposta é y(t) = m(t) 
x(i). Determine F(ca) em termos de X(cú). 

18.62 Um sinal de voz que ocupa a banda de frequências de 0,4 
a 3,5 kHz é usado para modular em amplitude uma por¬ 
tadora de 10 MHz. Determine o intervalo de frequências 
para as bandas laterais inferior e superior. 

18.63 Para dada localidade, calcule o número de estações per- 
e d mitidas na faixa de transmissão AM (540 a 1.600 kHz) 

sem que haja a ocorrência de interferência entre elas. 

18.64 Repita o problema anterior para a faixa de transmissão 
eOd FM (88 a 108 MHz), supondo que as frequências de por¬ 
tadora estejam espaçadas de 200 kHz entre si. 

18.65 A componente de frequência mais alta de um sinal de voz 
é igual a 3,4 kHz. Qual é a taxa de Nyquist do amostrador 
do sinal de voz? 

18.66 Um sinal de TV é limitado em faixa a 4,5 MHz. Se tiver- 
e d mos de reconstruir amostras em um ponto distante, qual 

será o intervalo máximo de amostragem pennitido? 

*18.67 Dado um sinal g(t) = sinc(20077í), Determine a taxa de 
Nyquist e o intervalo de Nyquist para o sinal. 
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Problemas abrangentes 


18.68 O sinal de tensão da entrada de um filtro é v(i) = 50e -2 ^ V. 
Qual é a porcentagem da energia total de 1 íl que cai no 
intervalo de frequências 1 < co < 5 rad/s? 

18.69 Um sinal com a transformada de Fourier 


F((o) = 


20 

4 +j(ú 


passa por um filtro cuja frequência de corte é 2 rad/s (isto 
é, 0 < co < 2). Qual é a fração da energia no sinal de en¬ 
trada que está contida no sinal de saída? 
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CIRCUITOS DE DUAS PORTAS 


Não deixe para amanhã o que pode fazer hoje. 
Não peça ajuda de outros no que pode fazer por si mesmo. 
Não compre coisas inúteis soh pretexto de que são baratos. 
O orgulho nos custa mais do que a fome, a sede e o frio. 

Não se arrependa de ter comido pouco. 
Não gaste seu dinheiro antes de ganhá-lo. 
Nada do que fazemos de bom grado è problemático. 
Quanta dor nos causaram as desgraças que nunca aconteceram! 
Medite todas as coisas sob um ponto de vista favorável. 
Quando estiveres contrariado, conte até dez antes de proferir 
qualquer palavra e conte até cem se estiver com raiva. 

Thomas Jefferson 


Progresso profissional 

Carreira na área de educação 

Enquanto dois terços dos engenheiros trabalham 
no setor privado, alguns trabalham no setor acadê¬ 
mico e preparam os estudantes para a carreira de 
engenharia. Se você gosta de ensinar outras pes¬ 
soas, talvez queira considerar a possibilidade de 
se tornar um educador no ramo da engenharia, e o 
curso de Análise de Circuitos é parte importante do 
processo de preparação. 

Os professores de engenharia trabalham em 
projetos de pesquisa de ponta, ministram cursos 
para graduação e pós-graduação, e prestam servi¬ 
ços ao seu meio profissional e à comunidade como 
um todo. É esperado que esses profissionais tenham 
habilidades necessárias para transmitir seus conhe¬ 
cimentos aos outros e uma educação de base para 
poderem contribuir para um melhor aprendizado. 

Se você gosta de pesquisar, trabalhar com 
desafios, contribuir para o avanço tecnológico, 
inventar, prestar consultoria e/ou ensinar, consi¬ 
dere uma carreira voltada para a área de educação 
em engenharia. A melhor maneira para começar é 


conversar com seus professores e tirar proveito de 
sua experiência. 

Um sólido entendimento de matemática e fí¬ 
sica na graduação é vital para seu sucesso como 
professor de engenharia. Caso tenha dificuldade 
em resolver os problemas didáticos, inicie pela 
correção de quaisquer pontos fracos que haja nos 
fundamentos dessas matérias. 

Hoje, a maioria das universidades exige douto¬ 
rado de seus professores, como também pedem que 
eles estejam envolvidos de forma ativa em pesquisa 
que conduza à publicação de artigos em veículos de 
comunicação bem conceituados. Sem dúvida, a área 
de educação em engenharia é gratificante, e uma ma¬ 
neira de preparar-se é ter um conhecimento amplo e 
atualizado, pois o mercado está tornando-se inter- 
disciplinar e mudando rapidamente. Os professores 
sentem-se satisfeitos e realizados ao verem seus alu¬ 
nos se formando, destacando-se em suas profissões 
e contribuindo de forma significativa para o avanço 
da humanidade. 
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( b ) 


Circuito 

linear 


Figura 19.1 (a) Circuito de uma 

porta; ( b ) circuito de duas portas. 


19.1 Introdução 

Um par de terminais através dos quais pode entrar ou sair uma corrente de um 
circuito é conhecido como porta. Dispositivos ou elementos de dois tenninais 
(como resistores, capacitores e indutores) resultam em circuitos de uma porta. 
Os circuitos que tratamos até então são, em sua maioria, circuitos de dois ter¬ 
minais ou de uma porta, representados na Figura 19.1a; a corrente que entra 
em um terminal sai pelo outro terminal, de modo que o saldo de corrente que 
entra pela porta é igual a zero. Consideramos a tensão ou a corrente em um 
par simples de terminais - como os dois terminais de um resistor, capacitor 
ou indutor. Também estudamos circuitos com quatro terminais ou duas portas 
envolvendo amplificadores operacionais, transistores e transformadores, con¬ 
forme ilustrado na Figura 19.1 b. Geralmente, um circuito pode ter n portas. 

Neste capítulo, estamos interessados basicamente nos circuitos de duas 
portas (ou simplesmente, duas portas). 


Circuito de duas portas é um circuito elétrico com duas portas distintas 
para entrada e saída. 


Portanto, um circuito de duas portas possui dois pares de terminais atuando 
como pontos de acesso. Como mostra a Figura 19.1b, a corrente que entra por 
um terminal de um par deles sai pelo outro terminal do par. Dispositivos de 
três terminais, como os transistores, podem ser configurados em circuitos 
de duas portas. 

Nosso estudo sobre os circuitos de duas portas se deve pelo menos a duas 
razões. Primeira, tais circuitos são úteis em comunicação, sistemas de controle, 
sistemas de potência e eletrônica. Por exemplo, eles são usados em eletrônica 
para criar modelos de transistores e facilitar o projeto em cascata. Segunda, 
conhecer os parâmetros de um circuito de duas portas permite que o tratemos 
como uma “caixa preta”, quando inserido em um circuito maior. 

Caracterizar um circuito de duas portas requer que estabeleçamos uma 
relação entre as quantidades V 1; V 2 , Ij e I 2 nos terminais da Figura 19.1b, 
dos quais dois são independentes. Os vários termos que estabelecem rela¬ 
ções entre essas tensões e correntes são chamados parâmetros. Nosso obje¬ 
tivo, neste capítulo, é obter seis conjuntos desses parâmetros. Mostraremos 
a relação entre eles e como os circuitos de duas portas podem ser ligados 
em série, em paralelo ou em cascata. Assim como nos amplificadores ope¬ 
racionais, estamos interessados apenas no comportamento dos terminais 
dos circuitos. Suporemos, também, que os circuitos de duas portas não 
contenham nenhuma fonte independente, embora possam conter fontes de 
tensão dependentes. Finalmente, aplicaremos alguns dos conceitos desen¬ 
volvidos neste capítulo à análise de circuitos transistorizados e à síntese de 
circuitos em cascata. 


19.2 


Parâmetros de impedância 


Os parâmetros de impedância e de admitância são geralmente usados na sín¬ 
tese de filtros, e também são úteis no projeto e na análise de circuitos para 
casamento de impedâncias e em redes de distribuição de energia. Trataremos 
dos parâmetros de impedância nesta seção e dos parâmetros de admitância na 
seção seguinte. 
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li h 




Figura 19.2 Circuito linear de duas portas: (a) excitado por fontes de tensão; 
(b) excitado por fontes de corrente. 


Um circuito de duas portas pode ser excitado por tensão como na Figu¬ 
ra 19.2a ou por corrente como na Figura 19.2 b. Tanto na a quanto na b, as 
tensões nos terminais podem ser relacionadas com as correntes nos terminais 
como segue 


V i — Znli + Z 12 l2 
= Z 2 ili + Z22I2 


ou na forma matricial 


V, 

V 2 _ 


Zn z 12 I| 

- Z 21 Z 22 . _I 2 _ 


[Z] 


il 

I 2 J 


(19.1) 


(19.2) 


Lembrete'. Apenas duas das 
quatro variáveis (V 1; V 2 , l 1( e l 2 ) 
são independentes. As outras 
duas podem ser encontradas por 
intermédio da Equação (19.1). 



onde os termos z são denominados de parâmetros de impedância, ou simples¬ 
mente de parâmetros z e têm unidades de ohms. 

Os valores dos parâmetros podem ser calculados, fazendo I, = 0 (porta de 
entrada como um circuito aberto) ou I 2 = 0 (porta de saída como um circuito 
aberto). Portanto, 



(19.3) 


Como os parâmetros z são obtidos abrindo-se o circuito da porta de entrada ou 
de saída, eles são denominados parâmetros de impedância de circuito aberto. 
Especificamente, 


Zll 


z 


12 


Z21 


z 


22 


Impedância de entrada de circuito aberto. 

Impedância de transferência de circuito aberto da porta 1 para 
a porta 2. 

Impedância de transferência de circuito aberto da porta 2 para a porta 1. 
Impedância de saída de circuito aberto. 


(19.4) 


De acordo com a Equação (19.3), obtemos z u e z 21 conectando uma fonte 
de tensão V! (ou uma fonte de corrente I,) à porta 1, enquanto deixamos a por¬ 
ta 2 como um circuito aberto, como indicado na Figura 19.3a e determinando 
I, e V 2 ; obtemos, então, 


I, l 2 = 0 



(a) 



(b) 


Figura 19.3 Determinação dos 
parâmetros z: (a) detenninação de z n 
e z 21 ; ( b ) determinação de z 12 e z 22 . 


+ ò 
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V! 



(19.5) 




Figura 19.4 Trocar uma fonte 
de tensão em uma porta por um 
amperímetro ideal na outra porta produz 
a mesma leitura em um circuito de duas 
portas recíproco. 


De modo similar, obtemos z 12 e z 22 conectando uma fonte de tensão V 2 (ou 
uma fonte de corrente I 2 ) à porta 2, enquanto deixamos a porta 1 como um 
circuito aberto, conforme indicado na Figura 19.3b, e determinando I 2 e V',; 
obtemos, então, 


V! V 2 

*12 = T , ^22 = (19.6) 

-*2 *2 

O procedimento anterior fornece um meio para calcularmos ou medirmos os 
parâmetros z. 

Algumas vezes, z u e z 22 são denominadas impedâncias do ponto de ex¬ 
citação, enquanto z 2I e z 12 são chamadas impedâncias de transferência. Uma 
impedância do ponto de excitação é a impedância de entrada de um dispositivo 
de dois terminais (uma porta). Portanto, z n é a impedância do ponto de exci¬ 
tação de entrada no qual a porta de saída é um circuito aberto, enquanto z 22 
é impedância do ponto de excitação de saída no qual a porta de entrada é um 
circuito aberto. 

Quando z u = z 22 , diz-se que o circuito de duas portas é simétrico. Isso im¬ 
plica o circuito ter simetria tipo espelho em relação a uma linha central; isto é, 
pode-se encontrar uma linha que divide o circuito em duas metades semelhantes. 

Quando o circuito de duas portas for linear e não tiver fontes de tensão 
dependentes, as impedâncias de transferência são iguais (z 12 = z 21 ) e as duas 
portas são recíprocas. Isso significa que se os pontos de excitação e de res¬ 
posta forem trocados entre si, as impedâncias de transferência permanecem 
as mesmas. Conforme ilustrado na Figura 19.4, um circuito de duas portas 
é recíproco se a troca de uma fonte de tensão ideal em uma porta por um 
amperímetro ideal na outra porta der a mesma leitura no amperímetro. O 
circuito recíproco conduz a V = z 12 I, de acordo com a Equação (19.1), quan¬ 
do conectado como mostra a Figura 19. 4a, porém, conduz a V = z 21 I, quando 
conectado conforme indicado na Figura 19.4b. Isso é possível apenas se z I2 = z 21 . 
Qualquer circuito de duas portas, formado inteiramente por resistores, ca- 
pacitores e indutores deve ser recíproco, e pode ser substituído pelo circuito 
equivalente T da Figura 19.5o. Se não for recíproco, um circuito equivalente 
mais genérico é mostrado na Figura 19.5b; note que essa figura é obtida 
diretamente da Equação (19.1). 



(a) 


II h 



Figura 19.5 (a) Circuito equivalente T (apenas para o caso recíproco); (b) circuito 
equivalente geral. 


Devemos mencionar que, para alguns circuitos de duas portas, os parâme¬ 
tros z não existem, pois não podem ser descritos pela Equação (19.1). Como 
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exemplo, consideremos o transformador ideal da Figura 19.6. As equações que 
definem o circuito de duas portas são: 

V, = jV 2 , I, = ~nl 2 (19.7) 

Observe que é impossível expressar as tensões em termos das correntes, e 
vice-versa, como requer a Equação (19.1). Portanto, o transformador ideal 
não tem parâmetros z. Porém, ele possui parâmetros híbridos, como veremos 
na Seção 19.4. 


Detennine os parâmetros z para o circuito da Figura 19.7. 


Solução: 

M MÉTODO 1 Para determinar z u e z, 2 , aplicamos uma fonte de tensão V, à porta 
de entrada e deixamos a porta de saída aberta, como indicado na Figura 19.8a. Então, 


V! (20 + 40)1! 


Ii 


li 


60 n 


isto é, z u é a impedância de entrada na porta 1. 



401, 


= 40 Í1 


Para encontrar z 12 e z-, 2 , aplicamos uma fonte de tensão V 7 à porta de saída e deixamos 
a porta de entrada aberta como mostra a Figura 19.8è. Portanto, 



40I 2 


= 40 a 



(30 + 40)I 2 

I2 


70 Í1 


Logo, 



(a) 


Figura 19.8 Esquema para o Exemplo 
( b ) determinando z 12 e z 22 . 


Í1 40 íl 
Í1 70 Í1 


20 Q. 30 Q 



■ MÉTODO 2 Altemativamente, já que não há nenhuma fonte dependente no cir¬ 
cuito dado, z 12 = z 21 e podemos usar a Figura 19.5a. Comparando a Figura 19.7 com a 
Figura 19.5a, obtemos 


z, 2 — 40 fl — z 2 , 

z„ — z 12 = 20 =>- z u = 20 + z 12 = 60 O 

z 22 - z 12 = 30 =>■ z 22 = 30 + z 12 = 70 Í1 



Figura 19.6 Um transformador ideal 
não possui parâmetros z. 


EXEMPLO 19.1 • 


20 Q 

o-WvV- 


30 Q, 

-AWv-o 


40 £2 


Figura 19.7 Esquema para o 
Exemplo 19.1. 


4 Q 

o -W*V 


: 3 ü 


Figura 19.9 Esquema para o 
Problema prático 19.1. 


PROBLEMA PRATICO 19.1 


Detennine os parâmetros z do circuito de duas portas da Figura 19.9. 
Resposta: z,, = 7 fl, z 12 = z 2 , = z 22 = 3 íl. 


+ ô 
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• EXEMPLO 19.2 


• PROBLEMA PRÁTICO 19.2 


h h 



li h 



Figura 19.12 Determinação dos 
parâmetros y: (a) determinação de y u 
e > 21 ; ( b ) determinação d ey 12 ey 22 - 


Determine li e D no circuito da Figura 19.10. 



10 Q 


Figura 19.10 Esquema para o Exemplo 19.2. 

Solução: Este não é um circuito recíproco. Poderíamos usar o circuito equivalente da 
Figura 19.56, mas também podemos empregar diretamente a Equação (19.1). Substi¬ 
tuindo os parâmetros z dados na Equação (19.1), 


Vi = 401! + ;20I 2 
V 2 = ;30l! + 50I 2 

Como estamos buscando li e I 2 , substituímos 

Vi - 100/0°, V 2 =-10I 2 

nas Equações (19.2.1) e (19.2.2), que fica 

100 = 401! + v'20I 2 

-10I 2 = ;30Ii + 50I 2 =4- I, = )2I 2 

Substituir a Equação (19.2.4) na Equação (19.2.3) resulta em 


(19.2.1) 

(19.2.2) 


(19.2.3) 

(19.2.4) 


100 

Io — — 7 

j 100 


100 = j'80I 2 + 7'20I 2 => 

A partir da Equação (19.2.4), I, j2(-j) = 2. Portanto, 

= 2 /9! A ’ = y-go 0 A 

Calcule li e I 2 no circuito de duas portas da Figura 19.11. 

Ir I 2 


2/30° V 


212 

rAA/vV-o- 

+ 

Vi 


© 


Zjj — 6 Q 

z 12 = —j4 D 
z 2 i = -/4 D 
z 22 = 8 £2 


Figura 19.11 Esquema para o Problema prático 19.2. 
Resposta: 200 /30° mA, 100 /120° mA. 


Parâmetros de admitância 

Vimos, anteriormente, que pode ser que os parâmetros de impedância não exis¬ 
tam para um circuito de duas portas; portanto, há a necessidade de uma forma 
alternativa para descrever um circuito destes, a qual poderia ser atendida pelo 
segundo conjunto de parâmetros que são obtidos expressando-se as correntes 
nos terminais em termos de tensões nos terminais. Seja na Figura 19.12a como 
na b, as correntes de terminais podem ser expressas em termos das tensões nos 
terminais como segue 


19.3 
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11 = ynVi + yi 2 V 2 

1 2 = yaiV 1 + y 22 V 2 


011 na forma matricial como 


II 

_ 

yn 

yi 2 

vr 

= [y] 

vr 

-12. 


,y 2 i 

y 2 2. 

_v 2 . 

v 2 _ 


(19.8) 


(19.9) 


Os termos y são conhecidos como parâmetros de admitância (ou, simplesmen¬ 
te, parâmetros y ) e são expressos em Siemens. 

Os valores dos parâmetros podem ser calculados fazendo V) = 0 (porta de 
entrada curto-circuitada) ou V 2 = 0 (porta de saída curto-circuitada). Portanto, 



(19.10) 


Como os parâmetros y são obtidos curto-circuitando-se a porta de entrada ou 
de saída, eles também são denominados parâmetros de admitância de curto- 
-circuito. Especificamente, 

y n = Admitância de entrada de curto-circuito. 
y 12 = Admitância de transferência de curto-circuito da porta 2 
para a porta 1. 

y 21 = Admitância de transferência de curto-circuito da porta 1 para a porta 2. (19.11) 
y 22 = Admitância de saída de curto-circuito. 

De acordo com a Equação (19.10), obtemos y u e y 21 conectando-se uma 
fonte de corrente I, à porta 1 e curto-circuitando a porta 2, como mostrado na 
Figura 19.12a, determinando V, e I 2 ; obtemos, então, 

li I 2 

yn = y \ y 2 i = v (19.12) 

De modo similar, obtemos y 12 e y 22 conectando-se uma fonte de corrente I 2 
à porta 2 e curto-circuitando a porta 1, conforme indicado na Figura 19.12Z>, 
determinando ^ e V 2 ; e, então, obtendo 

li I 2 

yn = v , y 22 = v (19.13) 

v 2 v 2 

Esse procedimento fornece um meio para calcularmos ou medirmos os parâ¬ 
metros y. Os parâmetros de impedância e admitância são denominados, con¬ 
juntamente,/>arâ/wetros de imitância. 

Para um circuito de duas portas que é linear e não possui nenhuma fonte 
dependente, as admitância de transferência são iguais (y 12 = y 21 ). Isso pode 
ser provado da mesma forma que fizemos para os parâmetros z. Um circuito 
recíproco (yi 2 = y 2 i) pode ter como modelo o circuito equivalente n da Figura 
19.13a. Se o circuito não for recíproco, é mostrado um circuito equivalente 
mais genérico na Figura 19.13A 
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(a) (b) 

Figura 19.13 (a) Circuito equivalente n (apenas para o caso recíproco); ( b ) circuito 

equivalente geral. 


• EXEMPLO 19.3 


2Q 

-AWv- 


:4£2 


Figura 19.14 Esquemaparao 
Exemplo 19.3. 


I, 


2Q 


h 


- 0 - 

—vwv- 

- 0 - 

+ 


+ 

p V. = 

> 4 0. 8 <2 

V V V V 

II 

0 

- 


- 

0 


0 


(a) 



2 Q 


- 0 - 

—— 

-°- 


+ 


+ 


V,=0 < 

>412 8Í2( 

> v 2 

Q 

- 0 - 


- 0 - 



(b ) 

Figura 19.15 Esquemaparao 
Exemplo 19.3: (a) determinando y n e 
y 21 ; ( b ) determinando y 12 e y 22 . 


2£2 

o- \N\/V- 


60 

-MA/V-O 


• 4 Q 


Figura 19.16 Esquemaparao 
Problema prático 19.3. 


PROBLEMA PRATICO 19.3 


Obtenha os parâmetros y para o circuito II indicado na Figura 19.14. 

Solução: 

I MÉTODO 1 Para determinar y u e y 21 , curto-circuitamos a porta de saída e co¬ 
nectamos uma fonte de corrente I[ à porta de entrada, como indicado na Figura 19.15a. 
Como o resistor de 8 Í1 é um curto-circuito, o resistor de 2 Í1 está em paralelo com o 
resistor de 4 íl. Logo, 


Vi = 1,(4 || 2) = -I„ 


yn 


i, 

^ = 0,75 S 


ÍT 

3 1 ! 


Por divisão de corrente, 


4 2 

-I, =-1, = I,, 

4 + 2 3 


fli 


— _ 

y21 “ v, “ n 

v 1 3 1 ! 


= -0,5 S 


Para obter y 12 e y 22 , curto-circuitamos a porta de entrada e ligamos uma fonte de corren¬ 
te I 2 à porta de saída, como mostra a Figura 19.156. O resistor de 4 Í1 é curto-circuitado 
de modo que os resistores de 2 íl e 8 íl estão em paralelo. 


V 2 = I 2 (8 II 2) = 




12 


- = 0,625 S 
8 


Por divisão de corrente, 


li 


8 

-1, 

8 + 2 " 




_ 4 1 
5 l 2 

-T 


-0,5 S 


I MÉTODO 2 De forma alternativa, comparando-se a Figura 19.14 com a Figura 
19.13a, 


1 

yu + yi2 = 4 

1 


yi2 — 2 s — ^ 21 
1 


y„ = 4 - yi2 = 0,75 s 


1 


yn + yi2 = 0 =>• Y22 = - ~ yi2 = 0,625 s 

O o 

conforme obtido anteriormente. 

Obtenha os parâmetros y para o circuito T mostrado na Figura 19.16. 


Resposta: yn = 227,3 mS, y 12 = y 21 = -90,91 mS, y 22 = 136,36 mS. 
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Determine os parâmetros y para o circuito de duas portas mostrado na Figura 19.17. 

Solução: Seguimos o mesmo procedimento do exemplo anterior. Para obter y u e y 2 i, 
usamos o circuito da Figura 19.18a, no qual a porta 2 é curto-circuitada e a fonte de 
corrente é aplicada à porta 1. No nó 1, 


Vi - V„ V D V a - 0 

—-- = 2l! + — + —- 

8 2 4 


Porém Ij = —-- consequentemente, 


Vt — Vq | 3V a 
8 4 

0 = Vi - V„ + 6V„ =*• Vi = -5V 0 


EXEMPLO 19.4 • 


2 ; 



Figura 19.17 Esquema para o 
Exemplo 19.4. 


2Ii 21, 




Figura 19.18 Solução para o Exemplo 19.4: (a) determinando y u e y 21 ; (b) determinando y 12 e y 22 . 


Logo, 


li = 


-5V - V 

^ y o 'o 


8 


= -0,75V„ 


No nó 2, 


I, — 0,75V o 

y n = — =-- = 0,15 S 

* Vj -5 V d 

V„ - 0 

—-+ 21, + I 2 = 0 


-I 2 = 0,25V o - 1,5V D = — 1,25V 0 


Portanto, 


b L25V„ 


yu = 


= -0,25 S 


Vi -5V„ 

De modo similar, obtemos y 12 e y 22 usando a Figura 19.18Ó. No nó 1, 

0 - V D V„ V„- V 2 

-- = 21 , + — + —-- 

8 2 4 


Porém li 


ou 


0 - V D 

—-—; consequentemente, 



0 = -V D + 4V 0 + 2V„ - 2V 2 =► V 2 = 2,5V 0 
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Figura 19.19 Esquema para o 
Problema prático 19.4. 




PROBLEMA PRATICO 19.4 


Portanto, 


No nó 2, 


I 


yi2 = 


-V„/8 


V 2 2,5V, 

v„- V 2 


= -0,05 S 


+ 2Ij + I 2 = 0 


1 2V 

-I 2 = 0,25V o - — (2,5V 0 ) - g " = —0,625V„ 


Consequentemente, 


I 2 0,625V o 

y 22 = — = —-- = 0,25 S 

' V 2 2,5V d 


Note que, nesse caso, y 12 ^ y 2J , já que o circuito não é recíproco. 
Obtenha os parâmetros y para o circuito da Figura 19.19. 

Resposta: y n = 625 mS, y 12 = -125 mS, y 21 = 375 mS, y 22 = 125 mS. 


19.4 


Parâmetros híbridos 


Os parâmetros z e y de um circuito de duas portas nem sempre existem. Assim, 
há a necessidade de criarmos um terceiro conjunto de parâmetros, que se ba¬ 
seia no ato de tornar V; e I 2 as variáveis dependentes. Portanto, obtemos 


Vi 

— hitlt 

+ h 12 V 2 

h 

= h 2 ili 

+ II 22 V 2 


(19.14) 


ou, na forma matricial. 



(19.15) 


Os termos h são conhecidos como parâmetros híbridos (ou, simplesmente, pa¬ 
râmetros h ), pois são uma combinação híbrida de razões. Eles são muito úteis 
na descrição de dispositivos eletrônicos como transistores (ver a Seção 19.9); 
é muito mais fácil medir experimentalmente os parâmetros h desses disposi¬ 
tivos que medir seus parâmetros z ou y. De fato, vimos que o transformador 
ideal da Figura 19.6, descrito pela Equação (19.7), não possui parâmetros z. O 
transformador ideal pode ser descrito pelos parâmetros híbridos, uma vez que 
a Equação (19.7) ajusta-se à Equação (19.14). 

Os valores dos parâmetros são determinados como segue 



(19.16) 
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Fica evidente da Equação (19.16) que os parâmetros h n , h 12 , h 21 e h 22 repre¬ 
sentam, respectivamente, uma impedância, um ganho de tensão, um ganho de 
corrente e uma admitância. É por essa razão que eles são denominados parâ¬ 
metros híbridos. Sendo mais específico, 


h u = Impedância de entrada de curto-circuito. 

h 12 = Ganho de tensão inverso de circuito aberto. 

h 2I = Ganho de corrente direto de curto-circuito. (19.17) 

h 22 = Admitância de saída de circuito aberto. 

O procedimento para calcular os parâmetros h é similar àquele usado para 
os parâmetros z ou v. Aplicamos uma fonte de tensão ou de corrente à porta 
apropriada, curto-circuitamos ou deixamos como circuito aberto a outra porta, 
dependendo do parâmetro de interesse, e realizamos uma análise de circuitos 
comum. Para circuitos recíprocos, h 12 = - h 21 . Isso pode ser provado da mesma 
forma que provamos que z 12 = z 21 . A Figura 19.20 mostra o modelo híbrido do 
circuito de duas portas. 

Um conjunto de parâmetros estreitamente ligado aos parâmetros h são os 
parâmetros g ou parâmetros híbridos inversos. Estes são usados para descre¬ 
ver as correntes e tensões nos terminais 


^h u 



Figura 19.20 O circuito equivalente 
com parâmetros h de um circuito de 
duas portas. 


Ii = gnVi + gi 2 I 2 

V 2 = fciVr + g 22 I 2 


(19.18) 


ou 


Il 

— 

gll 

§ 12 " 

'Vi' 

= [g] 

'V! 

- V 2 . 


- §21 

§ 22 . 

-I 2 - 


12 


(19.19) 


Os valores dos parâmetros g são determinados como segue 



(19.20) 


Portanto, os parâmetros híbridos inversos são denominados especificamente 


g u = Admitância de entrada de circuito aberto. 

g 12 = Ganho de corrente inverso de circuito aberto. 

g 21 = Ganho de tensão direto de circuito aberto. (19.21) 

g 22 = Impedância de saída de curto-circuito. 

A Figura 19.21 mostra o modelo híbrido inverso de um circuito de duas portas. 
Os parâmetros g são frequentemente usados para modelar transistores de efeito 
de campo (FETs). 



Figura 19.21 O modelo com 
parâmetros g de um circuito de duas 
portas. 
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EXEMPLO 19.5 


2Q 

o-WW 


3 Q. 

-AWv-o 


■ 6Q, 


Figura 19.22 Esquema para o 
Exemplo 19.5. 


2£í 3 Q l 2 




1—WA— 

- 0 - 


+ 


+ 

p 

V, 

16£1 

v 2 = 0 


-0 - 


- 0 - 


(a) 



(b) 

Figura 19.23 Esquema para o 
Exemplo 19.5: (a) cálculo de h u e h 21 ; 
( b ) cálculo de h 12 e h 22 . 



Figura 19.24 Esquema para o 
Problema prático 19.5. 




PROBLEMA PRATICO 19.5 


Determine os parâmetros híbridos para o circuito de duas portas da Figura 19.22. 

Solução: Para determinar h u e h 21 , curto-circuitamos a porta de saída e ligamos uma 
fonte de corrente I, à porta de entrada, conforme ilustrado na Figura 19.23a. Da Figura 
19.23a, 


V, = 1,(2 + 3 || 6) = 41, 


Portanto, 

V, 

h,, — —— — 4 Í1 

*1 

Da mesma forma, da Figura 19.23a, obtemos, por divisão de corrente, 


L> - 


6 2 

I, = -I, 


2 6 + 3 1 3 1 


Logo, 


h 2 , = — = — 
21 I, 3 


Para obter h 12 e h 29 , fazemos que a porta de entrada seja um circuito aberto e ligamos 
uma fonte de tensão V 9 à porta de saída da Figura 19.236. Por divisão de tensão, 


Logo, 


Da mesma forma, 


Portanto, 


6 2 

V, =-V, = -V, 

6 + 3 3 


V, 


V 2 = (3 + 6)I 2 = 9I 2 


I 9 1 

h 22 = — = - S 
y 2 9 


Determine os parâmetros h para o circuito da Figura 19.24. 
Resposta: h u = 1,2 fl, h 12 = 0,4, h 2 , = -0,4, h 22 = 400 mS. 


• EXEMPLO 19.6 



Figura 19.25 Esquema para o 
Exemplo 19.6. 


Determine o equivalente de Thévenin na porta de saída do circuito da Figura 19.25. 

Solução: Para determinar Z Th e V Th , aplicamos o procedimento normal, tendo em 
mente as fórmulas que relacionam as portas de entrada e de saída do modelo h. Para 
obter Z Th , eliminamos a fonte de tensão de 60 V na porta de entrada e aplicamos uma 
fonte de tensão de 1 V na porta de saída, conforme mostrado na Figura 19.26a. Da 
Equação (19.14), 

V, = h u I, + h 12 V 2 (19.6.1) 

I 2 = h 21 I, + h 22 V 2 (19.6.2) 

Porém, V 2 = 1 e V, = -401,. Substituindo-se estas nas Equações (19.6.1) e (19.6.2), 
obtemos 
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401! = hulj + h 12 =>■ li = 


40 + h n 

I 2 = h 21 l! + h 22 

Substituir a Equação (19.6.3) na Equação (19.6.4) resulta em 

h 2 ihj 2 h n h 22 — h 2 ihi 2 + h 22 40 


I' — h 22 


Consequentemente 


Zxh — 


h u + 40 


V 2 1 


h„ + 40 


h u + 40 


I 2 I 2 li. i li 22 hijh[2 H- h 22 40 


Substituindo os valores dos parâmetros h, 


1.000 + 40 


y — _ 

Th 10 3 X 200 X 10“ 6 + 20 + 40 X 200 X 10“ s 


1.040 

20,21 


= 51,46 0 


( 19 . 6 . 3 ) 

( 19 . 6 . 4 ) 



(a) 



Figura 19.26 Esquema para o 
Exemplo 19.6: ( a ) determinando Z Th ; 
(b) determinando V Th . 


Para obter V Th , encontramos a tensão de circuito aberto V 2 na Figural9.266. Na porta 
de entrada, 


-60 + 40Ij + Vi = 0 =» V! = 60 - 401! ( 19 . 6 . 5 ) 


Na saída, 


h = 0 ( 19 . 6 . 6 ) 

Substituindo as Equações (19.6.5) e (19.6.6) nas Equações (19.6.1) e (19.6.2), obtemos 


60 - 401j = h u l! + h 12 V 2 


ou 


60 — (hi j + 40)1] + h 12 V 2 


( 19 . 6 . 7 ) 


e 


0 — h 2[ Ii + h 22 V 2 



( 19 . 6 . 8 ) 


Agora, substituindo a Equação (19.6.8) na Equação (19.6.7), resulta 


60 


-(h n + 40)^ + h 12 

h 2 i 


V 2 


ou 


V Th = V, = 


60 


60h, 


(hi i + 40)h 22 /h 21 + h 1 2 h 12 h 21 hnh 22 40h 2 


Substituindo-se os valores dos parâmetros h, 



Vxh — 


60 X 10 

- 20,21 


-29,69 V 


Figura 19.27 Esquema para o 
Problema prático 19.6. 


Detennine a impedância na porta de entrada do circuito na Figura 19.27. 
Resposta: 1,6667 kíl 


PROBLEMA PRÁTICO 19.6 • 
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EXEMPLO 19.7 


1 H 

o-r-ç-jfín- 


1 F 


1 Q 


Figura 19.28 Esquema para o 
Exemplo 19.7. 


1 H 

o— 


1 H 

-nmp- 


i n 


i ü 


Figura 19.30 Esquema para o 
Problema prático 19.7. 


• PROBLEMA PRÁTICO 19.7 


Determine os parâmetros g em função de s para o circuito da Figura 19.28. 
Solução: No domínio s, 

1 H => sL = s, 1 F =í 


J_ _ J_ 

sC s 


Para obter g u e g 21 , fazemos que a porta de saída seja um circuito aberto e ligamos uma 
fonte de tensão V! à porta de entrada como na Figura 19.29a. A partir da figura, 


li = 


Vi 

s + 1 


gu 


I, 

V, 


s + 1 


Por divisão de tensão, 


v 2 = —-V! 

s + 1 


l/í 


§21 


I, = 0 


s + 1 


IA 


I — o-nfifiP — 

— - ° 

-o- 

- II - ° - 


+ 

+ 

+ 

p i 

1 D V 2 

Vi = 0 

V V V V 

10 

L 

-O 

-0- 

-O- 


(fl) 


(b) 


Figura 19.29 Determinando os parâmetros g no domínio í para o circuito da Figura 19.28. 

Para obter g 12 e g^ 2 , curto-circuitamos a porta de entrada e ligamos uma fonte de tensão 
I-, à porta de saída na Figura 19.29Z). Por divisão de corrente, 

1 

h = —rr l2 

í + i 


§12 — 


II 


S + 1 


Da mesma forma, 


V 2 = I, - + í 1 


§22 — T — + 


S + 5 + 1 


í + 1 í(í + 1) 


Portanto, 


[§] = 


í + 1 


í + 1 


1 


s~ + s + 1 


. s + 1 s(s + 1) 

Para o circuito em cascata da Figura 19.30, detennine os parâmetros g no domínio í. 
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Resposta: [g] 


5 + 2 

5 2 + 35 + 1 
1 

_ 5 2 + 35 + 1 


1 

5 2 + 35 +1 
5(5 + 2 ) 

5 2 + 35 + 1 


19.5 Parâmetros de transmissão 

Já que não existem restrições sobre quais tensões e correntes terminais de¬ 
vem ser consideradas variáveis independentes e quais devem ser consideradas 
dependentes, a expectativa é de estarmos aptos a gerar diversos conjuntos de 
parâmetros. 

Outro conjunto de parâmetros estabelece uma relação entre as variáveis na 
porta de entrada e as variáveis na porta de saída. Portanto, 


Vl = av 2 - bi 2 
li = cv 2 - di 2 


( 19 . 22 ) 


ou 


vr 


"A 

B 

" v 2 ' 

= [T] 

' v 2 ‘ 

I, 


c 

D 

I 2 

-I 2 


( 19 . 23 ) 


As Equações (19.22) e (19.23) estabelecem uma relação entre as variáveis de 
entrada (Vj e I,) e de saída (V 2 e -I 2 ). Observe que, no cálculo dos parâmetros 
de transmissão, é usado -I 2 em vez de I 2 , porque considera-se que a corrente 
esteja saindo do circuito, como indicado na Figura 19.31, ao contrário do que 
ocorre na Figura 19.1 b, cuja corrente está entrando no circuito. Isso é feito 
por pura convenção; ao colocarmos circuitos de duas portas em cascata (saída 
com entrada), é mais lógico pensamos em I 2 saindo do circuito de duas portas. 
Também é costumeiro, no setor de energia elétrica, considerar I 2 saindo do 
circuito de duas portas. 

Os parâmetros do circuito de duas portas nas Equações (19.22) e (19.23) 
dão uma medida de como um circuito transmite tensão e corrente de uma fonte 
para uma carga. Eles são úteis na análise de linhas de transmissão (como 
cabo e fibra), pois expressam variáveis do lado transmissor (V! e 1^ em temos 
de variáveis do lado receptor (V 2 e -I 2 ). Por essa razão, são chamados parâ¬ 
metros de transmissão, também conhecidos como parâmetros ABCD. Eles são 
usados no projeto de sistemas de telefonia, circuitos de micro-ondas e radares. 

Os parâmetros de transmissão são determinados como segue 


Ji 

o- 

+ 


V, 



Circuito de 
duas portas 
linear 


V 2 

-o 


Figura 19.31 Variáveis tenninais 
usadas para definir os parâmetros 


ADCB. 



( 19 . 24 ) 


Portanto, os parâmetros de transmissão são denominados, especificamente, 


A = Razão de tensão de circuito aberto. 

B = Impedância de transferência de curto-circuito negativa. 


9 + 
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C = Admitância de transferência de circuito aberto. (19.25) 

D = Razão de corrente de curto-circuito negativa. 

A e D são adimensionais, B é medido em ohms e C, em Siemens. Como os 
parâmetros de transmissão fornecem uma relação direta entre variáveis de en¬ 
trada e de saída, eles são úteis em circuitos em cascata. 

Nosso último conjunto de parâmetros pode ser definido expressando as va¬ 
riáveis da porta de saída em termos das variáveis da porta de entrada. Obtemos 


V 2 = aVi - bl, 
I 2 = cVi - dl. 


(19.26) 


ou 


'V 2 ' 


a b 

' vr 

= [ti 

■ vr 

h 


c d 

-ii 

-it 


(19.27) 


Os parâmetros a, b, c e d são denominados parâmetros de transmissão inversa, 
ou parâmetros t. Eles são determinados como segue: 


V 2 

u v 2 


a = — 

b =- 


v, 

i,=o li 

v ,=0 

h 



c = — 

d =- 


Vi 

l!=0 II 

v,=o 


(19.28) 


• EXEMPLO 19.8 


A partir da Equação (19.28) e de nossa experiência até então, é evidente que 
esses parâmetros sejam conhecidos individualmente como 

a = Ganho de tensão de circuito aberto, 
b = Impedância de transferência de curto-circuito negativa, 
c = Admitância de transferência de circuito aberto. (19.29) 

d = Ganho de corrente de curto-circuito negativo. 


Enquanto a e d são adimensionais, b e c são medidos, respectivamente, em 
ohms e Siemens. 

Em termos de parâmetros de transmissão ou parâmetros de transmissão 
inversos, um circuito é recíproco se 


AD - BC = 1, ad - bc = 1 


(19.30) 


Essas relações podem ser provadas da mesma forma que as relações de impe¬ 
dância de transferência para os parâmetros z. De forma alternativa, poderemos 
usar a Tabela 19.1 um pouco mais à frente para obter a Equação (19.30) pelo 
fato que z l2 = z 21 para circuitos recíprocos. 


Determine os parâmetros de transferência para o circuito de duas portas da Figura 19.32. 

Solução: Para detemiinar A e C, fazemos que a porta de saída seja um circuito aberto 
como na Figura 19.33a, de modo que I 2 = 0, e colocamos uma fonte de tensão V! na 
porta de entrada. Temos 
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Portanto, 


V! = (10 + 20)1, = 301, 


Y, 30I X 

A = — =- 1 = 1,765, 

V 2 nij 


V 2 = 201, - 31, = 171 


*i 


10 Q 

-VWV- 


31 , 


li I, 

C = — = = 0,0588 S 

V 2 171, 


12012 


Para obter B e D, curto-circuitamos a porta de saída, de modo que V 2 = 0, como mostra 
a Figura 19.336, e colocamos uma fonte de tensão V, na porta de entrada. No nó a do 
circuito da Figura 19.33 b, a LKC dá 


Figura 19.32 Esquema para o 
Exemplo 19.8. 


V, - V„ 


+ In = 0 


10 20 

Porém, V„ = 31, e I, = (V, - V a )/10. Combinando essas equações dá 

\ a = 31, V, = 131, 

Substituindo V a = 31, na Equação (19.8.1) e o primeiro termo por I,, 

17 


( 19 . 8 . 1 ) 


( 19 . 8 . 2 ) 


31, 

I,- - + I 2 = 0 

1 20 2 


20 


I, = -I 2 


Consequentemente, 


I, 20 

D = — L = — = 1,176, 

I 2 17 


B = —— = 


-131, 

I 2 (-17/20)1, 


= 15,2911 




Figura 1 9.33 Esquema para o Exemplo 19.8: (a) determinando A e C; ( b ) determinando 

BeD 


Determine os parâmetros de transferência para o circuito da Figura 19.16 (ver o Pro- PROBLEMA PRÁTICO 19.8 • 

blema prático 19.3). 

Resposta: A = 1,5, B = 1111, C = 250 mS, D = 2,5. 


Os parâmetros ABCD do circuito de duas portas na Figura 19.34 são 

'4 2011' 

.0,1 S 2 

A porta de saída é conectada a uma carga variável para transferência máxima de potên¬ 
cia. Determine R L e a potência máxima transferida. 

Solução: Precisamos determinar o equivalente de Thévenin (Z Th e V Th ) na carga ou 
porta de saída. Encontramos Z Th usando o circuito da Figura 19.35a. 

Nosso objetivo é obter Z Th = V 2 /I 2 . Substituindo-se os parâmetros ABCD dados na 
Equação (19.22), obtemos 


EXEMPLO 19.9 • 


10 D 


50 VI 



Figura 19.34 Esquema para o 
Exemplo 19.9. 
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V i — 4 V 2 20I 2 (19.9.1) 

Ij = 0,1 V 2 - 2I 2 (19.9.2) 

Na porta de entrada, V[ =-101!. Substituindo-se esta na Equação (19.9.1), temos 

101! = 4V 2 - 20I 2 


ou 


i! = — 0,4V 2 + 2I 2 


(19.9.3) 



Figura 19.35 Solução do Exemplo 19.9: (a) determinação de Z Th ; ( b ) detenninação de V Th ; (c) determinação de R L para a 
transferência de potência máxima. 


Igualando ambos os lados direitos das Equações (19.9.2) e (19.9.3), 

0,1 V 2 - 2I 2 = — 0,4V 2 + 2I 2 =4> 0,5V 2 = 4I 2 


Logo, 


^Th 


Vz = _ 4 _ 

h 0,5 


8 0 


Para detenninar V xh , usamos o circuito da Figura 19.356. Na porta de saída I 2 = 0 e na 
porta de entrada V) = 50 - 101,. Substituindo-se estas nas Equações (19.9.1) e (19.9.2), 


50 - 101! = 4V 2 
li = 0,1V 2 


Substituindo a Equação (19.9.5) na Equação (19.9.4), 

50 - V 2 = — 4V 2 =4- V 2 = 10 


Portanto, 


V Th = V 2 = 10 V 


(19.9.4) 

(19.9.5) 


O circuito equivalente é mostrado na Figura 19.35c. Para a máxima transferência de 
potência, 

Rl = Z Th = 8 O 


A partir da Equação (4.24), a potência máxima é 



100 

4X8 


3,125 W 


• PROBLEMA PRÁTICO 19.9 


Determine i! e I 2 se os parâmetros de transferência para o circuito de duas portas na 
Figura 19.36 forem 
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2 Q. 

—WW 


14/0° V 



10 Q. 


Figura 19.36 Esquema para o Problema prático 19.9. 
Resposta: 1 A, -0,2 A. 


19.6 


t Relações entre parâmetros 


Como os seis conjuntos de parâmetros relacionam as mesmas variáveis de ter¬ 
minais de entrada e de saída do mesmo circuito de duas portas, eles devem estar 
inter-relacionados. Se existirem dois conjuntos de parâmetros, podemos relacio¬ 
nar um conjunto com o outro. Vamos demonstrar o processo com dois exemplos. 

Dado os parâmetros z, obtenhamos os parâmetros y. A partir da Equação 
(19.2), 


'Vi 


Zll 

z 12 

li 

= [z] 

V 

. V 2 . 


- z 21 

z 22. 

-I 2 - 


-I 2 - 



Da mesma forma, a partir da Equação (19.9), 


V 

_ 

yn 

yi2 

"Vi‘ 

= [y] 

Vi" 

.I2. 


.yzi 

y22. 

-V 2 . 


v 2 . 


Comparando as Equações (19.32) e (19.33), vemos que 

[y] = [z] 1 

A matriz adjunta da matriz [z] é 


(19.31) 


(19.32) 


(19.33) 


(19.34) 


e seu determinante é 


z 22 z 12 

- — Z 21 Z 11 - 


A z — Zj ] Z 2 2 z 12 z 21 


Substituindo estas na Equação (19.34), obtemos 


yn yi2 
_y2i y22. 


Z 22 Z 12 

Z 21 z ll - 

A, 


Igualando os termos conduz a 





(19.35) 


y 22 - (19.36) 


Como segundo exemplo, determinemos os parâmetros h a partir dos parâ¬ 
metros z. A partir da Equação (19.1), 
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Vi — Z] )I] + z 12 I 2 

V 2 = z 2 ili + Z22I2 


Colocando I 2 no lado direito da Equação (19.376), 

z? 1 1 

h= li + —V 2 

z 22 z 22 

Substituindo esta na Equação (19.37a), 

Z11Z22 Z19Z91 Z19 

Vl = _LL9r-b^l Ii + 

z 22 z 22 

Colocando as Equações (19.38) e (19.39) na forma matricial, 




A - z 12 


vr 


z 22 z 22 


II 

i 2 


Z 21 1 


V 2 . 



Z22 Z22 _ 



A partir da Equação (19.15), 


'Vl' 


hn 

hi2 


Ir 

I 2 


.h 2 i 

1^22 - 


v 2 . 


(19.37a) 

(19.376) 


(19.38) 


(19.39) 


(19.40) 


Comparando essa última com a Equação (19.40), obtemos 


hl1 “ i»’ 


l 12 


z 12 

z 22 


*21 


Z 21 

z 22 


h 22 = — (19.41) 

Z 22 


A Tabela 19.1 fornece as fórmulas de conversão para os seis conjuntos de 
parâmetros de duas portas. Dado um conjunto de parâmetros, essa tabela pode 
ser usada para encontrar os demais parâmetros. Por exemplo, dados os parâme¬ 
tros T. podemos encontrar os parâmetros h na quinta coluna da terceira linha. 
Da mesma forma, dado que z 21 = z 12 para um circuito recíproco, podemos usar 
a tabela para expressar essa condição em termos de outros parâmetros. Tam¬ 
bém pode ser demonstrado que 


[g] = [h] 1 (19.42) 

porém, 

[t] * [T] 1 (19.43) 


Tabela 19.1 • Conversão dos parâmetros de duas portas. 



A z A, yn yi2 h„ h n g 22 g22 B B b b 


{Continua) 
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Tabela 19.1 • Conversão dos parâmetros de duas portas. ( Continuação ) 



Z 21 

z n 



h 2 i 

Ah 

g 2 i 

1 

1 

A 

A, 

d 

A z 

A z 

y 2 t 

y 22 

hn 

hn 

g 22 

g 22 

B 

B 

b 

b 

. A, 

z 12 

i 

yi 2 



g 22 

gl2 

B 

A r 

b 

1 

h 

— 

— 

— 

hn 

hi 2 

— 

— 

— 

D 

— 

— 

z 22 

z 22 

yn 

yn 

^8 

^8 

D 

a 

a 

Z 21 

1 

y 2 t 

Ay 



g 2 i 

gn 

1 

C 

A t 

c 

z 22 

z 22 

yn 

yn 

^21 

h 22 


A, 

1) 

D 

a 

a 

1 

z 12 

Ay 

yi 2 

h 22 

h i2 



C 

A y 

c 

1 

g - 

Z 11 

z n 

y 2 2 

y 22 


Ah 

gn 

gl2 

A 

~T 

d 

d 

Z 21 

A z 

y 2 t 

i 

h 2 i 

hn 



1 

B 

A t 

b 

z ii 

z n 

y 2 2 

y 22 

^h 

Ah 

g 2 i 

g 22 

Ã 

Ã 

d 

d 

rp Z 11 

A, 

y 2 2 

i 

^h 

hn 

1 

g 22 


B 

d 

b 




— 



— 

A 

— 

— 

Z 21 

Z 21 

y 2 t 

y 2 i 

h 2 i 

h 2 i 

g 2 i 

g 2 l 



A, 

A f 

i 

z 22 

Ay 

yn 

h 22 

1 

gn 

A, 


D 

c 

a 

— 

— 

- - 

—- 

— - 

— - 

— 

— 

C 

— 

— 

Z 21 

Z 21 

y 2 t 

y 2 i 

h 2 i 

h 2 i 

g 2 i 

g 2 i 



A, 

A, 

z 22 

A z 

yn 

i 

1 

h u 

A, 

g 22 

D 

B 



t 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

a 

b 

z 12 

z 12 

yi 2 

yi 2 

h| 2 

hi 2 

gl 2 

gl 2 

A r 

A r 



1 

Z 11 

Ay 

y 22 

h 22 

Ah 

gn 

1 

C 

A 


rl 

z 12 

z 12 

yi 2 

yi 2 

h [2 

hi 2 

gl 2 

gl2 

A t 

A y 



A z = z n z 22 

Zi 2 Z 2 i, 

A/, = 

hiih 22 

h 12 h 2 i, 

A r = AD 

BC 







A y — yny 2 2 yi 2 y 2 i, A^ — giig 22 gi 2 g 2 i> A, — ad bc 


EXEMPLO 19.10 


[T] 


Determine [z] e [g] de um circuito de duas portas se 

"10 1,5 fl 
_2 S 4 

Solução: Se A = 10, B = 1,5, C = 2, D = 4 o determinante da matriz é 
A r = AD - BC = 40 - 3 = 37 

A partir da Tabela 19.1, 

A 10 A 7- 37 

Zll = c = T = 5 ’ Zl2 = “c = T= 18 - 5 

11 D 4 

221 “ C * 2 " °’ 5 ’ 222 " C " 2 " 2 




C 2 

811 “ A “ 10 “ °’ 2 ’ 
1 1 

621 A 10 


A r 37 

812 = _ T = _ Tõ = _3,7 

B 1,5 

g 2 o = — = — = 0,15 
e A 10 


Portanto, 


[z] = 


5 18,5 

0,5 2 


a, 


[g] = 


0,2 S -3,7 
0,1 0,15 0 
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• PROBLEMA PRÁTICO 19.10 


Determine [y] e [T] de um circuito de duas portas cujos parâmetros z são 


[z] 


6 4 
4 6 


Í1 


Resposta: [y] 


0,3 -0,2 

-0,2 0,3 


[T] 


1,5 5 0 

0,25 S 1,5 


• EXEMPL0 19.il 



Figura 19.37 Esquema para o 
Exemplo 19.11. 


Ri 



| Figura 19.38 Esquema para o 
; Problema prático 19.11. 

• PROBLEMA PRÁTICO 19.11 


Obtenha os parâmetros y do circuito com amplificador operacional da Figura 19.37. 
Demonstre que o circuito não possui nenhum parâmetro z. 

Solução: Como nenhuma corrente pode entrar pelos terminais de entrada do amplifi¬ 
cador operacional, Ij = 0, que pode ser expresso em termos de Vj e V 2 como 

li = 0V! + 0V 2 (19.11.1) 

Comparando esta com a Equação (19.8), temos 

yn = 0 = y 12 


Da mesma forma. 


V 2 = R 3 I 2 + IJR, + R 2 ) 


onde I 0 é a corrente através de R, e i? 2 . Porém, I 0 = V 1 /i? 1 . Logo, 


V 2 — 7?3l 2 + 


Vi(*i + * 2 ) 

Ri 


que pode ser escrito na fonna 


U — 


(7?, + R 2 ) V 2 

—-—Vi + — 

R,R 3 R 3 


Comparar essa última com a Equação (19.8) mostra que 


y2i — 


(Ri + Ri) 

r,r 3 


yzz — 


1 

Rs 


O determinante da matriz [y] é 

Ay = yny 2 2 - yi2y2i = o 

Como A = 0, a matriz [y] não possui inversa; consequentemente, a matriz [z] não existe 
de acordo com a Equação (19.34). Note que o circuito não é recíproco por causa do 
elemento ativo. 


Determine os parâmetros z do circuito com amplificador operacional na Figura 19.38. 
Demonstre que o circuito não possui nenhum parâmetro y. 


Resposta: [z] 


Ri 

-Ri 


0 

0 


. Uma vez que [z] 1 não existe, [y] não existe. 


19.7 


Interconexão de circuitos elétricos 


Um circuito elétrico grande e complexo pode ser dividido em subcircuitos 
para fins de análise e projeto, os quais são modelados como circuitos de duas 
portas interligados de modo a formar o circuito original. Os circuitos de duas 
portas são, portanto, considerados como os componentes básicos que podem 
ser interligados para formar um circuito complexo. A interconexão pode ser 
em série, em paralelo ou em cascata. Embora o circuito interligado deva ser 
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descrito por qualquer um dois seis conjuntos de parâmetros, um determinado 
conjunto de parâmetros pode ser vantajoso. Por exemplo, quando os circuitos 
estão em série, seus parâmetros individuais z se somam para dar os parâmetros 
z do circuito maior. Quando estão em paralelo, seus parâmetros individuais y 
se somam para fornecer os parâmetros y do circuito maior. Quando estão em 
cascata, seus parâmetros de transmissão individuais podem ser multiplicados 
entre si para se obter os parâmetros de transmissão do circuito maior. 

Consideremos a conexão em série de dois circuitos de duas portas mostrada 
na Figura 19.39. Os circuitos são considerados como estando em série porque suas 
correntes de entrada são idênticas e suas tensões são somadas. Além disso, cada 
circuito tem uma referência comum e quando eles são colocados em série, os pon¬ 
tos de referência comuns de cada circuito são ligados juntos. Para o circuito N a , 

a z 11 a 11 a z \2a^2a 

Via = Z 21aha + Z22al2a 

e para o circuito N b , 

Vlfc = Z nb l lb + Z l2 bhb 
V 2 b = z 21b^lb + Z 22b \ 2 b 
Percebemos da Figura 19.39 que 

II = II a = Ilt» h = h a = I 2 b 


(19.44) 


(19.45) 


(19.46) 


e que 

Vi = V lo + V\ b = (z Ua + z! 1 fo ) 1 1 + (z l2a + z l2b )I 2 
V 2 = V 2a + \ 2b = ( z 21a + z 21*)Il + ( z 22a + z 22fc)l2 
Portanto, os parâmetros z, para o circuito como um todo, são 


(19.47) 


Z I1 

z 12 


- Z 21 

z 22. 



z n b 
Z 21 b 


Z I2 a + Zj 2b 
z 22a + z 22 b. 


(19.48) 


ou 


[z\ = [z a ] + [z b \ 


(19.49) 


demonstrando que os parâmetros z, para o circuito global, são a soma dos parâ¬ 
metros z para os circuitos individuais. Isso pode ser estendido a n circuitos em 
série. Se, por exemplo, dois circuitos de duas portas no modelo [h] estiverem 
ligados em série, utilizamos a Tabela 19.1 para converter o h para z e então 
aplicamos a Equação (19.49). Finalmente, convertemos o resultado de volta 
para h usando a Tabela 19.1. 

Os circuitos de duas portas estão em paralelo quando as tensões em suas 
portas forem iguais e as correntes nas portas do circuito maior forem as somas 
das correntes em cada porta. Além disso, cada circuito deve ter uma referên¬ 
cia comum e quando eles estiverem interligados, devem ter suas referências 
comuns interligadas. A conexão em paralelo de dois circuitos de duas portas é 
indicada na Figura 19.40. Para os dois circuitos, 


II a — yilaVia + JT 2 2a 
^2 a y 2 1 1 a y 22 / 1 ^ 2a 


(19.50) 


e 


II b ~ yilfcV,* + yi2 bV2b 
ha — y 2 i*V lfc + y 22 t y 2h 


(19.51) 



-o---o- 


Figura 19.39 Conexão em série de 
circuitos de duas portas. 



Figura 19.40 Conexão em paralelo 
de dois circuitos de duas portas. 
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Porém, a partir da Figura 19.40, 


V, = v la = v lfe , v 2 = v 2a = \ 2b 

II = II a + Ilè» h = h a + h i 


(19.52a) 

(19.526) 


Substituindo as Equações (19.50) e (19.51) na Equação (19.526), obtemos 


ii — (yiia + yn*)Vi + (yi2a + yi2i)V 2 

h = (y 2 i« + y 2 iè)Vi + (y 22a + y 22 í,)V 2 

Logo, os parâmetros y para o circuito global são 


ou 


yn yi2 
.y 2 i y 22 . 


yn* + yn/, yi2a + y m 
.y 2 ia 4 - y 2 ] fc y 22a + y 22 è_ 


(19.53) 


(19.54) 


[y] = [yJ + [y&] 


(19.55) 


demonstrando que os parâmetros y do circuito global são a soma dos parâme¬ 
tros y de cada circuito. O resultado pode ser estendido para n circuitos de duas 
portas em paralelo. 

Diz-se que dois circuitos estão em cascata quando a saída de um for a 
entrada do outro. A conexão de dois circuitos de duas portas em cascata é ilus¬ 
trada na Figura 19.41. Para os dois circuitos, 




A„ 

B„ 

"v 2a ' 

.ha. 


c a 

D„ 

.-ha. 

"Vii' 


A b 


' v 26 ' 

.Ili. 


C b 

Di 

. — 12 b. 


Apartirda Figura 19.41, 


> 


v la 


V 2a 


Vib 


V 2 i 


v 2 

Lii J 


lha\ 

’ 

.-ha\ 


- Il b - 

’ 

. — 12 b. 


L-I2J 


Substituindo estas nas Equações (19.56) e (19.57), 


(19.56) 

(19.57) 


(19.58) 


"vr 


A a B a 

Ai Bi 

' v 2 ' 

1 , 


C a D a . 

C h Di. 

I2 


(19.59) 


Portanto, os parâmetros de transmissão para o circuito global são o produto dos 
parâmetros para cada parâmetro de transmissão individual: 


A B 


A a B„ 

Ai Bi 

C D 


C a D a 

_Ci D,, 


(19.60) 



Figura 19.41 Conexão em cascata de dois circuitos de duas portas. 
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ou 


[T] = [T„][T fc j 


(19.61) 


É essa propriedade que toma os parâmetros de transmissão tão úteis. Tenha em 
mente que a multiplicação de matrizes deve ser na ordem na qual os circuitos 


N a e N b são colocados em cascata. 


Calcule V 2 /V s no circuito da Figura 19.42. 



20 Q 


Figura 19.42 Esquema para o Exemplo 19.12. 

Solução: Este pode ser considerado dois circuitos de duas portas em série. Para N b , 
z l 2 b = Z 21 b = 10 = Z,, fc = Z 2 2 b 

Assim, 


'12 

8 ' 

+ 

10 

10' 

= 

'22 

18' 

. 8 

20. 


.10 

10 . 


.18 

30. 


[z] = [z fl ] + [z b \ = 

Porém, 

V, = z,,I, + Z12I2 = 221! + 18 I 2 
V 2 = z 2 ili + Z22I2 = I8I1 + 30 I 2 
Da mesma fornia, na porta de entrada 

V! = V, - 51, 

e na porta de saída 


V 2 = -201, 


I 2 =- 1 

2 20 


Substituindo as Equações (19.12.3) e (19.12.4) na Equação (19.12.1), temos 

18., 


V. ç - 51, = 221, 


20 


V, = 271, 


0,9V, 


enquanto a substituição da Equação (19.12.4) na Equação (19.12.2) conduz a 


30 

V 2 =181,-V 2 

2 1 20 


2,5 

I, = —V, 

1 18 “ 


( 19 . 12 . 1 ) 

( 19 . 12 . 2 ) 

( 19 . 12 . 3 ) 

( 19 . 12 . 4 ) 

( 19 . 12 . 5 ) 

( 19 . 12 . 6 ) 


Substituindo a Equação (19.12.6) na Equação (19.12.5), obtemos 

2,5. 


V, = 27 X —2tV 2 - 0,9V 2 = 2,85V 2 

Io 


EXEMPLO 19.12 
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• PROBLEMA PRÁTICO 19.12 


• EXEMPLO 19.13 


j 4S 



Figura 19.44 Esquema para o 
Exemplo 19.13. 


-j 5S j 5S 



Figura 19.45 Esquema para o 
Problema prático 19.13. 


• PROBLEMA PRÁTICO 19.13 


• EXEMPLO 19.14 


E, portanto, 


V 2 1 
V, 2,85 


0,3509 


Determine V 2 /V s no circuito da Figura 19.43. 



Resposta: 0,6799 /-29,05° . 


Determine os parâmetros y do circuito de duas portas na Figura 19.44. 

Solução: Chamemos o circuito superior de N a e o inferior de N b . Os dois cir¬ 
cuitos estão em paralelo. Comparando N a e N b com o circuito da Figura 19.13a, 
obtemos 

yi2 a = -j'4 = y 2 i fl , yii fl = 2 + /4, y 2 2 n = 3 + /4 


[y«] = 


2+j4 —j4 

L -J'4 3 + jA\ 


7 12 b = -4 = y 2 i fe , yiii = 4 - j2, y 22b = 4 - j6 


[y/J = 

Os parâmetros y globais são 

[y] = ly„l + [y*] 


4-/2 -4 

-4 4-/6J 


6 + ]2 -4-/4 

-4-/4 7-/2 


Obtenha os parâmetros y para o circuito da Figura 19.45. 


Resposta: 


27 - /15 -25 + /10 

-25 + /10 27 - /5 


Determine os parâmetros de transmissão para o circuito da Figura 19.46. 

Solução: Podemos considerar o circuito dado na Figura 19.46 como uma conexão 
em cascata de dois circuitos T, conforme indicado na Figura 19.47a. Podemos demonstrar 
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que um circuito T, mostrado na Figura 19.476, possui os seguintes parâmetros de 
transmissão [ver Problema 19.526]: 


A = 1 


Ri 

Ri 


B — Rn + 


RíÍ.R-2 + Ri) 

Rn 


C = _L 
Rn 


r 3 

D = 1 + — 
Rn 


Aplicando estas aos circuitos ligados em cascata, N a e N b , na Figura 19.47a, obtemos 


A fl = 1 + 4 = 5, 
C a = 1 S, 


B a = 8 + 4X9 = 44 fi 
D a = 1 + 8 = 9 


ou na forma matricial, 


[TJ 


5 44 fl 

1 S 9 


e 


isto é, 


A h = 1, B fc = 6íl, C h = 0,5 S, 



[T/J 


1 6Í1 

0,5 S 4 


Portanto, para o circuito como um todo da Figura 19.46, 


Note que 


IR = [TJ[T/J = 


44 

9 


1 6 
0,5 4 


5 X 1 + 44 X 0,5 
L 1 X 1 + 9 X 0,5 
27 206 Í1 

5,5 S 42 


5 X 6 + 44 X 4 
1 X 6 + 9 X 4 


A r — A T b — A r — 1 


mostrando que o circuito é recíproco. 


Obtenha a representação de parâmetros ABCD do circuito na Figura 19.48. 


Resposta: [T] 


6,3 472 Í1 

0,425 S 32 


4Q 

o—W/V 


o 


8£1 

-WAV 

1 Q 


6Q 

-WVA—o 
2Q 

-o 


Figura 19.46 Esquema para o 
Exemplo 19.14. 



(a) 


R i R 3 

o —WA- 1 —WA—o 

«2 

O-1-o 

( 6 ) 

Figura 19.47 Esquema para o 
Exemplo 19.14: (a) subdividindo 
o circuito da Figura 19.46 em dois 
circuitos de duas portas; (6) 
um circuito de duas portas T geral. 


30 £2 40 Q 



60 Q 

-WvW—o 
20 Q. 

-o 


Figura 19.48 Esquema para o 
Problema prático 19.14. 


PROBLEMA PRÁTICO 19.14 • 


19.8 


Cálculo de parâmetros de circuitos de 
duas portas usando o PSpice 


O cálculo manual dos parâmetros de duas portas pode ficar complicado quan¬ 
do o circuito de duas portas for complexo, e por isso recorremos ao PSpice. Se 
o circuito for puramente resistivo, pode ser usada a análise CC no PSpice ; 
caso contrário, usa-se a análise CA do PSpice em uma frequência específica. 
O segredo do uso do PSpice no cálculo de um parâmetro de duas portas par¬ 
ticular é lembrar-se de como esse parâmetro é definido e restringir a variável 
de porta apropriada com uma fonte de 1 A ou 1 V, enquanto se emprega um 
curto-circuito ou circuito aberto para impor as demais restrições necessárias. 
Os dois exemplos ilustram a ideia. 
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• EXEMPLO 19.15 

Determine os parâmetros h do circuito na Figura 19.49. 



Figura 19.49 Esquema para o 
Exemplo 19.15. 


Solução: Apartir da Equação (19.16), 


h„ = 


Vi 


I2 

li 


mostrando que h n e h 71 podem ser encontrados fazendo-se V 2 = 0. Também fazendo 
Ij = 1 A, h u torna-se Vj/1 enquanto h 21 torna-se I 2 /l. Com isso em mente, dese¬ 
nhamos o esquema na Figura 19.50a. Inserimos uma fonte de corrente CC de 1 A 
IDC para cuidar de I[ = 1 A, o pseudocomponente VIEWPOINT para exibir Vj 
e o pseudocomponente IPROBE para exibir I 7 . Após salvar o esquema, rodamos 
o PSpice selecionando-se Analysis/Simulate e anotamos os valores exibidos nos 
pseudocomponentes. Obtemos 

Vi h 

h n = -y 1 = 10 íl, h 21 =y=-0,5 



-5.OOOE-Ol 



Figura 19.50 Esquema para o Exemplo 19.15: (a) cálculo de h u e h 21 ; (6) cálculo de h 12 e h 22 . 


De modo similar, a partir da Equação (19.16), 


h 12 


Vi 

V 2 




I, 


=0 


2v 



Figura 19.51 Esquema para o 
Problema prático 19.15. 


• PROBLEMA PRÁTICO 19.15 


indicando que obtemos h 12 e h 22 fazendo que a porta de entrada (I[ = 0) seja um cir¬ 
cuito aberto. Fazendo V 2 = 1 V, h 12 torna-se V,/1 enquanto h 22 torna-se I 2 /l. Portanto, 
usamos o esquema da Figura 19.506 com uma fonte de tensão VDC de 1 V CC inserido 
no terminal de saída para cuidar de V 2 = 1 V. Os pseudocomponentes VIEWPOINT e 
IPROBE são inseridos para exibir, respectivamente, os valores de Vj e I 7 . (Note que na 
Figura 19.506, o resistor de 5 íl é ignorado, pois a porta de entrada é curto-circuitada 
e o PSpice não permitirá isso. Poderíamos incluir o resistor de 5 íl se substituirmos o 
circuito aberto por um resistor de valor bem elevado, digamos, 10 Míl.) Após simu¬ 
lar o esquema, obtemos os valores exibidos nos pseudocomponentes, como mostra a 
Figura 19.506. Portanto, 

Vi D 

h 12 = ~y = 0,8333, h 22 = y = 0,1833 S 

Obtenha os parâmetros h para o circuito da Figura 19.51 usando o PSpice. 

Resposta: h n = 4,238 íl, h 21 = -0,6190, 6 12 = -0,7143, h 22 = -0,1429 S. 
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Determine os parâmetros z para o circuito da Figura 19.52 em (o = 10 6 rad/s. 

Solução: Observe que usamos análise CC no Exemplo 19.15, porque o circuito da 
Figura 19.49 é puramente resistivo. No presente caso, usamos análise CA em/= w!2ir = 
0,15915 MHz, pois L e C são dependentes da frequência. 

Na Equação (19.3), definimos os parâmetros z como segue 


EXEMPLO 19.16 • 



Vi 

li 


Z 21 — 


Figura 19.52 Esquema para o 
Exemplo 19.16. 


AC=yes 


AC=yes 



AC=yes 


AC=yes 



Figura 19.53 Esquema para o Exemplo 19.16: (a) circuito para determinar z u 
e z 21 ; ( b ) circuito para detenninar z 12 e z 22 . 

Isso sugere que se adotarmos ^ = 1 A e fizemos que a porta de saída seja um circuito 
aberto de modo que I 2 = 0, obtemos então 


Vi 

1 


Z 21 


V 2 

1 


Concretizamos isso com o esquema da Figura 19.53a. Inserimos uma fonte de cor¬ 
rente CA de 1 A, IAC, no terminal de entrada do circuito e dois pseudocomponentes 
VPRINT1 para obter Vj e V 2 . Os atributos de cada VPRINT1 são configurados como 
AC = yes, MAG =yes e PHASE = yes para colocar em gráfico os valores de magnitude 
e fase das tensões. Selecionamos Analysis/Setup/AC Sweep e introduzimos 1 em Total 
Pts, 0,1519MEG em Start Freq e 0,1519MEG em Final Freq na caixa de diálogo AC 
Sweep and Noise Analysis. Após salvar o esquema, selecionamos Analysis/Simulate 
para simulá-lo. Obtemos Vj e V 2 do arquivo de saída. Portanto, 


y, 

z u = ~y = 19,70 /175,7° íl, 

De forma similar, a partir da Equação (19.3), 

Vi 


Z 21 


V? 

Y = 19,79 /170,2° 


íl 


z 22 — 
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4Í! 8£í 



Figura 19.54 Esquema para o 
Problema prático 19.16. 


• PROBLEMA PRÁTICO 19.16 



Figura 19.55 Circuito de duas portas 
isolando fonte e carga. 


sugerindo que, se fizermos I 2 = 1 A e fizemos da porta de entrada um 

_ Vi _ V 2 

z 12 — i e z 22 — i 

Isso nos leva ao esquema da Figura 19.536. A única diferença entre esse esquema e 
aquele da Figura 19.53a é que a fonte de corrente CA de 1 A, IAC, agora se encontra 
no terminal de saída. Executamos o esquema da Figura 19.536 e obtemos V! e V-, do 
arquivo de saída. Portanto, 

V, V-> 

z 12 = -j- = 19,70 /175,7° XI, z 2 2 = y = 19,56 /175,7° íl 

Obtenha os parâmetros z do circuito na Figura 19.54 em/= 60 Hz. 

Resposta: z„ = 3,987 /175,5° íl, z 21 = 0,0175 /-2,65° íl, 

Zi 2 = 0, z 22 = 0,2651 /91,9° íl. 


Aplicações 

Vimos como os seis conjuntos de parâmetros de circuitos podem ser usados 
para caracterizar ampla gama de circuitos de duas portas. Dependendo da ma¬ 
neira como os circuitos de duas portas forem ligados para formar um circuito 
maior, o emprego de determinado conjunto de parâmetros pode ser mais van¬ 
tajoso em relação aos demais, como pode ser constatado na Seção 19.7. Nesta 
seção, consideraremos duas importantes áreas de aplicação dos parâmetros de 
duas portas: circuitos transistorizados e síntese de circuitos em cascata. 


19.9 


19.9.1 Circuitos transistorizados 

Um circuito de duas portas é usado normalmente para isolar uma carga 
da excitação de um circuito. Por exemplo, o da Figura 19.55 poderia re¬ 
presentar um amplificador, um filtro ou algum outro circuito. Quando o 
circuito de duas portas representar um amplificador, as expressões para o 
ganho de tensão A v , o ganho de corrente Â t , a impedância de entrada Z ent 
e a impedância de saída Z sai podem ser derivadas com facilidade. Eles são 
definidos como: 


. V 2 (í) 

A„ =- 

" V, (.s) 

(19.62) 

. m 

A, = 

h(s) 

(19.63) 

y _ V lW 
•^ent t / \ 

h Cs) 

(19.64) 

_ V 2 (í) 

^sai t í \ 

(19.65) 


Qualquer um dos seis conjuntos de parâmetros de duas portas pode ser usado 
para derivar as expressões nas Equações (19.62) a (19.65). Entretanto, os pa¬ 
râmetros híbridos ( h ) são os mais úteis para os transistores, pois são medidos 
facilmente e normalmente são fornecidos nos manuais de especificações e da¬ 
dos técnicos do fabricante para transistores. Os parâmetros h fornecem uma 
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estimativa rápida do desempenho dos circuitos transistorizados e são usados 
para determinar os valores exatos do ganho de tensão, da impedância de entra¬ 
da e da impedância de saída de um transistor. 

Os parâmetros h para transistores possuem significados específicos ex¬ 
pressos por seus subscritos, e são listados pelo primeiro subscrito e relaciona¬ 
dos aos parâmetros gerais h como segue: 

hi = h n , h r =h 12 , h f = h 2 \, K = h 22 (19.66) 

Os subscritos i, r,feo significam entrada, inverso, direto e saída. O segundo 
subscrito especifica o tipo de conexão usada: e para emissor comum (EC), c 
para coletor comum (CC) e b para base comum (BC). Aqui, estamos interes¬ 
sados, principalmente, com a conexão emissor comum. Portanto, os quatro 
parâmetros h para o amplificador de emissor comum são: 

h ie = Impedância de entrada de base. 

h re = Razão de realimentação de tensão inversa. 

hf e = Ganho de corrente coletor-base. (19.67) 

h oe = Admitância de saída. 

Estes são calculados ou medidos da mesma forma que os parâmetros h gené¬ 
ricos. Valores típicos são h ie = 6 kíl, h K = 1,5 x 1(T 4 , h fe = 200 e h oe = 8 /íS. 
Devemos ter em mente que esses valores representam características CA dos 
transistores, medidos sob circunstâncias específicas. 

A Figura 19.56 mostra o esquema para o amplificador de emissor comum 
e o modelo híbrido equivalente. A partir da figura, vemos que 


V/? b 1(/ 1/, “H h re \ c 
I c hj ( , I/, I b oe \ c 


(19.68a) 

(19.686) 



Figura 19.56 Amplificador de emissor comum: (a) circuito esquemático; 
(b) modelo híbrido. 


Consideremos o amplificador transistorizado ligado a uma fonte CA e a 
uma carga, como indicado na Figura 19.57. Trata-se de um exemplo de um 


Circuito de duas rodas 



Figura 19.57 Amplificador transistorizado com fonte e 
resistência de carga. 


ÜO+ I o tq 
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circuito de duas portas inserido em um circuito maior. Podemos analisar o 
circuito híbrido equivalente como de praxe com a Equação (19.68) em mente. 
(Ver Exemplo 19.6.) Reconhecendo da Figura 19.57 que V c = —R L I c e substi¬ 
tuindo essa última na Equação (19.68Z?), temos 

1 í hfe^-b ^oe ^ 1 b 


(1 + h oe R L )I c — hf e I b 

Desta, obtemos o ganho de corrente como segue 

A . = h.= hfe 

I * 1 + h oe R L 


(19.69) 


(19.70) 


A partir das Equações (19.686) e (19.70), podemos expressar \ b em termos de V c : 


IC 


h 


i fe 


1 + h ne R, 


hfe^b d" ^oe^c 


OU 


h V 

,l oe T c 


h 


l fe 


1 + h np R, 


— h 


if e 


(19.71) 


Substituindo a Equação (19.71) na Equação (19.68a) e dividindo por V c resulta 


V c 


h n „hi, 


K, 


n fe 


- h 


lfe 


1 + h oe R L 
Ke + h ie h oe R L ~ h re h fe R L 

—hj e R L 


(19.72) 


Consequentemente, o ganho de tensão é 


Vç __ -h fe R L _ 

V/, hi e d - (hiehoe ^re^fe)^L 


(19.73) 


Substituindo-se V c = —R L l c na Equação (19.68a), gera 


V, = h ie l h ~ h re R L I c 


ou 


Vt 

h 


hj e h re R i 


Ic 
I b 


(19.74) 


Substituindo-se \J\ b pelo ganho de corrente na Equação (19.70) resulta na 
impedância de entrada 



h re hf e R L 
1 + h oe R L 


(19.75) 
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A impedância de saída Z sai é a mesma do equivalente de Thévenin nos termi¬ 
nais de saída. Como de praxe, eliminando a fonte de tensão e inserindo uma 
fonte de 1 V nos terminais de saída, obtemos o circuito da Figura 19.58, da 
qual Z sai é determinada como \/\ c . Como V c = 1 V, o laço de entrada fornece 

h 

Ml) = “W + h ie ) => I b = - - + rg h (19.76) 



Figura 19.58 Detenninação da impedância de saída do 
circuito amplificador da Figura 19.57. 


Do laço externo, 


I c hf (l I/, 

Substituindo a Equação (19.76) na Equação (19.77), temos 

Ic = (R ' + h,e)Ke - /Ve/i/e 
-Kç + 

Desta obtemos a impedância de saída Z sai como I /I c ; isto é, 


Z ■ = 


^ h ic 

(R s + /i, e )/i OÍ , - h re h fe 


(19.77) 


(19.78) 


(19.79) 


Considere o circuito amplificador de emissor comum da Figura 19.59. Detennine o 
ganho de tensão, o ganho de corrente, a impedância de entrada e a impedância de saída 
usando-se os seguintes parâmetros h: 

h ie = 1 kíl, h re = 2,5 X 10 -4 , h fe = 50, h oe = 20 /jlS 
Detennine a tensão de saída V D . 


EXEMPLO 19.17 • 



Figura 19.59 Esquema para o Exemplo 19.17. 


Solução: 

1. Definição. Em uma análise à primeira vista, parece que o problema está enuncia¬ 
do de fonna clara. Entretanto, quando nos é solicitado determinar a impedância 
de entrada e o ganho de tensão, estes se referem ao transistor ou ao circuito? No 
que se refere ao ganho de corrente e à impedância de entrada, eles são os mesmos 
para ambos os casos. 

Solicitamos esclarecimentos e nos foi dito que deveríamos calcular a impe¬ 
dância de entrada, a impedância de saída e o ganho de tensão para o circuito e 
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não para o transistor. É interessante notar que o problema pode ser enunciado 
novamente, de modo que ele se torne um problema de projeto simples: dados os 
parâmetros h, projete um amplificador simples com ganho igual a -60. 

2 . Apresentação. Dado um circuito com transistores simples, uma tensão de entrada 
igual a 3,2 mV e os parâmetros h do transistor, calcule a tensão de saída. 

3. Alternativa. Existe uma série de maneiras pelas quais podemos abordar o pro¬ 
blema, e a mais direta é usar o circuito equivalente mostrado na Figura 19.57. 
Assim que tivermos o circuito equivalente, podemos usar análise de circuitos 
para determinar a resposta. Assim que tivermos uma solução, poderemos testá- 
-la incorporando-a nas equações de circuitos para verificar se estão corretas. 
Outra fonna seria simplificar o lado direito do circuito equivalente e fazer o 
problema ao contrário para ver se obtemos aproximadamente a mesma resposta. 
Usaremos esta última aqui. 

4. Tentativa. Notamos que R s = 0,8 kíl e R L = 1,2 kíl. Tratamos o transistor da 
Figura 19.59 como um circuito de duas portas e aplicamos as Equações (19.70) a 
(19.79). 

h ie h oe - h„.hj,, = 10 3 X 20 X 10~ 6 - 2,5 X 10~ 4 X 50 
= 7,5 X 10~ 3 

~h fe R L -50 X 1.200 

.A —-—- 

" h ie + ( h ie h oe - h re h fe )R L 1.000+ 7,5 X 10~ 3 X 1.200 

= -59,46 

A u é o ganho de tensão do amplificador = VJV h . Para calcular o ganho do circuito, 
precisamos determinar VJV S . Podemos fazer isso usando a equação de malhas 
para o circuito no lado esquerdo e as Equações (19.71) e (19.73). 


—V, + R s l„ + V* = 0 


ou 


V, 


20 X 10~ 6 

800--- 

_50_ 

1 + 20 X 10~ 6 X 1,2 X 10 3 

-0,03047 V 0 . 


1 

-V 

59,46 ' 


Portanto, o ganho do circuito é igual a -32,82. Agora, podemos calcular a tensão 
de saída. 


V a = ganho X V 5 = -105,09/0° mV. 


A, = 


n fe 


50 


1 + h oe R L 1 + 20 X 10~ 6 X 1.200 
h re h f, RI. 


= 48,83 


7 = h — 


= 1 . 000 - 


2,5 X 10“ 4 X 50 X 1.200 
1 + 20 X 10~ 6 X 1.200 


= 985,4 Í1 


Podemos modificar Z ent para incluir o resistor de 800 Í1 de modo que a impedân- 
cia de entrada do circuito = 800 + 985,4 = 1785,4 íl. 


( R s + h ie )h oe - h re h fí , 

= (800 + 1.000) X 20 X 10~ 6 

2 _ _ fty + h ie 

sai ~~ (R s + h ie )h oe - h 


- 2,5 X 10~ 4 X 50 = 23,5 X 10 

800 + 1.000 

3T = 76,6 kíl 


rehfe 23,5 X 10“ 3 


3 


5. Avaliação. No circuito equivalente, h oe representa um resistor de 50.000 íl. Este 
está em paralelo com um resistor de carga igual a 1,2 kíl. O tamanho do resistor 
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de carga é tão pequeno em relação ao resistor h oe que h oe pode ser desprezado. 
Isso conduz a 


I c = h fe \ b = 504, V r = -1.2004, 
e a equação de malha a seguir do lado esquerdo do circuito: 

-0,0032 + (800 + 1.000)1* + (0,00025)(-1.200)(50)4 = 0 
4 = 0,0032/(1785) = 1,7927 /xA. 

4 = 50 X 1,7927 = 89,64/xAeV t . = -1.200 X 89,64 X 10“ 6 
= -107,57 mV 

Esta é uma aproximação razoável para -105,09 mV. 

Ganho de tensão = -107,57/3,2 = -33,62 
Novamente, esta é uma boa aproximação para 32,82. 

Impedância de entrada do circuito = 0,032/1,7927 X 1(T 6 = 1.785 Í1 

que é bem próximo de 1.785,4 fí, conforme obtido antes. 

Para esses cálculos, supomos que Z sai = oo íl; nossos cálculos produziram 72,6 kíl. 
Podemos testar nossa hipótese calculando a resistência equivalente deste e a re¬ 
sistência de carga. 

72.600 X 1.200(72.600+ 1.200) = 1.180,5 = 1,1805 kíl 
Outra vez, temos uma boa aproximação. 

6. Satisfatório? Resolvemos o problema de maneira satisfatória e verificamos os 
resultados. Agora, podemos apresentar nossos resultados como solução para o 
problema. 


Para o amplificador transistorizado da Figura 19.60, determine o ganho de tensão, o 
ganho de corrente e a impedância de saída. Suponha que 

h ie = 6 kíl, h re = 1,5 X 1(T 4 , h fe = 200, h oe = 8 /xS 

Resposta: —123,61 para o transistor e —4,753 para o circuito, 194,17, 6 kíl para o 
transistor e 156 kíl para o circuito, 128,08 kíl. 



Figura 19.60 Esquema para o 
Problema prático 19.17. 
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19.9.2 Síntese de circuitos em cascata 

Outra aplicação dos parâmetros de duas portas é a síntese (ou construção) de 
circuitos em cascata, que são encontrados frequentemente na prática e tem 
uso particular no projeto de filtros passa-baixa passivos. Tomando como base 
nossa discussão dos circuitos de segunda ordem no Capítulo 8, a ordem do 
filtro é a ordem da equação característica que descreve o filtro e é determinada 
pelo número de elementos reativos que não podem ser combinados em ele¬ 
mentos simples (por exemplo, por meio de associação em série ou em parale¬ 
lo). A Figura 19.61o mostra um circuito em cascata LC com um número ímpar 
de elementos (para construir um filtro de ordem ímpar), enquanto a Figura 
19.61b mostra um com um número par de elementos (para construir um filtro 
de ordem par). Quando qualquer um dos circuitos é terminado pela impedân¬ 
cia de carga Z L e a impedância da fonte Z s , obtemos a estrutura indicada na 
Figura 19.62. Para tornar o projeto menos complicado, suporemos que Z s = 0. 
Nosso objetivo é sintetizar a função de transferência do circuito em cascata 
LC. Começaremos caracterizando o circuito em cascata por intermédio de 
seus parâmetros de admitância, a saber, 
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L, L 3 L n 



(b) 


Figura 19.61 Os circuitos em cascata 
LC para filtros passa-baixas de: 

(a) ordem ímpar; ( b ) ordem par. 


Ii = ynV, + y I2 V 2 (19.80a) 

h = y 2 iV, + y 22 V 2 (19.806) 

+ 

v, 


Figura 19.62 Circuito em cascata LC com impedâncias 
de terminação. 

(Obviamente, os parâmetros de impedância poderiam ser usados em vez dos 
parâmetros de admitância.) Na porta de entrada, Vj = V s já que Z s = 0. Na porta 
de saída, V 2 = V 0 e I 2 = -V 2 /Z z = -V 0 Y £ . Portanto, a Equação (19.806) fica 

-V 0 Y l = y 2l V, + y 22 V 0 



Circuito 
em 
cascata LC 

yn yü 
yi\ yn 


+ 

Z L V„ 


ou 


H(j) 


Vp 

v. 


Podemos escrever esta como segue 


-y 2 i 

Yz, + y 22 


H(j) 


y 2 i/Yz. 

i + y 2 2/Y L 


(19.81) 


(19.82) 


Poderíamos ignorar o sinal negativo na Equação (19.82), pois as exigências de 
filtros normalmente são expressas em termos da magnitude da função de trans¬ 
ferência. O principal objetivo no projeto de filtros é selecionar capacitores e 
indutores de modo que os parâmetros y 21 e y 22 sejam sintetizados concretizan¬ 
do, consequentemente, a função de transferência desejada. Para se conseguir 
isso, tiramos proveito de uma importante propriedade do circuito em cascata 
LO. todos os parâmetros z e y são razões de polinómios que contêm apenas 
potências pares de s ou potências ímpares de s - isto é, elas são razões entre 
Od(.v)/Ev(,v) ou Ev(,s')/Od(,v), onde Od e Ev são, respectivamente, funções ím¬ 
pares e pares. Seja 


H(s) 


NÇQ 

D(í) 


Np + N e 
D 0 + D e 


(19.83) 


onde N(s) e D(s) são o numerador e o denominador da função de transferência 
H(s); N 0 e N e são as partes ímpares e pares de N; D 0 e D ( , são as partes ímpares 
e pares de D. Como N(s) deve ser ímpar ou par, podemos escrever a Equação 
(19.83) como 


H(í) 


Np 


D 0 + D 

N e 

. D 0 + D 


(N e = 0) 
(N 0 = 0) 


(19.84) 


e podemos reescrevê-la como 
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H(s) 


' N g /D e 
1 + D 0 /D e ’ 
Nç/Dp 

. 1 + D e /D c ’ 


(N e 

(N 0 


0) 

0) 


(19.85) 


Comparando esta com a Equação (19.82), obtemos os parâmetros y do circuito 
como segue 


e 



O exemplo a seguir ilustra o procedimento. 


(19.86) 


(19.87) 


Projete o circuito em cascata LC terminado com um resistor de 1 Í1 com a função de 
transferência normalizada 


HW = .-^- 

s 3 + 2s 2 + 2s + 1 

(Essa função de transferência é aquela para um filtro passa-baixas Butterworth.) 

Solução: O denominador mostra que se trata de um circuito de terceira ordem, de 
modo que o circuito em cascata LC é mostrado na Figura 19.63a, com dois indutores e 
um capacitor. Nosso objetivo é determinar os valores dos indutores e do capacitor. Para 
isso, agrupamos os tennos do denominador em partes ímpares ou pares: 


D(j) 


(s 3 + 2 s) + (2 s 2 + 1 ) 


de modo que 


HW = 


(,s 3 + 2 s) + (2í 2 + 1) 


Dividimos o numerador e o denominador pela parte ímpar do denominador para obter 

1 


HW 


s 3 + 2s 


1 + 


2s z + 1 
s 3 + 2 s 


Da Equação (19.82), quando Y ; = 1, 

HW = 


>*21 

1 + yii 


Comparando as Equações (19.19.1) e (19.19.2), temos 


.V 21 


1 


r + 2s 


.V22 


2s z + 1 
s* 3 + 2 s 


(19.18.1) 


(19.18.2) 


Qualquer concretização de y 22 , automaticamente, concretizará y 2l , já que y 22 é a 
admitância do ponto de saída, isto é, a admitância de saída do circuito com a porta de 


EXEMPLO 19.18 • 



Figura 19.63 Esquema para o 
Exemplo 19.18. 
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entrada curto-circuitada. Determinamos os valores de L e C na Figura 19.63a que nos 
fornecerá y 22 - Lembre-se de que y 22 é a admitância de saída de curto-circuito. Portanto, 
curto-circuitamos a porta de entrada, conforme mostrado na Figura 19.636. Primeiro, 
obtemos L 3 fazendo 

1 s 3 + 2s 

Z A = = —2-- = sL 3 + Z B (19.18.3) 

yii 2 s + i 

Por meio de divisão longa, 

Z A = 0,5.9 + -4^- (19.18.4) 

2í 2 + 1 


Comparando-se as Equações (19.18.3) e (19.18.4) demonstra que 


L 3 = 0.5H, 




1,59 

2 s 2 + 1 


Em seguida, procuramos obter C 2 como na Figura 19.63c e fazemos 

1 2r + 1 1 

Y b = — = —r =-- = 1,3339 + — = 9C 2 + F c 
Zg 1,55 1,55 

a partir do qual C 2 = 1,33 F e 


Yr = 


1 _ 1 

1,59 sL 3 


L x = 1,5 H 


Portanto, o circuito em cascata LC na Figura 19.63a com L l = 1,5 H, C 2 = 1,333 F e 
L 3 = 0,5 H foi sintetizado para fornecer a função de transferência H(s) dada. Esse resul¬ 
tado pode ser confirmado encontrando H(i) = V 2 /Vi na Figura 19.63a ou confirmando 
o y 21 necessário. 


Concretize a função de transferência usando um circuito em cascata LC terminado em 
um resistor de 1 íl: 


H{s) = 


2 

s 3 + , 9 2 + 49 + 2 


Resposta: O circuito em cascata na Figura 19.63a comi! =L 3 = 1,0 H c C 2 = 500 mF. 


19.10 


Resumo 


1. Um circuito de duas portas é aquele com duas portas (ou dois pares de 
terminais de acesso), conhecidas como portas de entrada e de saída. 


2. Os seis parâmetros usados para modelar um circuito de duas portas são os 
parâmetros de impedância [z], admitância [y], híbrido [h], híbrido inverso 
[g], de transmissão [T] e de transmissão inversa [t]. 


3. Os parâmetros estabelecem uma relação entre variáveis de portas de entra¬ 
da e de saída como segue 


Vi 

V 2 . 


= M 


= [y] 


v, 

V 2 


Vi 

h 


= [h] 


I, 

v 2 . 


Il 

v 2 . 


= [g] 


V! 

h 


Vi 

Il J 


= [TJ 


V 2 

-I 2 


V 2 

I 2 


[t] 


V! 

-Il 


4. Os parâmetros podem ser calculados ou medidos curto-circuitando ou 
abrindo o circuito da porta de entrada ou de saída apropriada. 
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5. Um circuito de duas portas é recíproco se z 12 = z 21 , y 12 = y 21 , h 12 = -h 21 , 
§12 = _ § 2 U A r = 1 ou A t = 1. Os circuitos que possuem fontes dependentes 
não são recíprocos. 

6. A Tabela 19.1 fornece as relações entre os seis conjuntos de parâmetros. 
Três relações importantes são 

[y] = M~\ [g] = [hr\ [t] + [T ]- 1 

7. Os circuitos de duas portas podem ser ligados em série, em paralelo ou em 
cascata. Na conexão em série, os parâmetros z são somados, na conexão 
em paralelo os parâmetros y são somados e na conexão em cascata os pa¬ 
râmetros de transmissão são multiplicados na ordem correta. 

8. Pode-se usar o PSpice para calcular os parâmetros de duas portas restringindo 
as variáveis de portas com uma fonte de 1A ou de 1 V, enquanto se utiliza um 
circuito aberto ou curto-circuito para impor as demais restrições necessárias. 

9. Os parâmetros de circuito são aplicados especificamente na análise de cir¬ 
cuitos transistorizados e na síntese de circuitos em cascata LC. Os parâme¬ 
tros são particularmente úteis na análise de circuitos transistorizados, pois 
esses circuitos podem ser modelados facilmente como circuitos de duas 
portas. Os circuitos em cascata LC, importantes nos filtros passa-baixa 
passivos, lembram circuitos T em cascata e são, portanto, mais bem anali¬ 
sados como circuitos de duas portas. 


Questões para revisão 


19.1 Para o circuito de duas portas com um único elemento da 
Figura 19.64a, z u é: 

(a) 0 (b) 5 (c) 10 

(d) 20 (e) indefinido 

o-1-o 

> 10 £2 

O-1-O 

(a) 

10 Q 

o-■\AAA-o 


o-o 

( b) 

Figura 19.64 Esquema para as Questões para revisão. 

19.2 Para o circuito de duas portas com um único elemento da 
Figura 19.64Ú, z u é: 

(a) 0 (b) 5 (c) 10 

(d) 20 (e) indefinido 

19.3 Para o circuito de duas portas com um único elemento da 
Figura 19.64a, y n é: 

(a) 0 (b) 5 (c) 10 

(d) 20 (e) indefinido 


19.4 Para o circuito de duas portas com um único elemento da 
Figura 19.64Ú, h 21 é: 

(a)-0,1 (b) — 1 (c) 0 

(d) 10 (e) indefinido 

19.5 Para o circuito de duas portas com um único elemento da 
Figura 19.64a, B é: 

(a) 0 (b) 5 (c) 10 

(d) 20 (e) indefinido 

19.6 Para o circuito de duas portas com um único elemento da 
Figura 19.64Ú, B é: 

(a) 0 (b) 5 

(c) 10 (d) 20 

(d) indefinido 

19.7 Quando a porta 1 de um circuito de duas portas é curto- 
-circuitada, I, = 4I 2 e V 2 = 0,25I 2 . Qual das seguintes 
opções é verdadeira? 

(a) }’ii = 4 (b) yi 2 = 16 

(c)V2i = 16 (d)y 22 = 0,25 

19.8 Um circuito de duas portas é descrito pelas seguintes 
equações: 

V! = 501! + 10I 2 
V 2 = 301! + 20I 2 

Qual das relações a seguir não é verdadeira? 

(a) z 12 = 10 (b) y 12 = -0,0143 

(c) h 12 = 0,5 (d) A = 50 
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19.9 Se um circuito de duas portas for recíproco, qual das rela¬ 
ções a seguir não é verdadeira? 

(a) Z 21 = z 12 

(b) y2i = yi2 

(c) h 2 i = h 12 

(d) AD = BC + 1 


19.10 Se os dois circuitos de duas portas com um único elemento 
da Figura 19.64 forem colocados em cascata, então D será: 
(a) 0 (b) 0,1 (c) 2 

(d) 10 (e) indefinido 

Respostas: 19.1c; 19.2e; 19.3e; 19.4b; 19.5a; 19.6c; 19.7b; 
19.8d; 19.9c; 19.10c. 


Problemas 


• Seção 19.2 Parâmetros de impedância 

19.1 Obtenha os parâmetros z para o circuito da Figura 19.65. 


2Ü 

o —WW 


8£2 

-m- 


12 £2 


4 £2 


Figura 19.65 Esquema para os Problemas 19.1 e 19.28. 

4 19.2 Determine o parâmetro de impedância equivalente para o 
circuito da Figura 19.66. 


1 £2 

MMV 


1 £2 

-AWV 


1 £2 

-AWV 


1 £2 

-AA/vV-o 


1 £2 


1 £2 


1 £2 


OAMAr 

1 n 


-^MV 

1 £2 


-AbAAr 

1 £2 


-AVW-o 

1 £2 


Figura 19.66 Esquema para o Problema 19.2. 

19.3 Determine os parâmetros z para o circuito da Figura 
19.67. 


8£2 

o—m 


o 


-720 £2 


-o 


j 12 Q 


-o 


Figura 19.67 Esquema para o Problema 19.3. 


19.4 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e0d tender melhor como determinar os parâmetros z a partir 
de um circuito elétrico usando a Figura 19.68. 


o- 


o- 



-o 

-/Xc 
-o 


Figura 19.68 Esquema para o Problema 19.4. 


O asterisco indica um problema que constitui um desafio. 


19.5 Obtenha os parâmetros z em função de s para o circuito 
da Figura 19.69. 


o— 
1 £2 
o - 


1Q 1H 

-A/vVv-'TiTT'-1-o 



I 


1 F 
—o 


Figura 19.69 Esquema para o Problema 19.5. 


19.6 Calcule os parâmetros z para o circuito da Figura 19.70. 



Figura 19.70 Esquema para os Problemas 19.6 e 19.73. 

19.7 Calcule o parâmetro de impedância equivalente para o 
circuito da Figura 19.71. 

20 £2 100 £2 



Figura 19.71 Esquema para os Problemas 19.7 e 19.80. 

19.8 Determine os parâmetros z do circuito de duas portas da 
Figura 19.72. 


;4 £2 



Figura 19.72 Esquema para o Problema 19.8. 


19.9 Os parâmetros y de um circuito são: 


Y = [y] 


0,5 -0,2 

-0,2 0,4 


Determine os parâmetros z do circuito. 
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19.10 Construa um circuito de duas portas que concretize cada 
um dos parâmetros z a seguir: 


(a) [z] = 






'40 

60 ' 

'25 

20' 

fl 

[z] = 


10. 

.80 

120. 

. 5 






19.15 Para o circuito de duas portas da Figura 19.76, 

fl 


(b) [z] 


1 + 


1 1 

— 2s 4- — 
s s 


n 


19.11 Determine um circuito de duas portas que é representado 
pelos seguintes parâmetros z: 


[z] 


n 


6 + j3 5 — j2 
. 5 -72 8-7. 

19.12 Para o circuito mostrado na Figura 19.73, seja 


[z] = 


10 -6 
-4 12 


fi 


Determine/j,/ 2 , V 1 e V 2 . 



10 n 


Figura 19.73 Esquema para o Problema 19.12. 

19.13 Determine a potência média liberada para Z L = 5 + 7'4 no 
circuito da Figura 19.74. Nota: o valor da tensão é RMS. 


10 Q 



50/0° V 


Figura 19.74 Esquema para o Problema 19.13. 

19.14 Para o circuito de duas portas indicado na Figura 19.75, 
demonstre que, nos terminais de saída, e 


Z-Th — z 22 


V-T-h — 


z 12 z 21 
Zn + Z, 


Z 21 


+ 

Vi 


z n + Z s 


Circuito 
de duas 
portas 


+ 

V 2 


(a) detennine Z £ para a transferência de potência máxi¬ 
ma para a carga. 

(b) calcule a potência máxima liberada para a carga. 



19.16 Para o circuito da Figura 19.77, em ai = 2 rad/s, z n = 10 íl, 
z i 2 = z 2 i =J6 fl, z-, 2 = 4 íl. Obtenha o circuito equivalente 
de Thévenin nos tenninais a-b e calcule v„. 



Figura 19.77 Esquema para o Problema 19.16. 

• Seção 19.3 Parâmetros de admitância 

lí 19.17 Determine os parâmetros z e y para o circuito da Figura 
19.78. 

8 D 



Figura 19.78 Esquema para o Problema 19.17. 

19.18 Calcule os parâmetros y para o circuito de duas portas da 
Figura 19.79. 


6Q 

o —VWv- 


3 Q 

-WN- 


6£2 


3S 


Figura 19.79 Esquema para os Problemas 19.18 e 19.37. 


Figura 19.75 Esquema para os Problemas 19.14e 19.41. 
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19.19 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eQd tender melhor como determinar os parâmetros y no domí¬ 
nio s usando a Figura 19.80. 


*i 

-M/W- 


-WVW- 


R-i 


Figura 19.80 Esquema para o Problema 19.19. 


19.20 Determine os parâmetros y para o circuito da Figura 
19.81. 




19.24 Determine o circuito resistivo que representa os parâme¬ 
tros y a seguir: 


[y] = 



1 

4 

3 


S 


8 


19.25 Desenhe o circuito de duas portas que possui os seguintes 
parâmetros y: 


[y] 


1 -0,5 

-0,5 1,5 


19.26 Calcule [y] para o circuito de duas portas da Figura 19.85. 


Figura 19.81 Esquema para o Problema 19.20. 

19.21 Obtenha o circuito equivalente de parâmetro de admitân- 
cia para o circuito de duas portas da Figura 19.82. 


0,2\j 



Figura 19.82 Esquema para o Problema 19.21. 


4£2 



Figura 19.85 Esquema para o Problema 19.26. 

19.27 Determine os parâmetros y para o circuito da Figura 
19.86. 


19.22 Obtenha os parâmetros y para o circuito de duas portas da 
Figura 19.83. 



Figura 19.83 Esquema para o Problema 19.22. 

19.23 (a) Determine os parâmetros y para o circuito de duas 
portas da Figura 19.84. 

(b) Determine V 2 (s) para v s = 2 u(f) V. 



19.28 No circuito da Figura 19.65, aporta de entrada é ligada a 
uma fonte de corrente contínua de 1 A. Calcule a potên¬ 
cia dissipada pelo resistor de 2 Í1 usando os parâmetros 
y. Confirme seu resultado por meio da análise de circui¬ 
tos direta. 
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19.29 No circuito ponte da Figura 19.87, /j = 10 A e / 2 = -4 A. 

(a) Determine Fj e V 2 usando parâmetros y. 

(b) Confirme os resultados obtidos no item (a) pela aná¬ 
lise de circuitos direta. 


3£2 



Figura 19.87 Esquema para o Problema 19.29. 


19.34 Obtenha os parâmetros h e g para o circuito de duas por¬ 
tas da Figura 19.92. 


300 Q. 
■AWr 


10 £2 

o—vwv- 


V v < 100 Q 


50 Q 

—vwv- 


10V. 


Figura 19.92 Esquema para o Problema 19.34. 


• Seção 19.4 Parâmetros híbridos 

19.30 Determine os parâmetros h para os circuitos da Figura 
19.88. 


40 Q. 

-AWV—o 


60 Q 


10 Q 

o—WvY 



(a) ( b ) 

Figura 19.88 Esquema para o Problema 19.30. 


19.31 Determine os parâmetros híbridos para o circuito da Fi¬ 
gura 19.89. 

r 1 Q. 2Q 1 D 
O 
+ 

Vi 

o- 

Figura 19.89 Esquema para o Problema 19.31. 



+ 

V 2 


19.32 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e*íld tender melhor como determinar os parâmetros h e g para 
um circuito no domínio s usando a Figura 19.90. 


o—WA-'T5T V 

C 

o- 


I 

I 


l 2 

■otíd — o 


-o 


Figura 19.90 Esquema para o Problema 19.32. 


19.33 Obtenha os parâmetros h para o circuito de duas portas da 
Figura 19.91. 


& 


40 

M/W 


j 6 0 

onrr --o 


o- 



-j 3 0 
-o 


Figura 19.91 Esquema para o Problema 19.33. 


19.35 Determine os parâmetros h para o circuito da Figura 19.93. 



Figura 19.93 Esquema para o Problema 19.35. 


19.36 Para o circuito de duas portas da Figura 19.94, 


[h] 


16 D 3 
-2 0,01 S 


Determine: 

(a) Ví/Ví (b) h/h 

(c) h/Vi (d) V 2 /h 



19.37 Aporta de entrada do circuito da Figura 19.79 é ligada a 
uma fonte de tensão CC de 10 V, enquanto a terminação 
da porta é um resistor de 5 12. Determine a tensão no 
resistor de 5 12 usando os parâmetros h do circuito. Con¬ 
firme seu resultado usando análise de circuitos direta. 

19.38 Os parâmetros h do circuito de duas portas da Figura 
19.95 são: 


[h] 


60012 0,04 
30 2 mS 


Dado que Z s = 2 kí2 e Z L = 400 12, determine Z ent e Z sai . 
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z 

o— | ~| —o o- —j— -o 

Y 

O-O O-1-o 

(a) (b) 

Figura 19.98 Esquema para o Problema 19.43. 


Figura 19.95 Esquema para o Problema 19.38. 

19.39 Obtenha os parâmetros g para o circuito estrela da Figura 
19.96. 


o-VWr 

+ 


S 3 h 

+ 


Figura 19.96 Esquema para o Problema 19.39. 


19.44 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
eOd tender melhor como determinar os parâmetros de trans¬ 
missão de um circuito CA usando a Figura 19.99. 


Í X L 


-nmp- 

~j X Cl ~j X C2 



Figura 19.99 Esquema para o Problema 19.44. 


19.40 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a en- 
e>7d tender melhor como determinar os parâmetros g de um 
circuito CA usando a Figura 19.97. 


~J x c 



O 



J x l 

■'w—o 


■o 


19.45 Determine os parâmetros ABCD para o circuito na Figura 
19.100. 


-72 n 



Figura 19.100 Esquema para o Problema 19.45. 


Figura 19.97 Esquema para o Problema 19.40. 


19.46 Determine os parâmetros para o circuito naFigura 19.101. 


19.41 Para o circuito de duas portas da Figura 19.75, mostre que 

h _ §21 

li g n Z L + A., 

V 2 _ g2lZz, 

Vj (1 + gllZj)(g 2 2 + Z L ) — g2lgl2Z s 

em que A é o determinante da matriz [g], 

19.42 Os parâmetros h de um dispositivo de duas portas são da¬ 
dos por 


1 Q. 

o —WW- 

2Q 


1 Q. 




-o 


41,. 


o 


-o 


Figura 19.101 Esquema para o Problema 19.46. 


19.47 Obtenha os parâmetros ABCD para o circuito na Figura 
19.102. 


h n = 600 fl, h 12 = 10 -3 , h 21 = 120, 

h 22 = 2 X 10 -6 S 

Desenhe um modelo de circuito do dispositivo incluindo 
o valor de cada elemento. 

• Seção 19.5 Parâmetros de transmissão 

19.43 Determine os parâmetros de transmissão para os circuitos 
de duas portas com um só elemento na Figura 19.98. 


6£2 



Figura 19.102 Esquema para o Problema 19.47. 
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19.48 Para um circuito de duas portas, seja A = 4, B = 30 íl, 
C = 0,1 S e D = 1,5. Calcule a impedância de entrada 
Z ent = V[/I„ quando: 

(a) os terminais de saída são curto-circuitados. 

(b) a porta de saída é um circuito aberto. 

(c) a porta de saída tem como terminação uma carga de 
10 íl. 


(b) Para o mesmo circuito, demonstre que os parâmetros 
de transmissão são: 


Ri Ry 

A = I + ' B = R 3 + -i (R 2 + R 3 ) 

K 2 /v 2 


c = 


i 

Y 2 ’ 


D 


Ri 

Ri 


19.49 Obtenha os parâmetros de transmissão para o circuito na 
Figura 19.103 usando impedâncias no domínio s. 

-o 

1 Q. 

-o 

Figura 19.103 Esquema para o Problema 19.49. 



19.50 Deduza a expressão no domínio s para os parâmetros t do 
circuito na Figura 19.104. 


o 


2Q 

AAA/V 


1 H 

■'TílD 


-o 


o- 


-o 


19.53 Pela derivação, expresse os parâmetros z em termos dos 
parâmetros ABCD. 

19.54 Demonstre que os parâmetros de transmissão de um cir¬ 
cuito de duas portas podem ser obtidos a partir dos parâ¬ 
metros y como segue: 


A = 

C = 


y22 

yzi 

y2i 


B = 

D = 


1 

y2i 

yn 

y2i 


19.55 Prove que os parâmetros g podem ser obtidos a partir dos 
parâmetros z como segue: 



§21 = 


Z 21 

Zll’ 


§12 — 


z 12 

Z 11 


§22 — 


A, 

Zll 


Figura 19.104 Esquema para o Problema 19.50. 


19.56 Para o circuito da Figura 19.107, obtenha V 0 /V s . 


19.51 Obtenha os parâmetros t para o circuito da Figura 19.105. 
,/in 




Figura 19.107 Esquema para o Problema 19.56. 
19.57 Dados os parâmetros de transmissão 


• Seção 19.6 Relações entre parâmetros m = 3 

|_1 7 . 

19.52 (a) Para o circuito T da Figura 19.106, demonstre que os 

parâmetros h são: obtenha os cinco outros parâmetros de portas. 


h 11 — R I + 


R,R 


2^3 


hii — 


Ri + R 3 

r 2 


Ri + R 3 


R 


h ■ ■ — 


R 2 + R 3 
1 


R 2 + R --1 


«i 

o—WvV 


o- 


«3 

—WA—o 
R 2 


-o 


Figura 19.106 Esquema para o Problema 19.52. 


19.58 Elabore um problema para ajudar outros estudantes a 
eOd entender melhor como desenvolver os parâmetros y e de 

transmissão, dadas as equações em tennos dos parâme¬ 
tros híbridos. 

19.59 Dado que 


[§] 


0,06 S -0,4 
0,2 2 íl 


determine: 

(a)[z] (b) [y] (c) [h] (d) [T] 
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19.60 Projete um circuito T necessário para concretizar os se- 
e‘Id guintes parâmetros z com tu = 10 6 rad/s. 


[z] 


4 +j 3 
2 


2 

5 


kO 


19.61 Para o circuito em ponte da Figura 19.108, obtenha: 

(a) Os parâmetros z. 

(b) Os parâmetros /?. 

(c) Os parâmetros de transmissão. 


1 Q. 

AWV 


o 


1 Q. 

W/V 


o 


1 Q. 

—WvY 

i n 


■o 


■o 


Figura 19.108 Esquema para o Problema 19.61. 


• Seção 19.7 Interconexão de circuitos 
elétricos 

19.65 Qual é a apresentação dos parâmetros y no circuito da 
Figura 19.112? 



19.66No circuito de duas portas da Figura 19.113, seja y 12 = 
y 2 i = 0, y ü = 2 mS e y 22 = 10 mS. Determine V JS s . 


19.62 Determine os parâmetros z do circuito com amplificador 
operacional da Figura 19.109. Obtenha os parâmetros de 
transmissão. 



Figura 19.109 Esquema para o Problema 19.62. 


60 Q 



Figura 19.113 Esquema para o Problema 19.66. 

19.67 Se três cópias do circuito da Figura 19.114 forem liga- 
Ü das em paralelo, determine os parâmetros de transmis- 
ML são globais. 


19.63 Determine os parâmetros z do circuito de duas portas da 
Figura 19.110. 


1:3 



Figura 19.110 Esquema para o Problema 19.63. 


19.64 Determine os parâmetros y em co = 1.000 rad/s para o 
circuito com amplificador operacional da Figura 19.111. 
Obtenha os parâmetros h correspondentes. 


40 k£2 



30 Q. 
o -WW 


o- 


40 Q. 

—WVv-o 

10 Q 


-o 


Figura 19.114 Esquema para o Problema 19.67. 


19.68 Obtenha os parâmetros h para o circuito da Figura 
19.115. 


2Q 



Figura 19.115 Esquema para o Problema 19.68. 


*19.69 O circuito da Figura 19.116 pode ser considerado dois 
circuitos de duas portas ligados em paralelo. Obtenha os 
parâmetros y em função de s. 


Figura 19.111 Esquema para o Problema 19.64. 
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2 £2 


1 F 



k 19.70 Para a conexão série-paralelo dos dois circuitos de duas 
portas da Figura 19.117, determine os parâmetros g. 


+ 

V, 


z n = 25Q 
z 12 = 20 O 
z 21 = 5Q 
z 22 —10 fí 


+ 


V 2 

z u = 50 £2 
z 12 = 25 £2 
z 2 j — 25 £2 
z 22 = 30 £2 


O 


Figura 19.117 Esquema para o Problema 19.70. 

* 19.71 Determine os parâmetros z para o circuito da Figura 
19.118. 


8 £2 


6£2 



Figura 19.118 Esquema para o Problema 19.71. 

* 19.72 Uma conexão série-paralelo de dois circuitos de duas 
portas é mostrado na Figura 19.119. Determine a repre¬ 
sentação em parâmetros z do circuito. 

Ii 


h u = 25 £2 
12 : 


11 ' 
hu = 4 


I, 


+ 

V 2 


h u = 16 £2 

hjj = 1 

h 2 i = -1 

h, 2 = 0,5 S 


Figura 19.119 Esquema para o Problema 19.72. 


19.73 Três cópias do circuito indicado na Figura 19.70 são co- 
11 nectadas em cascata. Determine os parâmetros z. 

ML 


*19.74 Determine os parâmetros ABCD do circuito da Figura 
n 19.120 em função de s. ( Sugestão: Divida o circuito em 
ML subcircuitos e conecte-os em cascata, usando os resulta¬ 
dos do Problema 19.43.) 


1 H 1 H 



Figura 19.120 Esquema para o Problema 19.74. 


*19.75 Para os dois circuitos de duas portas 
n dos na Figura 19.121 onde 


ML 


individuais indica- 


[z«] 


8 

4 


íi [y*] 


8 

2 


-4 

10 


s 


(a) Determine os parâmetros y do circuito de duas portas 
global. 

(b) Determine a relação de tensões V,/V, quando Z z = 2 íl. 



Figura 19.121 Esquema para o Problema 19.75. 


• Seção 19.8 Cálculo de parâmetros de 

circuitos de duas portas usando 
o PSpice 

19.76 Use o PSpice ou o MultiSim para obter os parâmetros z do 
circuito da Figura 19.122. 


8 £2 



Figura 19.122 Esquema para o Problema 19.76. 

19.77 Use o PSpice ou o MultiSim para determinar os parâme¬ 
tros h do circuito na Figura 19.123. Adote qj = 1 rad/s. 



Figura 19.123 Esquema para o Problema 19.77. 
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19.78 Obtenha os parâmetros h em to = 4 rad/s para o circuito da 19.86 Obtenha os parâmetros g para o circuito da Figura 19.128 
Figura 19.124 usando o PSpice ou o MultiSim. usando o PSpice ou o MultiSim. 


1 H 

■ / T5T'- 


o 


4 £2 

AWV 


o- 


I 

I 


4£2 

AAA/V 


■o 


■o 


Figura 19.124 Esquema para o Problema 19.78. 


2 £2 3 £2 



Figura 19.128 Esquema para o Problema 19.86. 


19.79 Use o PSpice ou o MultiSim para determinar os parâme¬ 
tros z do circuito na Figura 19.125. Adote co = 2 rad/s. 


1 £2 

o —WW 


2 £2 

m 


0,25 F 


-o 


o- 



4 £2 


-o 


Figura 19.125 Esquema para o Problema 19.79. 


19.80 Use o PSpice ou o MultiSim para obter os parâmetros z do 
circuito da Figura 19.71. 

19.81 Repita o Problema 19.26 usando o PSpice ou o MultiSim. 

19.82 Use o PSpice ou o MultiSim para refazer o Problema 
19.31. 

19.83 Refaça o Problema 19.47 usando o PSpice ou o MultiSim. 

19.84 Use o PSpice ou o MultiSim para determinar os parâme¬ 
tros de transmissão para o circuito da Figura 19.126. 

1 £2 



Figura 19.126 Esquema para o Problema 19.84. 


19.85 Em co = 1 rad/s, determine os parâmetros de transmis¬ 
são do circuito da Figura 19.127 usando o PSpice ou o 
MultiSim. 


19.87 Para o circuito exibido na Figura 19.129, use o PSpi¬ 
ce ou o MultiSim para obter os parâmetros t. Suponha 
co = 1 rad/s. 


j 2 £2 

unnu 


1 £2 

o-WW 


1 £2 

A/AV 


1 £2 

A/Wv -o 


-72 £2 


-j- £2 


o 


-o 


Figura 19.129 Esquema para o Problema 19.87. 


• Seção 19.9 Aplicações 

19.88 Use os parâmetros y para obter fórmulas para Z ent , Z sai , A,- 
eA„ para o circuito com transistor de emissor comum. 

19.89 Um transistor possui os seguintes parâmetros em um cir¬ 
cuito de emissor comum: 

h ie = 2.640 fl, h re = 2,6 X 10~ 4 
h fe = 72, h oe = 16 pS, R l = 100 kíl 

Qual é a amplificação de tensão do transistor? Quanto re¬ 
presenta em decibéis esse ganho? 

19.90 Um transistor com 

e€)d 

h fe = 120, h ie = 2 kíl 
h re = 10 4 , h oe = 20 /J.S 

é usado para um amplificador emissor comum fornecer 
uma resistência de entrada de 1,5 kíl. 


1 £2 



(a) determine a resistência de carga necessária R L . 

(b) calcule A v , A,- e Z sai se o amplificador for excitado por 
uma fonte de 4 mV com resistência interna de 600 íl. 

(c) determine a tensão na carga. 

19.91 Para o circuito transistorizado da Figura 19.130, 


Figura 19.127 Esquema para o Problema 19.85. 


h fe = 80, h ie = 1,2 kíl 
h„ = 1,5 X 10 4 , h oe = 20 fiS 
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Determine: 

(a) O ganho de tensão A v = VJV s . 

(b) O ganho de corrente A t = IJ1 

(c) A impedância de entrada Z ent . 

(d) A impedância de saída Z sai . 



Figura 19.130 Esquema para o Problema 19.91. 


19.94 Um transistor em seu modo de emissor comum é especi- 
e d ficado por 


200 Í1 0 
100 10~ s S 


Dois transistores idênticos destes são conectados em cas¬ 
cata para formar um amplificador de dois estágios usado 
em frequências de áudio. Se o amplificador tiver uma ter¬ 
minação com um resistor de 4 kfí, calcule A v e Z ent globais. 

19.95 Concretize um circuito em cascata LC tal que 


yii — 


s 3 + 5s 
/ + lOs 2 + 8 


19.96 Desenhe um circuito em cascata LC para concretizar um 
e-vd filtro passa-baixa com função de transferência 


19.92 Determine A v , A f , Z ent e Z sai para o amplificador mostrado 
na Figura 19.131. Suponha que 


H(s) = 


1 

s 4 + 2,613s 2 + 3,414r + 2,613.? + 1 


h ie = 4 kíl, h re = 10 4 
hf e = 100, h oe = 30 /xS 



Figura 19.131 Esquema para o Problema 19.92. 

19.93 Calcule A v , A h Z ent e Z sai para o circuito com transistores 
da Figura 19.132. Suponha que 

h ie = 2 kíl, h re = 2,5 X 10~ 4 
hf e = 150, h oe = 10 /xS 



19.97 Sintetize a função de transferência 

e€d 


H(s) = 


Vo 

V, 


s 3 + 6s + \2s + 24 


usando o circuito em cascata LC da Figura 19.133. 


Ci C 3 



Figura 19.133 Esquema para o Problema 19.97. 


19.98 Um amplificador de dois estágios indicado na Figura 
19.134 contém dois estágios idênticos com 


[h] 


2 kíl 0,004 
200 500 fiS 


Se Z £ = 20 kíl, determine o valor necessário de V s . para 
gerar V 0 = 16 V. 



Figura 19.132 Esquema para o Problema 19.93. 


Figura 19.134 Esquema para o Problema 19.98. 
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Problemas abrangentes 


19.99 Suponha que os dois circuitos da Figura 19.135 sejam 
equivalentes. Os parâmetros dos dois circuitos devem ser 
iguais. Usando esse fator e os parâmetros z, obtenha a 
partir destes as Equações (9.67) e (9.68). 

Z 1 „ Z 2 

ao ——° e 

z 3 

b o- 1 -o d 

(a) 


a o 


b o- 



-o c 


-o d 


(b) 

Figura 19.135 Esquema para o Problema 19.99. 























Apêndice A 


Equações simultâneas 
e inversão de matrizes 


Na análise de circuitos, normalmente encontramos um conjunto de equações 
simultâneas na seguinte forma 


fln*i + ai 2*2 + •■• + a ln x n = b i 

< 221 X 1 + < 222^2 + •' ■ + a 2 „Xn = b 2 (A.1) 

o-n 1*1 + a n 2 x 2 + ■ • ■ + a nn x n = b„ 


onde existem n incógnitas x h x 2 ,..., x n a serem determinadas. A Equação (A. 1) 
pode ser escrita na forma matricial, como segue 


«li «12 
a 21 a 22 

a n\ a n2 


&ln 


Xi 


1 

Cd 

1_ 

a 2n 


x 2 

= 

b 2 

& nn 


_x„_ 


J>n_ 


(A.2) 


Essa equação matricial pode ser colocada em uma forma compacta como 


AX = B 


onde 


(A.3) 


a n 

«12 . 

a ln 


Xi 


b 1 

«21 

«22 • 

• &2n 

x 

x 2 

B = 

b 2 

Gíl 

a n 2 ■ 

• ^ nn 


- x,! - 


_b n _ 


(A.4) 


A é uma matriz quadrada (n X n) enquanto X e B são matrizes coluna. 

Existem vários métodos para resolver a Equação (A. 1) ou (A.3). Entre es¬ 
ses estão a substituição, a eliminação Gaussiana, a regra de Cramer, a inversão 
de matrizes e a análise numérica. 


A.1 


Regra de Cramer 


Em muitos casos, a regra de Cramer pode ser usada para resolver equações 
simultâneas que encontramos na análise de circuitos. A regra de Cramer afirma 
que a solução para a Equação (A. 1) ou (A.3) é 


819 • 
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(A.5) 


onde os A’s são os determinantes dados por 



a ii 

a \2 ' 

• a Xn 


bi 

«12 ' 

• «í» 

A = 

#21 

a 22 ' 

■ a 2n 

, A, = 

b 2 

«22 ' 

• «2/i 


«/ll 

«/i2 ‘ 

&nn 


bn 

«/i2 ‘ 

«/í/í 


«11 

b\ ' 

&ln 


flll 

«12 ‘ 

• b t 

^2 = 

«21 

b 2 • 

‘ a 2n 

A„ = 

a 2 1 

«22 ' 

• b 2 


Gfil 

b n • 

dnn 


«nl 

a n 2 ' 

■ b„ 


(A.6) 

Note que A é o determinante da matriz A e A k é o da matriz formada pela subs¬ 
tituição da £-ésima coluna de A por B. Fica evidente, da Equação (A.5), que 
a regra de Cramer se aplica apenas quando A ^ 0. Quando A = 0, o conjunto 
de equações não tem uma solução única, pois as equações são linearmente 
dependentes. 

O valor do determinante A, por exemplo, pode ser obtido expandindo-se 
ao longo da primeira linha: 



a ii 

«12 

«13 ‘ ‘ 

«ln 


«21 

«22 

«23 ‘' 

«2/í 

— 

«31 

«32 

«33 ‘' 

^3 n 


«/! 1 

«í/2 

«/í3 ' ' 

^ nn 

= 

d\ | /V/ 

11 — 

«l 2 Mi2 

+ dy 


(A.7) 


onde a K4 lJ menor é um determinante (« - 1) X (« - 1) da matriz formada pela 
eliminação da i-ésima linha e day-ésima coluna. O valor de A também pode ser 
obtido expandindo-se ao longo da primeira coluna: 


A — anM n a 2 \M 2 \ + a 3i^3i + •■• + ( 1)" 1 a„ | M n , (A.8) 


Agora, desenvolvemos especificamente as fórmulas para cálculo dos de¬ 
terminantes das matrizes 2 X 2 e 3 X 3, por causa da ocorrência constante 
destas neste texto. Para uma matriz 2X2, 


A = 


«11 fli2 
«21 a 22 


^ 11^22 ^ 12^21 


(A.9) 
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Para uma matriz 3X3, 


«11 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

«32 

«33 


«22 

a 23 

1 / 1 \ 3 

«12 «13 

«32 

a 33 

+ «2l( 1) 

«32 «33 


+ «3l(— l ) 4 


« 12 
«22 


«13 

«23 


— «n(«22«33 «32«23) «2l(«12«33 

+ «3i(«12«23 — «22« 13 ) 


«32«b) 

(A.10) 


Um método alternativo de se obter o determinante de uma matriz 3X3 
é repetir as duas primeiras colunas e multiplicar os termos diagonalmente 
como segue. 



— « 1 1«22«33 + «21«32«13 + «31«12«23 «13«22«31 «23«32«11 

— «33«12«21 (A. 11) 


Em suma: 


A solução para equações lineares simultâneas por meio da regra de Cramer se 
resume a encontrar 



k = 1,2,... ,n 


(A.12) 


onde A é o determinante da matriz A e A k é o determinante da matriz formada 
pela substituição da /c-ésima coluna de A por B. 


Talvez você não ache necessário usar o método de Cramer descrito neste 
apêndice, dada a existência de calculadoras, computadores e pacotes de soft¬ 
ware, como o MATLAB, que podem ser usados facilmente para resolver um 
conjunto de equações lineares. Mas, no caso de vir a precisar resolver as equa¬ 
ções manualmente, o material visto neste apêndice torna-se útil. De qualquer 
modo, é importante conhecer a base matemática dessas calculadoras e dos pa¬ 
cotes de software. 


Podem-se usar outros métodos, 
como eliminação e inversão de 
matrizes. Aqui, tratamos apenas 
do método de Cramer por causa 
de sua simplicidade e também 
em razão da disponibilidade de 
calculadoras poderosas. 



EXEMPLO A.1 • 

Resolva as equações simultâneas 

4xi — 3 x 2 = 17, —3x, + 5x 2 = —21 j 

Solução: O conjunto de equações dado é formulado na forma matricial, como segue 


4 -3' 

*1 


17' 

.-3 5. 

-*2. 


-21. 
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• PROBLEMA PRÁTICO A.1 


• EXEMPLO A.2 


Os detemiinantes são calculados como 


A = _^ 3 =4X5 — (—3)(—3) = 11 

Ai = = 17 X 5 - (—3)(—21) = 22 


Logo, 


A 2 = _^ JJ=4X (-21) - 17 X (-3) = -33 


Ai 22 A 2 -33 

* 1= T = TT = 2 ’ * 2 = T = 7T=- 3 


Determine a solução das equações simultâneas: 

3xi — x 2 = 4, — 6xi + 18x 2 = 16 

Resposta: x 3 = 1,833, x 2 = 1,5. 


Determine x,, x-,, x 3 para esse conjunto de equações simultâneas: 

25x t — 5 x 2 — 20x 3 = 50 
—5xj + 10x 2 — 4 x 3 = 0 
—5x, — 4 x 2 + 9x 3 = 0 

Solução: Na forma matricial, o conjunto de equações dado fica 


" 25 

-5 

-20" 

Xl 


'50' 

-5 

10 

-4 

x 2 

= 

0 

_ —5 

-4 

9 _ 

-*3- 


0 _ 


Aplicamos a Equação (A. 11) para obter os determinantes. Isso requer que repitamos as 
duas primeiras linhas da matriz. Portanto, 



- (—20)(10)(—5) - (—4)(—4)25 - 9(-5)(-5) 
= 2.250-400 - 100 - 1.000- 400 - 225 = 125 



= 4.500 + 0 + 0- 0- 800 -0 = 3.700 
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Logo, encontramos 



3.700 

125 

3.250 

125 

3.500 

125 


29,6 

26 

28 


Obtenha a solução do seguinte conjunto de equações simultâneas: 

3*i — * 2 — 2* 3 = 1 

—x, + 6*2 — 3*3 = 0 

—2*i — 3*2 + 6*3 = 6 


Resposta: x i ~ 3 _ x z ~ 2 - 


PROBLEMA PRÁTICO A.2 • 


A.2 Inversão de matrizes 

O sistema linear de equações na Equação (A.3) pode ser resolvido por meio 
de inversão de matrizes. Na equação AX = B, podemos inverter A para obter 
X, ou seja, 


X = A _1 B (A. 13) 

onde A 1 é o inverso de A. A inversão de matrizes é necessária em outras apli¬ 
cações além de usá-la para resolver um conjunto de equações. 

Por definição, a inversa da matriz A satisfaz 

A 'A = AA 1 = I (A. 14) 

onde I é uma matriz identidade. A~' é dada por 


adj A 


A 


i 


det A 


(A. 15) 
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onde adj A é a matriz adjunta de A e det A = |A| é o determinante de A. 
A adjunta de A é a matriz transposta dos cofatores de A. Suponha que seja 
fornecida a matriz, n X n, A como segue 



tf n 

tf 12 ‘ 

■ tfln 


A = 

tf 21 

tf 22 ‘ 

■ a 2n 

(A. 16) 


_ tf/íl 

a„ 2 ‘ 

d/in - 



Os cofatores de A são definidos como 



c n 

tf 12 ‘ 

C\n 


C = cof (A) = 

C 21 

c 22 ' 

‘ C 2n 

(A.17) 


- Cn 1 

Cn2 ' 

Cfin - 



onde o cofator c :j é o produto de (-1 )' t;/ e o determinante da submatriz (n — 1) 
X (« - 1) é obtido eliminando-se a i-ésima linha e a i-ésima coluna de A. Por 
exemplo, eliminando a primeira linha e a primeira coluna de A na Equação 
(A. 16), obtemos o co fator cll como 


a 22 

a 23 ‘' 

•• a 2n 

tf 32 

tf 33 '' 

^3 n 

fl«2 

tf;i3 ' ' 

^nn 


(A. 18) 


Assim que os cofatores forem determinados, a matriz adjunta de A é obtida 
como segue 


adj (A) 


T 


c ll 

tf 12 ' 

Cln 



c 2l 

C22 ’ 

' C 2n 

= C T 

(A.19) 

- Cn\ 

C/z 2 ‘ 

Cnn - 




onde T representa a matriz transposta. 

Além de usar os cofatores para determinar a adjunta de A, eles também são 
usados para obter o determinante de A que é dado por 


n 

|A| = 2 a U c ü 
j —i 


(A.20) 


onde i é qualquer valor de 1 a n. Substituindo as equações (A. 19) e (A.20) na 
Equação (A. 15), obtemos a inversa de A, como segue 



(A.21) 


Para uma matriz 2 X 2, se 


a b 
c d 


A = 


(A.22) 
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sua inversa sera 


1 

d 

—b 

1 

d 

—b 

|A| 

. —c 

a 

ad — bc 

. ~C 

a 


(A.23) 


Para uma matriz 3 X 3, se 



«ii 

«12 

«13 

A = 

«21 

«22 

«23 


-«31 

«32 

«33- 


(A.24) 


obtemos, primeiro, os cofatores como 


C = 


onde 


«n — 


«22 a 23 

«32 «33 


C ll 

c 12 

«13 

c 2l 

C22 

«23 

- C 3l 

«32 

«33- 


«21 

«23 


«31 

«33 


(A.25) 


«13 — 


«21 «22 
«31 «32 



«12 

«13 


«11 

«13 


«11 «12 

c 2l — 

«32 

«33 

> C22 — 

«31 

«33 

> c 23 — 

«31 «32 



«12 

«13 


«11 

«13 


Cl 11 Cl 12 

C31 — 

«22 

«23 

> c 32 — 

«21 

«23 

j C33 — 

«21 «22 


(A.26) 

O determinante da matriz 3X3 pode ser obtido usando a Equação (A. 11). 
Aqui, queremos utilizar a Equação (A.20), isto é, 


IA | — a n C u + a ^ 2 Ci2 + «13«13 


(A. 2 7) 


A ideia pode ser estendida para n > 3, porém, neste livro, lidamos principal¬ 
mente com matrizes 2 X 2 e 3 X 3. 


Use a inversão de matrizes para resolver as equações simultâneas 
2x x + 10x 2 = 2, — x 1 + 3jc 2 = 7 

Solução: Expressamos, em primeiro lugar, as duas equações na fomia matricial como 


2 10 ' 

Xi 


'2 

.-1 3. 

.x 2 . 


.7. 


EXEMPLO A.3 • 


OU 


AX = B -> X = A -1 B 


onde 


A = 


2 

-1 


X = 


*i 

U2I 


O detenninante de A é |A| = 2 X 3 - 10(—1) = 16, de modo que o inverso de A é 


A - 1 = 


16 


3 -10 

1 2 
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PROBLEMA PRATICO A.3 


• EXEMPLO A.4 


1 

'3 

-10' 

'2' 

1 

-64 


'-4' 

16 

.1 

2. 

.7. 

“ 16 

16. 


1 . 


Portanto, 


isto é, x x = —•4 e x 2 = 1. 

Solucione as duas equações a seguir por meio de inversão de matrizes. 

2yi - y 2 = 4, yr + 3y 2 = 9 

Resposta: yi = 3, y 2 = 2. 


Determine X], x 2 e x 3 para as seguintes equações simultâneas usando inversão de 
matrizes. 

x 1 + x 2 + x 3 = 5 
~Xl + 1%2 = 9 
4x! + x 2 — x 3 = —2 

Solução: Na forma matricial, as equações ficam 


1 

1 

r 

Xi 


5" 

-1 

2 

0 

*2 

= 

9 

4 

1 

-1. 

_*3_ 


_ — 2 _ 


AX = B -> X = A *B 


onde 



1 

1 

r 


Xi 


5" 

A = 

-1 

2 

0 

, x = 

x 2 

, B = 

9 


4 

1 

-i_ 


-*3- 


_ — 2_ 


Agora, encontramos os cofatores 


Cu = 


C 21 — 


C 31 — 


2 0 
1 -1 

1 1 
1 -1 

1 1 
2 0 


— 2, c 12 — 


— 2, c 22 — 

= — 2, c 32 = — 


-1 0 
4 -1 
1 


4 -1 
1 1 
-1 0 


= — 1 > c 13 = 

= — 5, c 23 = 

= — 1 > c 33 = 


-1 2 
4 1 
1 1 
4 1 
1 1 
-1 2 


= -9 

= 3 

= 3 


A adjunta da matriz A é 



"-2 -1 -9“ 

T 

"-2 2 - 2 " 

adj A = 

2-5 3 

-2 -1 3_ 

= 

-1 -5 -1 

_ —9 3 3_ 


Podemos obter o determinante de A usando qualquer linha ou coluna de A. Como um 
elemento da segunda linha é 0, podemos aproveitar para encontrar o determinante como 
segue 


IA | = -lc 21 + 2 c 22 + (0)c 23 = -1(2) + 2(—5) = -12 
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Portanto, a inversa de A é 

f -2 2-2 



X = A -1 B = — 

"-2 

-1 

2 

-5 

-2' 

-1 

5" 

9 


-12 

_ —9 

3 

3_ 

_ — 2 _ 



isto é, x l = -l,x 2 = 4, x 3 = 2. 

Resolva as seguintes equações por meio de inversão de matrizes. 

yi V 3 = 1 
2yi + 3y 2 - y 3 = 1 
y\ - y2 - V3 = 3 


-i 

4 

2 


PROBLEMA PRÁTICO A.4 • 


Resposta: Vi = 6, y 2 


2, y 3 = 5. 

















Apêndice B 


Números complexos 


A habilidade em manipular números complexos é muito prática na análise de 
circuitos e na engenharia elétrica em geral. Os números complexos são particu¬ 
larmente úteis na análise de circuitos CA. Repetindo, embora as calculadoras 
e os pacotes de software para computador estejam disponíveis para manipular 
números complexos, ainda assim é aconselhável aos estudantes estarem fami¬ 
liarizados com a maneira de lidar com eles manualmente. 


B.1 


Representações de números complexos 


Um número complexo z pode ser escrito na forma retangular como 


z = x +jy 


(B.l) 


onde j = \ — 1; x é a parte real de z, enquanto y é a sua parte imaginária ; 
isto é, 


O plano complexo se parece 
com o espaço de coordenadas 
curvilíneo bidimensional, porém, 
na realidade, eles são diferentes. 



Figura B.l Representação gráfica de 
um número complexo. 


x = Re(z), y = Irn(z) (B.2) 

O número complexo z é representado graficamente no plano complexo na Fi¬ 
gura B.l. Como j = V—T’ 


• 2 
J 

= -i 

■ 3 

■2 

J 

= J • J = -J 

• 4 

= J ' ] = 1 

J 

• 5 

.4 

J 

= J-J =J 

n+4 

_ -n 


J =J 


(B.3) 


Uma segunda maneira de se representar o número complexo z é especificar 
seu módulo r e o ângulo 6 que ele forma com o eixo real, como mostra a Figura 
B.l. Isso é conhecido como forma polar. Ele é dado por 

z = \z\/0 = r/e (B.4) 

onde 


• 828 
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r = Vx 2 + y 2 , 9 = tg 1 - 


(B.5«) 


ou 


x = r cos 9, y = r sen d 


(B.5Ô) 


isto é, 


z = x + jy = r/6 = r cos 6 + jr sen d 


(B.6) 


Ao converter da forma retangular para a forma polar usando a Equação (B.5), 
temos de tomar cuidado para determinar o valor correto de d. Existem quatro 
possibilidades: 


z = x + jy, 


y 


z = -X - jy. 


z= x - jy, 


9 = 


z = -x + jy, 0 = 180° - tg - 


0 = 180° + tg _1 - 
X 

0 = 360° - tg- 1 - 
x 


(I a Quadrante) 
(2- Quadrante) 
(3 a Quadrante) 
(4 a Quadrante) 


(B.7) 


supondo que x ey sejam positivos. 

A terceira maneira para se representar o número complexo z é a forma 
exponencial: 


z = re j0 (B.8) 

Essa última é quase a mesma que a forma polar, pois usamos o mesmo módulo 
(amplitude) re o ângulo 8. 

As três formas de representação de um número complexo são sintetizadas 
como segue: 


Na forma exponencial, z = re ,e , 
de modo que dz/dd = jre je = jz. 



Z = x + jy, 
Z = r/9, 



r cos6, y = r sen d) 

Vx 2 + y 2 , 0 = tg 1 ^) 
V7T7 ,0 = tg- 1 ^) 


Forma retangular 
Forma polar 

Forma exponencial 


(B.9) 

As duas primeiras formas estão relacionadas entre si pelas Equações (B.5) e 
(B.6). Na Seção B.3, obteremos a fórmula de Euler que demonstra que a ter¬ 
ceira forma também é equivalente às duas primeiras. 
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• EXEMPLO B.1 



Figura B.2 Esquema para o 
Exemplo B. 1. 


• PROBLEMA PRÁTICO B.1 


Expresse os números complexos a seguir nas formas polar e exponencial: (a) z 1 = 6 + 
_/8; (b) z 2 = 6 -y'8; (c)z 3 = -6 +j8; (d) z 4 = -6 -jS. 

Solução: Note que escolhemos deliberadamente esses números complexos para que 
eles caíssem nos quatro quadrantes possíveis, como indicado na Figura B.2. 

(a) Para z x = 6 + y'8 (l 2 quadrante), 

g 

r, = Vó 2 + 8 2 = 10, 0 3 = tg _1 - = 53,13° 

6 

Portanto, a forma polar é 10 /53,13° e a forma exponencial é lOe 75313 . 

(b) Para z 2 = 6 —jS (4° quadrante) 

O 

r 2 = Vó 2 + ( 8) 2 = 10, d 2 = 360° - tg^ 1 - = 306,87° 

6 

de modo que a forma polar é 10 /306,87° e a forma exponencial, lOe 7306,87 ' O ângulo 9-, 
também pode ser suposto como -53,13°, confonne indicado na Figura B.2, de maneira 
que a forma polar fica 10 /—53,13° e a forma exponencial 10e~ /53; 13 . 

(c) Para z 3 = -6 +j8 (2-quadrante), 

O 

r 3 = V(-6) 2 4- 8 2 = 10, d 3 = 180° - tg^ 1 - = 126,87° 

6 

Portanto, a forma polar é 10 /l26,87° e a forma exponencial, lOe' 126 ' 87 . 

(d) Para z 4 = -6 -j 8 (3° quadrante), 

O 

r 4 = V(-6) 2 + ( —8) 2 = 10, 0 4 = 180° + tg^ 1 - = 233,13° 

6 

assim a forma polar é 10/233,13° e a forma exponencial, 10e /233 13 . 


Converta os números complexos a seguir para as formas polar e exponencial: (a) z 3 = 
3 -J4- (b) z 2 = 5 +jl2; (c) z 3 = -3 -J9; (d) z 4 = -7 +j. 


Resposta: (a) 5 /306,9° , 5e j306 ’ 9 °; (b) 13 /67,38° , 13e ;67 ' 38 °; 

(c) 9,487 /251,6° , 9,487e 7251 ' 6 "; (d) 7,071 /171,9° , 7,071e 7171 ’ 9 ". 


• EXEMPLO B.2 

Converta os seguintes números complexos para a forma retangular: 

(a) 12/—60°; (b) -50 /285° ; (c) 8e 710 °; (d) 20e~ J ” /3 . 

Solução: (a) Usando a Equação (B.6), 

12 / —60° = 12 cos( —60°) + j\2 sen(-60°) = 6 - ;10,39 

Note que 9 = -60° é igual a 9 = 360° - 60° = 300°. 

(b) Podemos escrever 

-50 /285° = -50 cos 285° - j50 sen 285° = -12,94 + j48,3 

(c) De modo similar, 

8e jí0 ° = 8 cos 10° + j8 sen 10° = 7,878 + yl,389 
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(d) Finalmente, 

20e“ W3 = 20 cos(— tt/ 3) + >20 sen( tt/ 3) = 10 -y'17,32 


Detennine a fonna retangular dos seguintes números complexos: 

(a) -8 /210° ; (b) 40 /305° ; (c) 10e^ 30 °; (d) 50e W2 . 
Resposta; (a) 6,928 + ;4; (b) 22,94 - y'32,77; (c) 8,66 - j5; (d) j50. 


PROBLEMA PRÁTICO B.2 • 


B.2 Operações matemáticas 

Dois números complexos z x = x x + jy x e z 2 = x 2 + jy 2 são iguais se, e somente 
se, suas partes reais forem iguais, assim como suas partes imaginárias. 

X 1 = x 2 , y 1 = y 2 (B.10) 

O conjugado complexo d e z = x+jy é 


Usamos a notação regular para 
números complexos - uma vez 
que eles não são dependentes 
do tempo ou da frequência 
enquanto usamos a notação em 
negrito para fasores. 



z* = x — jy = r/—Q = re J " 


(B.ll) 


Portanto, o conjugado complexo de um número complexo é determinado subs- 
tituindo-se todo j por -j. 

Dados dois números complexos z x = x, +jy 1 = r x [QyQz 2 = x 2 + jy 2 = r i /Q 2 , 
sua soma é 


Z] + Z 2 = (Xj + x 2 ) + j{y 1 + y 2 ) (B.12) 

e sua diferença é 

Zr - z 2 = (*i ~ x 2 ) + j(y\ - y 2 ) (B.13) 

Embora seja mais conveniente realizar a soma e a subtração de núme¬ 
ros complexos na forma retangular, o produto e o quociente de dois números 
complexos são mais facilmente realizados na forma polar ou então na forma 
exponencial. Para seu produto. 


ZiZi = r\r 2 /e x + e 2 

De modo alternativo, usando a forma retangular, 

ZiZ 2 = (Xj + 7>i)(x 2 + jy 2 ) 

= (xiX 2 - y x y 2 ) + j(x x y 2 + x^i) 


(B.14) 


(B.15) 


Para seu quociente, 


- = -/e l -e 2 (B.i6) 

Z 2 r 2 L - 

De forma alternativa, usando a forma retangular, 

Zy _ x t +jy i 
Z -2 x 2 + jy 2 


(B.17) 
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Racionalizamos o denominador, multiplicando-se tanto o numerador como o 
denominador por z*. 


Zp = C*i + jyi)(x 2 - jy 2 ) 
22 (x 2 + jy 2 )(x 2 ~ jy 2 ) 


*i*2 + yiyi x 2 y i - x ^2 

x\ + y\ 1 xl + yl 


(B.18) 


• EXEMPLO B.3 


• PROBLEMA PRÁTICO B.3 


• EXEMPLO B.4 


Se A = 2 +y'5 e B = 4 — /6, determine: (a )A*(A + B); (b) (A + B)/(A - B ). 
Solução: (a) Se A = 2 + j'5, então A* = 2 —j5 e, 

A + B = (2 + 4) + j(5 - 6) = 6 - j 


de modo que 

A*(A + B) = (2 - y'5)(6 - y) = 12 - ;2 - ;30 - 5 = 7 - ;32 
(b) De modo similar, 

A - fi = (2 - 4) + y(5 - -6) = -2 + yll 


Portanto, 


A + B 
A - B 


6 -y ( 6 - 7 K- 2 - 7 II) 


- 2 + 7 II (-2 +./11X-2 -7II) 

-12 - 766 + 72 -II _ -23 - 764 
( —2 ) 2 + 11 2 _ 125 


-0,184 -70,512 


Dado que C = -3 +jl e D = 8 +j, calcule: 

(a) (C - D*)(C + D*), (b) D 2 / C*, (c) 2 CD/(C + D). 

Resposta: ( a ) -103 - j26\ (b) -5,19 + 76, 776; (c) 6,045 + >11,53. 


Calcule: 

_ (2 + j5)(8e jl0 °) _ 7(3 - J4)* 

(a)- 7 - (b)-^ 

2 + 74 + 2 /—40° ( -1 + 76 X 2 + 7) 2 

Solução: (a) Já que existem termos nas fonnas polar e exponencial, pode ser melhor 
expressar todos os termos na forma polar: 

2+75 = V2 2 + 5~ /tg —1 5/2 - 5,385 /68,2° 

(2 + j5)(Se jl0 °) = (5,385 /68,2°) (8/l0°) = 43,08 /78,2° 

2+ 74 + 2 /-40° = 2+74 + 2 cos(— 40°) + j2 sen(— 40°) 

= 3,532 + >2,714 = 4,454 /37,54° 


Logo, 

(2 + 7'5)(8e jl0 °) 43,08/78,2° 

—-—— =- . - = 9,672/40,66° 

2 + 74 + 2 /—40° 4,454 /37,54° L - 

(b) Podemos calcular essa expressão na forma retangular já que todos os termos se 
encontram nessa forna. Porém, 

7 X3 -74)* =7X3 +/4) = -4 + J3 
(2 + » 2 = 4 + >4 - 1 = 3 + 74 
(-1 +76X2 +7) 2 = (-1 +76)0 +74) = -3 - 4/' +>18 - 24 
= -27 + >14 
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Portanto, 


;(3 -;4)* —4 + y'3 (-4 + y3)( 27 - ;14) 

(-1 + ;6)(2 + y) 2 -27 + jl4 27 2 + 14 2 

_ 108 + j56 - jSl + 42 _ n 

Calcule as seguintes frações complexas: 

6/30° + ;5 - 3 
(a) -l + j + 2e j45 ° 

Resposta: (a) 3,387 /-5,615° ; (b) 2,759 /-287,6° . 


925 




(b) 


(15 - ;7)(3 + jiy 


(4 + ;6)*(3/70°) 


PROBLEMA PRÁTICO B.4 • 


B.3 


Fórmula de Euler 


A fórmula de Euler é um resultado importante em variáveis complexas. Obtemos 
essa fórmula a partir da expansão da série de e\ cos 0 c sen 9. Sabemos que 


X 2 X 3 X 4 

e x — i x -+-1-+ 

2! 3! 4! 


Substituindo-se x por j0, obtemos 


(B.19) 


r 


Da mesma forma, 


send = 0 — 


2! 

7 3! 

+ - 

0 2 

0 4 

0 6 

2! + 

4! 

6! 

0 3 

_ _i_ 

0 5 

O 1 

1 

3! 

5! 

7! 


(B.20) 


(B.21) 


de modo que 


r r 0 4 d 3 

cos 0 + j sen d = 1 + -í 6 ~ ^ ~ ^ + J 5] ~ 


(B.22) 


Comparando as Equações (B.20) e (B.22), concluímos que 


e '° = cos0 + j send 


(B.23) 


Essa última é conhecida como fórmula de Euler. A forma exponencial de re¬ 
presentação de um número complexo, como na Equação (B.8), baseia-se na 
fórmula de Euler. Da Equação (B.23), note que 


cos d = Re(e ,e ), send = Im(e- /0 ) 


(B.24) 


e que 


\e^ B \ = "\/ cos 2 0 + sen 2 0 = 1 
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Substituindo 8 por -8 na Equação (B.23), obtemos 
e^ e = cosd — j sen d 
A soma das Equações (B.23) e (B.25) resulta em 



Subtrair a Equação (B.25) da Equação (B.23) nos conduz a 



Identidades úteis 


(B.25) 


(B.26) 


(B.27) 


As identidades a seguir são úteis ao lidarmos com números complexos. Se 
z = x + jy = r/d, então 


zz * = x 2 + y z = r 2 (B.28) 

Vz = Vx + jy = Vre je/2 = V r/O/2 (B.29) 

z" = (x + jy)' 1 = r" /nd = r"e jn0 = r"(cos nO + j sen nO) (B.30) 
Z^ n = (x + jy) l/n = r l ! n /9/n + 2Trk/n 


ln (re jB ) = ln r + ln e je = ln r + j8 + j2kTT 
(k = inteiro) 


1 

. = ~j 

J 


e- J7r = -1 
e ±jl7r = 1 
e J7T/2 = j 
e~^ - -J 


Re(e ( “ + - /<u)í ) = Re(e ar e' wt ) = e°“ cos cot 
\m{e (a+iü,)t ) = Im(e a V"') = e“'senwí 


(B.32) 


(B.33) 


(B.34) 


Se A = 6 + j'8, determine: (a) V/T; (b) A 4 . 

Solução: (a) Primeiro, convertemos A para a forma polar: 

_ g 

r = Vó 2 + 8 2 = 10, 8 = tg _1 - = 53,13°, A = 10 /53,13° 


• EXEMPLO B.5 
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em seguida 


V4 = VI Õ/ 53,1372 = 3,162 /26,56° 

(b) Como A = 10^53,13°, 

A 4 = S /46 = 10 4 /4 X 53,13° = 10.000 /212,52° 


Se A = 3 - /4, determine: (a) A 1/3 (3 raízes) e (b) ln A. 

Resposta: (a) 1,71/102,3°, 1,71/222,3°, 1,71/342,3°; 
(b) 1,609 + y'5,356 + jlmr (n =0, 1, 2, . . .). 


PROBLEMA PRÁTICO B.5 • 

















Apêndice C 


Fórmulas matemáticas 


Este apêndice - que de forma alguma pretende ser completo - serve como 
uma prática referência, contendo realmente todas as fórmulas necessárias para 
solucionar problemas de circuitos deste livro. 


C.1 Fórmula quadrática 

As raízes da equação quadrática ax 2 + bx + c = 0 são 

—b ± \/b 1 — 4 ac 


C.2 Identidade trigonométrica 


sen(— x) = — senx 
cos(— x) = cosx 
1 

secjc =-, 

cosx 

sen a' 

tg * =-, 

cosx 

sen(x ± 90°) = ±cosjc 
cos(x ± 90°) = + senjt 
sen(x ± 180°) = —sen a 
cos(x ± 180°) = — cosjc 
cos 2 a + sen 2 jc = 1 


1 

csca; =- 

sen a 

1 

cotjc =- 

tgx 


-=-=- (lei dos senos) 

sen A sen B senC 

a 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos A (lei dos cossenos) 

tg|(A — B) a — b 

—7 -=- (lei das tangentes) 

tg|(A + B) a + b 


senfx ± y) = sen x cos y ± cosA:seny 

cos(x ± y) = cos x cos y + sen.r seny 

w . . tg-^ ± tgv 

tg(jc ± y) = 


1 + tg x tg y 


• 836 
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2 sen x seny 
2 sen x cos y 
2 cos x cos y 
sen 2x 

cos 2x 

tg2x 


= cos(x — y) — cos(x + y) 

= sen(x + y) + sen(x — y) 

= cos(x + y) + cos(x — y) 

= 2 senx cos x 

= cos x — sen x = 2 cos x — 1 = 1 — 2 sen x 
= 2tgx 
1 - tg 2 x 


sen 2 jc 
cos 2 x 


í (1 “ c „ s& ) 

1 

—(1 + cos 2x) 
2 


K\ cos x + K 2 senx = V K\ + K\ cos^x + tg 

e ]x = cos x + j sen x (Fórmula de Euler) 

e ]x + e JX 

cos x =- 

2 

e JX - e JX 

senx =- 

2; 

1 rad = 57,296° 



C.3 


Funções hiperbólicas 


senhx 

cosh x 
tgh x 
coth x 


+ 

senhx 
cosh x 

1 


tgh x 
1 

cossec x =- 

senhx 


1 

sec x =- 

cosh x 

senh(x ± y) = senhx cosh y ± cosh x senhy 
cosh(x ± y) = cosh x cosh y ± senhx senhy 


C.4 


Derivadas 


Se U = U(x), V = V(x) e a = constante, 

d dU 

—{aU) = a— 
üx dx 

d dV 

—(t/F) = U 
dx dx 


+ V 


dU 

dx 
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dU dV 

, / \ V - U — 

d I U\ dx dx 


dx\Vj 
d 


dx 


0 aU n ) = naU" 


d , u\ u i dU 
—(a ) = a ln a — 

dx dx 

d { e u ) = e uM 

dx dx 

d dU 

—(sen U) = cos U — 
dx dx 

d dU 

—(cos U ) = —sen U — 

dx dx 


C.5 Integrais indefinidas 


Se U = U(x), V = V(x), a = constante, 
a dx = ax + C 


UdV = UV - 


V dU (integração por partes) 


U" dU = 


U" 


n + 1 


C, n + 1 


dU 

— = ln U + C 
U 

u 


a u dU = — -F C, a > 0, a # 1 

ln a 


e ax dx = -e ax + C 
a 


xe ax dx — -^-(ax — 1) + C 


a 

ax 


x 2 e ax dx — — tÍ^x 2 — 2ax + 2) + C 


ln x dx = x ln x — x + C 


senax dx = —cos ax + C 
a 


cos ax dx = — senfljc + C 
a 


sen - ax dx = - 


x sen 2 ax 


4 a 


C 


cos“ ax dx — — 
2 


x sen 2 ax 


4a 


+ C 
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x sen ax dx 

x cos ax dx 
x 2 sen ax dx 
.V 2 cos ax dx 
e ‘ x sen bx dx 
e ax cos bx dx 

senax senfac dx 

sen t/x cos bx dx 

cos ax cos bx dx 
dx 


1 

= (sen ax — ax cos ax) + C 
a 

1 

= -x^(cos ax + ax senax) + C 
a 

= —x(2, ax senax + 2 cos ax — a 2 x 2 cos ax) + C 


1 


r(2ax cos ax — 2 senax + a 2 x 2 senax) + C 


„ -x(a senèx — b cos bx) + C 

a 2 + b 2 


a 2 + b 2 


(a cos bx + b sen bx) + C 


sen(a — b)x senta + b)x , , 

---- 2 -- + C, a 2 ¥= b 2 

2(a - b) 2(a + b) 

cos (a — b)x cos (a + b)x 


a 2 + x 2 
x 2 dx 
a 2 + x 2 


2(a - è) 2(a + Z?) 

sen(a — b)x sen(a + b)x 

2 (a - Z?) + 2(a + Z>) 

1 , x 

-tg '- + C 

<3 


+ C, a 2 * Zr 


C, a 2 + b 2 


x — a tg —F C 

a 


dx 


í 2 2\2 

+ X ) 


2a° Vx + a 2 o 


i , x \ 

+ C 


C.6 Integrais definidas 


Se m e n forem inteiros, 


senax dx = 0 


J o 

2tt 


J o 


cos ax dx = 0 


sen" ax dx = 


J o 


sen mx sen nx dx = 


cos 2 ax dx = 


cos mx cos nx dx = 0, m # n 


0, m + n = par 

sen mx cos nx dx = { 2m 

m + n = ímpar 

. m" — n 


o 

27T 


sen mx sen nx t/x = 


sen mx sen nx dx = 


f 

Ur, 


m n 
m = n 
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r CO 

J o 


sen ax 

- dx 

x 


77 

2’ 

a 

> 0 

0, 

a 

= 0 

77 

2’ 

a 

< 0 


C.7 


Regra de L/Hôpital 


Se/(0) = 0 = /?(0), então 


r m f(x) 

lim-= hm - 

- l - > o h(x ) h (x) 


onde o apóstrofo indica diferenciação. 











Apêndice D 


Respostas para os problemas ímpares 


Capítulo 1 

1.1 (a) -103,84 mC; (b) -198,65 mC; (c) -3,941 C; 

(d) -26,08 C. 

1.3 (a) 3í + 1 C, (b) t 2 + 5? mC; 

(c) 2 sen(10? + ir/6) + 1 /xC; 

(d) — e~ 30 '[0,16 cos 40? + 0,12 sen 40?] C. 

1.5 25 C 

{ 25 A, 0 < ? < 2 
-25 A, 2 < ? < 6 
25 A, 6 < ? < 8 

Ver diagrama na Figura D. 1. 



Figura D.1 Esquema para o Problema 1.7. 

1.9 (a) 10 C; (b) 22,5 C; (c) 30 C. 

1.11 3,888 kC, 5,832 kJ 

1.13 123,37 mW, 58,76 mj 

1.15 (a) 2,945 mC; (b) -720e~ 4 ' |iW; (c) -180 pJ. 

1.17 70 W 

1.19 6 A, —72 W, 18 W, 18 W, 36 W 
1.21 2,696 X 10 23 elétrons, 43.200 C 
1.23 US$ 1,35 
1.25 21,52 centavos 

1.27 (a) 43,2 kC; (b) 475,2 kJ; (c) 1,188 centavos. 
1.29 39,6 centavos 
1.31 US$42,05 
1.33 6 C 


1.35 2,333 MWh 

1.37 1,728 MJ 

1.39 24 centavos 

Capítulo 2 

2.1 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

2.3 184,3 mm 

2.5 n = 9, b = 15, / = 7 

2.7 6 ramos e 4 nós 

2.9 7 A, — 1 A, 5 A 

2.11 6 V, 3 V 

2.13 12 A, -10 A, 5 A, -2 A 

2.15 6 V, -4 A 

2.17 2 V, -22 V, 10 V 

2.19 -2 A, 12 W, -24 W, 20 W, 16 W 

2.21 4,167 V 

2.23 2 V, 21,33 W 

2.25 0,1 A, 2kV, 0,2 kW 

2.27 IA 

2.29 8,125 11 

2.31 56 A, 8 A, 48 A, 32 A, 16 A 
2.33 3 V, 6 A 

2.35 32 V, 800 mA 

2.37 2,5 11 

2.39 (a) 727,3 11; (b) 3 kU. 

2.41 1611 

2.43 (a) 12 11; (b) 16 a 
2.45 (a) 59,8 11; (b) 32,5 11. 

2.47 2411 

2.49 (a) 4 11; (b) R t = 18 a, R 2 = 6 íl, R 3 = 3 11 
2.51 (a) 9,231 a; (b) 36,25 a 
2.53 (a) 142,32 11; (b) 33,33 a. 

2.55 997,4 mA 

2.57 12,21 a 1,64 A 

2.59 5,432 W, 4,074 W, 3,259 W 


841 
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2.61 Usar as lâmpadas R e R } 

2.63 0,4 ft, = lW 

2.65 4 kíl 

2.67 (a) 4 V; (b) 2,857 V; (c) 28,57%; (d) 6,25%. 

2.69 (a) 1,278 V (com), 1,29 V (sem); 

(b) 9,30 V (com), 10 V (sem); 

(c) 25 V (com), 30,77 V (sem). 

2.71 10 íl 

2.73 45 íl 

2.75 2Í1 

2-77 (a) Quatro resistores de 20 íl em paralelo. 

(b) Um resistor de 300 íl em série com um resistor de 
1,8 12 e uma associação em paralelo de dois resistores 
de 20 Í1 

(c) Dois resistores de 24 kíl em paralelo conectados em 
série com dois resistores de 56 kíl em paralelo. 

(d) Uma associação em série de resistores de 20 íl, 300 íl 
e 24 kíl e uma associação em paralelo de dois resisto¬ 
res de 56 kíl. 

2.79 75 íl 

2.81 38 kíl, 3,333 kíl 

2.83 3 kíl, 00 íl (melhor resposta) 


Capítulo 3 

3.1 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

3.3 —6 A, —3 A, —2 A, 1 A, —60 V 

3.5 20 V 

3.7 5,714 V 

3.9 79,34 mA 

3.11 3 V, 293,9 W, 750 mW, 121,5 W 
3.13 40 V, 40 V 

3.15 29,45 A, 144,6 W, 129,6 W, 12 W 
3.17 1,73 A 

3.19 10 V, 4,933 V, 12,267 V 
3.21 IV, 3 V 
3.23 22,34 V 

3.25 25,52 V, 22,05 V, 14,842 V, 15,055 V 
3.27 625 mV, 375 mV, 1,625 V 
3.29 -0,7708 V, 1,209 V, 2,309 V, 0,7076 V 
3.31 4,97 V, 4,85 V,-0,12 V 

3.33 Tanto (a) quanto (b) são planares e podem ser redesenha¬ 
dos, como mostra a Figura D.2. 

-m- 

5 Q 

3Q 1 £2 

-VvW-1-AAM- 


-0 

(a) 




3.35 

3.37 

3.39 

3.41 

3.43 

3.45 

3.47 

3.49 

3.51 

3.53 

3.55 

3.57 

3.59 

3.61 

3.53 

3.65 

3.67 

3.69 

3.71 


3.73 


3.75 

3.77 

3.79 

3.81 

3.83 


20 V. 

12 V 

Este é um problema de projeto com várias respostas. 
1,188 A 

1,7778 A, 53,33 V 
8,561 A 

10 V, 4,933 V, 12,267 V 
57 V, 18 A 
20 V 

1,6196 mA, -1,0202 mA, -2,461 mA, 3 mA, 

-2,423 mA 

-1 A, 0A, 2A 

6 kíl, 60 V, 30 V 

-4,48 A, -1,0752 kvolts 

-0,3 

-4 V, 2,105 A 

2,17 A, 1,9912 A, 1,8119 A, 2,094 A, 2,249 A 
-30 V 


1,75 

-0,25 

-1 

>r 


'20" 

-0,25 

1 

-0,25 

V 2 

= 

5 

-1 

-0,25 

1,25 _ 

_V 3 _ 


_ 5 _ 


6,255 A, 1,9599 A, 3,694 A 


1 

U) 

1 

O 


h 


' 6 ' 

-3 8 0 0 


h 


4 

-4 0 6 -1 


h 


2 

_ 0 0 -1 2 _ 


-U- 


_ —3 _ 


-3 A, 0 A, 3 A 
3,111 V, 1,4444 V 

—10,556 volts, 20,56 volts, 1,3889 volts, —43,75 volts 
26,67 V, 6,667 V, 173,33 V, -46,67 V 
Ver Figura D.3; -12,5 V 


1 20 Q 2 


70 Q 3 


20 V 



30 Q 


Figura D.3 Esquema para o Problema 3.83. 
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3.85 9Í1 
3.87 -8 

3.89 22,5 fiA, 12,75 V 

3.91 0,6105 fiA, 8,34 V, 49,08 mV 

3.93 1,333 A, 1,333 A, 2,6667 A 

Capítulo 4 

4.1 600 mA, 250 V 

4.3 (a) 0,5 V, 0,5 A; (b) 5 V, 5 A; (c) 5 V, 500 mA 

4.5 4,5 V 

4.7 888,9 mV 

4.9 2 A 

4.11 17,99 V, 1,799 A 
4.13 8,696 V 
4.15 1,875 A, 10,55 W 
4.17 -8,571 V 
4.19 -26,67 V 

4.21 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

4.23 1A.8W 

4.25 -6,6 V 

4.27 -48 V 

4.29 3 V 

4.31 3,652 V 

4.33 40 V, 20 fl, 1,6 A 

4.35 -125 mV 

4.37 10 fi, 666,7 mA 

4.39 20 íl, -49,2 V 

4.41 4fl, -8 V, -2 A 

4.43 10 a, 0V 

4.45 3 íl, 2 A 

4.47 1,1905 V, 476,2 mil, 2,5 A 

4.49 28 O, 3,286 A 

4.51 (a) 2 a 7 A; (b) 1,5 íl, 12,667 A. 

4.53 3 íl, 1 A 

4.55 100 kíl, —20 mA 

4.57 10 íl, 166,67 V, 16,667 A 

4.59 22,5 a 40 V, 1J778A 

4.61 1,2 a 9,6 V, 8 A 

4.63 —3,333 íl, 0 A 

4.65 Vo = 24-5/ 0 

4.67 25 a 7,84 W 

4.69 oo (teoricamente) 

4.71 8 kíl, 1,152 W 

4.73 20,77 W 

4.75 1 kíl, 3 mW 

4.77 (a) 3,8 íl, 4 V; (b) 3,2 íl, 15 V. 

4.79 10 a 167 V 


4.81 3,3 íl, 10 V (Observação: valores obtidos graficamente) 
4.83 8 íl, 12 V 

4.85 (a) 24 V, 30 kíl; (b) 9,6 V. 

4.87 (a) 10 mA, 8 kíl; (b) 9,926 mA. 

4.89 (a) 99,99 /uA; (b) 99,99 /jlA. 

4.91 (a) 100 íl, 20 íl; (b) 100 íl, 200 a 


R. + (1 + P)R„ 
4.95 5,333 V, 66,67 kíl 
4.97 2,4 kíl, 4,8 V 


Capítulo 5 

5.1 (a) 1,5 Mil; (b) 60 íl; (c) 98,06 dB. 

5.3 10 V 

5.5 0,999990 

5.7 —100 nV, —10 mV 

5.9 2 V, 2 V 

5.11 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
5.13 2,7 V, 288 /jlA 

( flifl 3 \ 

5.15 (a) - + fl 3 + -y^j; (b) -92 kíl. 

5.17 (a) -2,4; (b) -16; (c) -400. 

5.19 -562,5/rA 
5.21 —4 V 


5.25 2,312 V 
5.27 2,7 V 


5.31 727,2 fjiA 

5.33 12 mW, —2 mA 

5.35 Se fl, = 60 k, R f = 390 k. 

5.37 1,5 V 

5.39 3 V 

5.41 Ver Figura D.4. 


40 kíl 



Figura D.4 Esquema para o Problema 5.41. 


5.43 20 k. 

5.45 Ver Figura D.5, onde fl < 100 kíl. 
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R 



Figura D.5 Esquema para o Problema 5.45. 
5.47 14,09 V 

5.49 R l= R 3 = 20 kíi, R 2 = R 4 = 80 kfí 
5.51 Ver Figura D.6; 


R 



Figura D.6 Esquema para o Problema 5.51. 


(c) Isso corresponde a [111111], 

\v„\ = 1 + (1/2) + (1/4) + (1/8) + (1/16) 
+ (1/32) 

= 63/32 = 1,96875 V 


5.85 

160 kíl 

5.87 

(-1 


v 2 


* - 

lR 3 


R 2 Ra 


t?t 


* 1 * 3 /J 
Seja R 4 = R l e R 3 = R 2 , 

í M 

então v 0 = I 1 + — J(v 2 - t>i) 

Ra 


um subtrator com ganho I 1 + 

V R- 

5.89 Um somadorcom Vq = —tq — (5/3)u2 on de v 2 = 6V 
(a bateria de 6 V) e um amplificador inversor com 
= —12 v s . 

5.91 9 

1 

5.93 A = 


ei +1 ) r l - *i<^)(*4 + 


5.53 Prova 

5.55 7,956,7,956,1,989 
5.57 6ü s i - 6v s2 

5.59 -12 
5.61 2,4 V 

g R2R4/R1R5 ~ R4/R6 
1 — R2R4/R3R5 
5.65 —21,6 mV 
5.67 2 V 
5.69 -25,71 mV 
5.71 7,5 V 
5.73 10,8 V 
5.75 -2, 200/xA 
5.77 —6,686 mV 
5.79 -4,992 V 
5.81 343,4 mV, 24,51 /xA 

5.83 O resultado depende de seu projeto. Portanto, façamos 
R a = lOkohms, R l = lOkohms, 

R 2 = 20 k ohms, R 3 = 40 k ohms, 

R 4 = 80 k ohms, R s = 160 k ohms, 

R 6 = 320 k ohms, então, 

-v 0 = (R f /Ri)Vi + - + (Rf/R 6 )v 6 

= Vi + 0,5 v 2 + 0,25v 3 + 0,125u 4 
+ 0,0625u 5 + 0,03125u s 

(a) |u 0 | = 1,1875 = 1 + 0,125 + 0,0625 = 

1 + (1/8) + (1/16), que implica, 

[iq v 2 v 3 v 4 v 5 v 6 ] = [100.110] 

(b) \v 0 \ = 0 + (1/2) + (1/4) + 0 + (1/16) + 

(1/32) = (27/32) = 843,75 mV 


Capítulo 6 

6.1 15(1 - 3í)e~ 3 ' A, 30í(l - 3f)e~ s 'W 


6.3 


6.5 


6.7 


6.9 


6.11 

6.13 

6.15 

6.17 

6.19 

6.21 

6.23 

6.25 


Este é um problema de projeto com várias respostas. 

{ 20 mA, 0 < t < 2 ms 
— 20 mA, 2 < t < 6 ms 
20 mA, 6 < t < 8 ms 

[0,lí 2 + 10] V 

13,624 V, 70,66 W 

{ 10 + 3,75r V, 0 < t < 2s 
22,5 - 2,5? V, 2 < ? < 4s 
12,5 V, 4 < ? < 6s 
2,5 1 - 2,5 V, 6 < f < 8s 

iq = 42 V, v 2 = 48 V 

(a) 125 mJ, 375 mj; (b) 70,31 mj, 23,44 mj. 

(a) 3 F; (b) 8 F; (c) 1 F. 

10 /jF 
2,5 fiF 

Este é um problema de projeto com várias respostas, 
(a) Para os capacitares em série, 


Qi — Q 2 —■*■ Citq — C 2 V 2 - 


v 1= C 2 
V2 Cj 


C 2 Ci + C 2 

v s = v-i + v 2 = —v 2 + v 2 = —-- v 2 

C-1 C. 1 


■ v 2 — 


Ci + C 2 
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De forma semelhante, tq = 


C, + C; 


V s 


(b) Para os capacitares em paralelo, 

Qi Õ2 


v t =v 2 = 


C, C 2 


Ci Ci + c 2 

a = Gi + Ga = 7^02 + Ô2 = —-& 

c 2 c 2 


Ô2 

Qi 


*2 — 

6.27 1 fiF, 16 /xF 
6.29 (a) 1,6 C, (b) 1 C 



C 2 



C, 

+ 

C 2 



C, 

r Qs 


C, 

+ 


dQ 


C, 

dt 


■> ii 

C\ + 


C 2 



Cl 

+ 

c 2 is 



6.31 v(f) = ■ 


l,5r 2 kV, 

[3 t - 1,5] kV, 


0 < t < ls 
1 < t < 3s; 


[0,75f- - 7,5 1 + 23,25] kV, 3 < t < 5s 


18r mA, 

1 , = •; 18 mA, 

[9 1 - 45] mA, 


0 < t < ls 
1 < t < 3s; 
3 < t < 5s 


12r mA, 0 < t < ls 
í 2 = 12 mA, 1 < t < 3s 

[ 6 1 - 30] mA, 3 < t < 5s 

6.33 15 V, 10 F 
6.35 6,4 mH 

6.37 4,8 cos lOOíV, 96 mJ 
6.39 (5í 3 + 5 1 2 + 20r + 1) A 
6.41 5,977 A, 35,72 J 

6.43 144/xJ 


6.45 i(t) 


[1 


250r A, 0 < í < ls 

t + 0,25r] kA, 1 < t < 2s 


6.47 5 Í1 
6.49 3,75 mH 
6.51 7,778 mH 
6.53 20 mH 

6.55 (a) 1,4 L; (b) 500 mL. 
6.57 6,625 H 
6.59 Prova 


6.61 (a) 6,667 mH, e 1 mA, 2e ' mA; 
(b) —20e~'/xV (c) 1,3534 nJ. 

6.63 Ver Figura D.7. 

v„ (f) (V) 


4 - 
2 - 
0 


-2 - 
-4- 
- 6 - 


t( s) 


Figura D.7 Esquema para o Problema 6.63. 


6.65 (a) 40 J; 40 J; (b) 80 J; (c)5 X 10~ 5 (e~ 2OOr - 1) + 4A, 
1,25 X 10~ 5 (e~ 2OOí - 1) - 2 A; 


(d) 6,25 X 10 _5 (e _ 
6.67 100 cos(50f) mV 
6.69 Ver Figura D.8. 

V (0 (V) 


- 1) + 2 A. 



Figura D.8 Esquema para o Problema 6.69. 

6.71 Combinando um somador e um integrador, obtemos o cir¬ 
cuito mostado na Figura D.9. 



Figura D.9 Esquema para o Problema 6.71. 


1 f , 1 

v„ = - v, dt - 

tfiC J R 2 C 


v 2 dt - — | v 2 dt 


Para o problema dado, C = 2/xF : = 500 kíl, 

R 2 = 125 kíl, R 3 = 50 kíl. 






























• 846 Apêndice D • Respostas para os problemas ímpares 


6.73 Considere o AOP, conforme mostra a Figura D.10. 


R 



Figura D.10 Esquema para o Problema 6.73. 


Seja v a = v h = u. No nó a, 
0 - V V ~ V 0 


R 


R 


■» 2v - v 0 = 0 ( 1 ) 


AT ,, Vi- V V - Vo dv 

No no b, -=-h C — 

R R dt 


Vj = 2v — v a + RC 


. dv 
dt 


( 2 ) 


V;dt 


Combinando as Equações (1) e (2), 

RC dv 0 

v i = v o ~ v„ + — — ou v„ = rc 

demonstrando que o circuito é um integrador não inversor. 

6.75 -30 mV 
6.77 VerFiguraD.il. 



Figura D.11 Esquema para o Problema 6.77. 


6.79 Ver Figura D.12. 



Figura D.12 Esquema para o Problema 6.79. 


6.81 Ver Figura D. 13. 



Figura D.13 Esquema para o Problema 6.81. 


6.83 Oito grupos em paralelo com cada grupo formado por dois 
capacitores em série. 

6.85 Indutor de 1,25 mH. 

Capítulo 7 

7.1 (a) 0,7143 /rF; (b) 5 ms; (c) 3,466 ms. 

7.3 3,222 /rs 

7.5 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

7.7 12e~'volts para 0 < t < 1 sec, 

4,415e _2(í_1) volts para 1 sec < / < o° 

7.9 4<V' /12 V 

7.11 l,2e~ 3 'A 

7.13 (a) 16 kfí, 16 H, 1 ms; (b) 126,42 pj 
7.15 (a) 10 íl, 500 ms; (b) 40 íl, 250 /rs. 

7.17 —6e~ ls, w(í) V 
7.19 6e~ 5, u(t) A 
7.21 13,333 íl 

7.23 10e~ 4 ' V, t > 0, 2,5e~ 4 ' V, t > 0 

7.25 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

7.27 [5 u(t + 1) + IOm(í) - 25 u(t - 1) + 15w(í-2)] V 
7.29 (c) z(í) = cos4?S(f — 1) = cos4S(í — 1) = 

—0,6536S(/ — 1), que é ilustrado a seguir. 



(a) 



C b ) 
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z(í) 


_ 1 

0 

-0,653 S(f-l) 


(c) 

Figura D.14 Esquema para o Problema 7.29. 


7.31 

7.33 

7.35 

7.37 

7.39 

7.41 

7.43 

7.45 

7.47 

7.49 

7.51 


(a) 112 X 10 , (b) 7. 

1,5 u(t - 2) A 

(a) —e^ 2 'u(t) V; (b) 2 e h5 'u(t) A. 

(a) 4 s; (b) 10 V; (c) (10 - 8í>~ f/4 ) u ( t ) V. 

(a) 4 V, t < 0, 20 - 16é>~ r/s , t > 0; 

(b) 4 V, t < 0, 12 - 8e~' /6 V, t > 0. 

Este é um problema de projeto com várias respostas. 
0,8 A, 0,8e~' /48O M (r) A 
[20 - 15e -14,286 '] u(t) V 
24(1 - e“')V, 0 < t < 1 

30 - 14,83e~ ( '~ 1) V, í>l 
í 8(1 — e~" 5 ) V, 0 < t < 1 

\l,45e _<í_1)/5 V, t> 1 
di 


V s . = /?( + L- 


dt 


di 

ou L — = 
dt 

di 


-R[ i 


Vs 

R 


-R 


-dt 


i - V s /R L 
Integrando os dois lados, 


ln i — 


m 


-R 


J l ~ Vs/R ) = ^ 

V/o - Vs/RJ T 

i - Vs/R _, /T 

ou-— = e ' 

Io ~ Vs/R 

V * 


*(í) - + /o _ 


que equivale à Equação (7.60). 


7.53 (a) 5 A, 5é>~' /2 w(r) A; (b) 6 A, 6 e~ 2t/ \(t) A. 

7.55 96 V, 96e~ 4 'u(t) V 

7.57 2,4e _2, M(r) A, 600e _5 'M(f)mA 

7.59 6e~ 4r u(t) volts 

7.61 20e^'u(t) V, (10 - 5e~ 8 ')«(í) A 

7.63 2e~ &, u{t) A,—Se^ Sr u(t) V 


f 2(1 - e _2f ) A 0 < í < 1 
ll,729e _2( ' _1) A f>l 


7.67 5e~ loo,/3 ií(0 V 
7.69 48(é> _ ' /3 000 - 1) u(f) V 
7.71 6(1 - E 5 j«(í)V 
7.73 —6 e- 5, u{t)\ 

7.75 (6 — 3e~ 50 ')w(í) V,—0,2 mA 
7.77 Ver Figura D. 15. 



Figura D.15 Esquema para o Problema 7.77. 


7.79 (—0,5 + 4,5e -80í/3 )«(í) A 
7.81 Ver Figura D. 16. 



□ -I (Ll) 

Tempo 

Figura D.16 Esquema para o Problema 7.81. 

7.83 6,278 m/s 

7.85 (a) 659,7 /as; (b) 16,636 s. 

7.87 441 mA 
7.89 L < 200 mH 
7.91 1,271 Cl 

Capítulo 8 

8.1 (a) 2 A, 12 V; (b) -4 A/s, -5 V/s; (c) 0 A, 0 V 

8.3 (a) 0 A, -10 V, 0 V; (b) 0 A/s, 8 V/s, 8 V/s; 
(c) 400 mA, 6 V, 16 V. 

8.5 (a) 0 A, 0 V; (b) 4 A/s, 0 V/s; (c) 2,4 A, 9,6 V 

8.7 Amortecimento supercrítico 
























• 848 Apêndice D • Respostas para os problemas ímpares 


8.9 [(10 + 50f)c -5 '] A 

8.11 [(10 + 10í)í? '] V 
8.13 120 

8.15 750 íl, 200 /jlF, 25 H 
8.17 [21,55e -2,679 ' — l,55e -37 ' 32 '] V 
8.19 24 sen(0,5í) V 
8.21 18e"'-2e" 9, V 

8.23 40 mF 


8.25 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
8.27 [3 — 3(cos(2í) + sen(2í))e -2 '] volts 

8.29 (a) 3 — 3 cos 2 t + sen 2t V; 

(b) 2 - 4c - ' + e -4 ' A; 

(c) 3 + (2 + 3í)e - 'V; 

(d) 2 + 2 cos 2fe - ' A. 

8.31 80 V, 40 V 

8.33 [20 + 0,2052e -4 ’ 95 ' - 10,205e -0 ’ 05 '] V 

8.35 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

8.37 7,5c -4 'A 

8.39 (-6 + [0,021e -47,83 ' - 6,02e“°’ 167 ']) V 
8.41 727,5 sen(4,583f)e“ 2 'mA 
8.43 8 íl, 2,075 mF 

8.45 [4 - [3 cos(l,3229í) 

+ 1,1339 sen(l,3229?)]e - '^ 2 ] A, 

[4,536 sen(l,3229r)c - '^ 2 ] V 

8.47 (200fc -10 ')V 

8.49 [3 + (3 + 6 t)e~ 2t ] A 


8.51 


io 


sen(ai o 0 


V onde ío 0 = 1/VÍC 


0) o C 

8.53 C d 2 i/dt 2 ) + 0,125 (di/dt) + 4001 = 600 
8.55 7,448 - 3,448c -7 ’ 25 ' V, t > 0 
8.57 (a) s 2 + 20í + 36 = 0; 

' A, 6e - ^' + 10c - 


3 2t 5 

( b ) — 4C 2 — 4C 


8.59 —32fe - ' V 


9,6 - 16e -2 ' + 6,4e -5 ' V 


8.63 


d\t) 

dt 2 


v s 

RCL 


8.65 


dt 1 


Observação: o circuito é instável. 
8.67 —te~‘u(i) V 
8.69 Ver Figura D. 17. 



0 a -- 

Os 5 s 10 s 15 s 20 s 

□ I(L1) 


Figura D.17 Equema para o Problema 8.69. 


8.71 Ver Figura D. 18. 



Figura D.18 Esquema para o Problema 8.71. 


8.73 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
8.75 Ver Figura D. 19. 


0,1 Q 


12 A I 


-WA- 



L 2F 

0,5 H 


nmn 

G 

D í 

> 0,25 Q 


24 A 


Figura D.19 Esquema para o Problema 8.75. 


8.77 Ver Figura D. 20. 



Figura D.20 Esquema para o Problema 8.77. 


8.79 434 /xF 

8.81 2,533 /rH, 625 /xF 


8.83 


d 2 v R dv 
dt 2 L dt 


R 1 r/ i d 

- i n "b- 

LC C dt 


Vs 

LC 

























Apêndice D • Respostas para os problemas ímpares 849 • 


Capítulo 9 

9.1 (a) 50 V; (b) 209,4 ms; (c) 4,775 Hz; 

(d) 44,48 V, 0,3 rad. 

9.3 (a) 10 cos(ta/ - 60°); (b) 9 cos(8í + 90°); 

(c) 20 cos(ta/ + 135°). 

9.5 30°, V\ lags v 2 

9.7 Prova 

9.9 (a) 50,88 /-15,52° ; (b) 60,02 /-110,96° . 

9.11 (a) 21 /—15° V ; (b) 8 /160° mA; 


9.73 0,3796 + 71,4611 

9.75 Pode ser realizado por meio do circuito RL mostrado na 
Figura D.21. 


o- 

+ 

Y 


10 Q. 

-VWv- 

y 10 Q 


10 Q 

-WA- 

710 Q 


y a 


o 


Figura D.21 Esquema para o Problema 9.75. 


(c) 120 /-140° V; (d) 60 /-170° mA. 

9.13 (a) -1,2749 + 70,1520; (b) -2,083; (c) 35 + 714. 
9.15 (a) -6 — 711; (b) 120,99 + 74,415; (c) -1. 

9.17 15,62 cos(50/ - 9,8°) V 
9.19 (a) 3,32 cos(20/+ 114,49°); 

(b) 64,78 cos(50/ - 70,89°); 

(c) 9,44 cos(400/ - 44,7°). 

9.21 (a) /(/) = 8,324 cos(30/ + 34,86°); 

(b) g(t) = 5,565 cos(/ - 62,49°); 

(c) h(t ) = 1,2748 cos(40/ - 168,69°). 

9.23 (a) 320,1 cos(20/- 80,11°) A; 

(b) 36,05 cos(5/ + 93,69°) A. 

9.25 (a) 0,8 cos(2/ - 98,13°) A; 

(b) 0,745 cos(5/ - 4,56°) A. 

9.27 0,289 cos(377z - 92,45°) V 
9.29 2sen(10 6 /- 65°) 

9.31 78,3 cos(2/ + 51,21°) mA 
9.33 69,82 V 

9.35 4,789 cos(200/ - 16,7°) A 
9.37 (250 - 725) mS 
9.39 9,135 + 727,47 Cl, 

414.5 cos(10/ - 71,6°) mA 
9.41 6,325 cos(/ - 18,43°) V 

9.43 499,7 /-28,85° mA 

9.45 -5 A 

9.47 460,7 cos(2.000/ + 52,63°) mA 

9.49 1,4142 sen(200/ - 45°) V 

9.51 25cos(2/- 53,13°) A 

9.53 8,873/ —21,67° A 

9.55 (2,798 -716,403)11 

9.57 0,3171 - 70,1463 S 

9.59 2,707 + 72,509 

9.61 1 + 70,5 11 

9.63 34,69 - 76,93 11 

9.65 17,35 /0,9° A, 6,83 +71,09411 

9.67 (a) 14,8 /—20,22° mS; (b) 19,704 /74,56° mS. 

9.69 1,661 + 70,6647 S 
9.71 1,058 - 72,235 11 


9.77 (a) 51,49° atrasada; (b) 1,5915 MHz. 

9.79 (a) 140,2°; (b) adiantada; (c) 18,43 V. 

9.81 1,8 kíl, 0,1 /xF 

9.83 104,17 mH 

9.85 Prova 

9.87 38,21 /— 8,97° 11 

9.89 25 /xF 

9.91 235 pF 

9.93 3,592 /—38,66° A 

Capítulo 10 

10.1 1,9704 cos(10/ + 5,65°) A 

10.3 3,835 cos(4/ - 35,02°) V 

10.5 12,398 cos(4 X 10 3 / + 4,06°) mA 

10.7 124,08 /-154° V 

10.9 6,154 cos(10 3 / + 70,26°) V 

10.11 199,5 /86,89° mA 

10.13 29,36 /62,88° A 

10.15 7,906 /43,49° A 

10.17 9,25 /-162,12° A 

10.19 7,682 /50,19° V 

7 [L 7 [l 

10.21 (a) 1, 0, (b) 0, 1, —./ — 

R V C R V C 

(1 - w 2 LC)V s 

10.23 -^=- 

1 - co 2 LC + jtoRC{2 - ü) 2 LO 

10.25 1,4142 cos(2/ + 45°) A 

10.27 4,698 /95,24° A, 0,9928 /37,71° A 

10.29 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

10.31 2,179 /61,44° A 

10.33 7,906 /43,49° A 

10.35 1,971 /—2,1° A 

10.37 2,38 /—96,37° A, 2,38 /143,63° A, 2,38 /23,63° A 
10.39 381,4 /109,6° mA, 344,3 /124,4° mA, 

145,5 /-60,42° mA, 100,5 /48,5° mA 

10.41 [4,243 cos(2/ + 45°) + 3,578 sen (4/ + 25,56°)] V 
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10.43 9,902 cos(2 1 - 129,17°) A 
10.45 791,1 cos(10í + 21,47°) 

+ 299,5 sen(4f + 176,6°) mA 
10.47 [4 + 0,504 sen(í + 19,1°) 

+ 0,3352 cos(3f - 76,43°)] A 
10.49 [4,472 sen(200r + 56,56°)] A 
10.51 109,3/30° mA 
10.53 (3,529 - y'5,883) V 
10.55 (a) 7L n = Z Th = 22,63 /-63,43° O, 

V Th = 50 /-150° V, Ijy = 2,236 /-86,6° A; 

(b) Z N = Z Th = 10 /26° íl, 

V Th = 33,92/58° V. I N = 3,392/32° A. 

10.57 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

10.59 -6 + y'38 íl 

10.61 -24 + y'12 V, 8 + y'6 íl 

10.63 1 kíl, 5,657 cos(200? + 75°) A 

10.65 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

10.67 4,945/—69,76° V, 0,4378/-75,24° A, 

11,243 +j 1,079 íl 
10.69 — jwRC, — V„, cosíuf 
10.71 48 cos(2f + 29,53°) V 
10.73 21,21 /— 45° kíl 
10.75 0,12499 /180° 

Ri Ri H" jcoCiRi^ 

10.77 ---—--- 

(1 + jüjR\C\)(Ri, + Jft»C2/?2^3) 

10.79 3,578 cosd.OOOr + 26,56°) V 

10.81 11,27 /128,1° V 

10.83 6,611 cos(1.000r - 159,2°) V 

10.85 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

10.87 15,91 /169,6° V, 5,172 /-138,6° V, 2,27 /-152,4° V 

10.89 Prova 

10.91 (a) 180 kHz; 

(b) 40 kíl. 

10.93 Prova 
10.95 Prova 

Capítulo 11 

(Considere que todos os valores de corrente e tensão sejam RMS 
a menos quando especificado o contrário.) 

11.1 [1,320 + 2,640cos(100í + 60°)] kW, 1,320 kW 

11.3 213,4 W 

11.5 P m = 1,4159 W, P 2n = 5,097 W, 

P 3 H — Po, 25 F — 0 W 
11.7 160 W 

11.9 22,42 mW 

11.11 3,472 W 
11.13 28,36 W 
11.15 90 W 


11.17 20 íl, 31,25 W 
11.19 258,5 W 
11.21 19,58 íl 

11.23 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

11.25 3,266 

11.27 2,887 A 

11.29 17,321 A, 3,6 kW 

11.31 2,944 V 

11.33 3,332 A 

11.35 21,6 V 

11.37 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
11.39 (a) 0,7592, 6,643 kW, 5,695 kVAR; 

(b) 312 /xF. 

11.41 (a) 0,5547 (adiantada); (b) 0,9304 (atrasada). 

11.43 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
11.45 (a) 46,9 V, 1,061 A; (b) 20 W. 

11.47 (a) 5 = 112 + yl94 VA, 

potência média = 112 W, 
potência reativa = 194 VAR; 

(b) S = 226,3 - j 226,3 VA, 
potência média = 226,3 W, 
potência reativa = —226,3 VAR; 

(c) S = 110,85 + j 64 VA, potência média = 

110,85 W, potência reativa = 64 VAR; 

(d) S = 7,071 + y'7,071 kVA, potência média = 
7,071 kW, potência reativa = 7,071 kVAR. 

11.49 (a) 4 + y 2,373 kVA; 

(b) 1,6 - yl,2 kVA; 

(c) 0,4624 + yl,2705 kVA; 

(d) 110,77 +j 166,16 VA. 

11.51 (a) 0,9956 (atrasada); 

(b) 31,12 W; 

(c) 2,932 VAR; 

(d) 31,26 VA; 

(e) [31,12 + y'2,932] VA. 

11.53 (a) 47 /29,8° A; (b) 1,0 (atrasada). 

11.55 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

11.57 (50,45 — y'33,64) VA 

11.59 y'339,3 VAR, -yl,4146 kVAR 

11.61 66,2 /92,4° A, 6,62 /-2,4° kVA 

11.63 221,6 /—28,13° A 

11.65 80 /xW 

11.67 (a) 18 /36,86° mVA; (b) 2,904 mW. 

11.69 (a) 0,6402 (atrasada); 

(b) 590,2 W; 

(c) 130,4 /u,F. 

11.71 (a) 50,14+yl,7509 mil; 

(b) 0,9994 atrasada; 

(c) 2,392 /—2° kA. 

11.73 (a) 12,21 kVA; (b) 50,86 /—35° A; 

(c) 4,083 kVAR, 188,03 yrF; (d) 43,4 /-16,26° A. 
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11.75 (a) 1.835,9 - >114,68 VA; (b) 0,998 (adiantada); 

(c) não é necessária nenhuma correção. 

11.77 157,69 W 
11.79 50 mW 

11.81 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
11.83 (a) 688,1 W; (b) 840 VA; 

(c) 481,8 VAR; (d) 0,8191 (atrasada). 

11.85 (a) 20 A, 17,85 /163,26° A, 5,907 /-119,5° A; 

(b) 4.451 + >617 VA; (c) 0,9904 (atrasada). 

11.87 0,5333 

11.89 (a) 12kVA, 9,36 + >7,51 kVA; 

(b) 2,866 + >2,3 íl. 

11.91 0,8182 (atrasada), 1,398/xF 

11.93 (a) 7,328 kW, 1,196 kVAR; (b) 0,987. 

11.95 (a) 2,814 kHz; 

(b) 431,8 mW. 

11.97 547,3 W 

Capítulo 12 

(Considere que todos os valores de corrente e tensão sejam RMS 
a menos quando especificado o contrário.) 

12.1 (a) 231 /—30°, 231 /-150° , 231/90° V; 

(b) 231/30°, 231 /150° , 231 /—90° V. 

12.3 sequência abc, 440/— 110° V 

12.5 207,8 cos(w? + 62°) V, 207,8 cos(orf - 58°) V, 

207,8 cos (o)t -178°) V 

12.7 44 /53,13° A, 44 /-66,87° A, 44 /173,13° A 

12.9 4,8 /—36,87° A, 4,8 /-156,87° A, 4,8 /83,13° A 

12.11 207,8 V, 199,69 A 
12.13 20,43 A, 3,744 kW 
12.15 13,66 A 

12.17 2,887/5° A, 2,887 /—115° A, 2,887 /125° A 
12.19 5,47 /-18,43° A, 5,47 /-138,43° A, 5,47 /101,57 
9,474 /—48,43° A, 9,474 /-168,43° A, 

9,474 /71,57° A 

12.21 17,96 /—98,66° A, 31,1 /171,34 o A 

12.23 (a) 13,995 A; 

(b) 2,448 kW. 

12.25 17,742/4,78° A, 17,742/-115,22°A, 

17,742 /124,78° A 

12.27 91,79 V 

12.29 [5,197+>4,586] kVA 

12.31 (a) 6,144 + >4,60811; 

(b) 18,04 A; (c) 207,2 i*F. 

12.33 7,69 A, 360,3 V 
12.35 (a) 14,61 - >5,953 A; 

(b) [10,081 + >4,108] kVA; 

(c) 0,9261. 


12.37 55,51 A, 1,298 ->1,73111 

12.39 431,1 W 

12.41 9,021 A 

12.43 4,373 - >1,145 kVA 

12.45 2,109 /24,83° kV 

12.47 39,19 A (RMS), 0,9982 (atrasada) 

12.49 (a) 5,808 kW; (b) 1,9356 kW. 

12.51 (a) 19,2 - >14,4 A, -42,76 + >27,09 A, 

-12 - >20,78 A; 

(b) 31,2 + >6,38 A, -61,96 +>41,48 A, 

30,76 - >47,86 A. 

12.53 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
12.55 9,6 /-90° A, 6/120° A, 8/-150° A, 

3,103 + >3,264 kVA 

12.57 4 = 1,9585 /—18.1° A, I h = 1,4656 /-130,55° A, 

4 = 1,94 7/117,8° A 

12.59 220,6 /-34,56° , 214,1 /-81,49° , 49,91 /-50,59° V, 
supondo que N esteja aterrado. 

12.61 11.15/37° A, 230,8 /—133,4° V, 
supondo que N esteja aterrado. 

12.63 18,67 /158,9° A, 12,38 /144,1° A 

12.65 11,02/12° A, 11,02 / —108° A, 11,02 /132° A 

12.67 (a) 97,67 kW, 88,67 kW, 82,67 kW; 

(b) 108,97 A. 

12.69 I fl = 94,32 / 62,05° A, í h = 94,32 /l77,95° A, 

4 = 94,32 /57,95° A, 28,8 + >18,03 kVA 

12.71 (a) 2.590 W, 4.808 W; 

(b) 8.335 VA. 

12.73 2.360 W, -632,8 W 
12.75 (a) 20 mA; 

(b) 200 mA. 

12.77 320 W 

12.79 17,15 /—19,65° , 17,15 /-139,65° , 17,15 /l00,35° A, 
223 /2,97° , 223 /-117,03° , 223 /l22,97° V 

12.81 516 V 
12.83 183,42 A 
12.85 Z r = 2,133 íl 

12.87 1,448 /-176,6° A, 1.252 + >711,6 VA, 

1.085 + >721,2 VA 

Capítulo 13 

(Considere que todos os valores de corrente e tensão sejam RMS 
a menos quando especificado o contrário.) 

13.1 20 H 

13.3 300 mH, 100 mH, 50 mH, 0,2887 

13.5 (a) 247,4 mH; (b) 48,62 mH. 

13.7 1,081 /144,16° V 

13.9 2,074 /21,12° V 
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13.11 461,9 cos(600? - 80,26°) mA 

13.13 [4,308 + y'4,538] fí 

13.15 [1,0014 + ;19,498] 0,1,1452 /6,37° mA 

13.17 [25,07 + y'25,86] íí 

13.19 Ver Figura D.22. 

y'65 Ü. j55 £2 

O -HJTP--HíTÍ^-O 

= = -J25Q 

o-O 

Figura D.22 Esquema para o Problema 13.19. 


13.75 (a) 0,11547; (b) 76,98 A, 15,395 A. 

13.77 (a) um transformador monofásico, 1: n, n = 1/110; 
(b) 7,576 mA. 

13.79 1,306 /—68,01° A, 406,8 /-77,86° mA, 

1,336 /—54,92° A 

13.81 104,5 /13,96° mA, 29,54 /-143,8° mA, 
208,8 /24,4° mA 

13.83 1,08 /33,91° A, 15,14 /-34,21° V 
13.85 100 espiras 
13.87 0,5 

13.89 0,5, 41,67 A, 83,33 A 
13.91 (a) 1.875 kVA; (b) 7.812 A. 

13.93 (a) Ver Figura D.23a; (b) ver Figura D.23 b. 


13.21 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
13.23 3,081 cos(10? + 40,74°) A, 

2,367 cos(10r - 99,46°) A, 10,094 J 
13.25 2,2 sen (2? - 4,88°) A, 1,5085 /17,9° fí 
13.27 11,608 W 
13.29 0,984, 130,5 mJ 

13.31 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

13.33 12,769 + jl, 154 fí 

13.35 1,4754 /—21,41° A, 77,5 /-134,85° mA, 

77 /-110,41° mA 

13.37 (a) 5; (b) 104,17 A; (c) 20,83 A. 

13.39 15,7 /20,31° A, 78,5 /20,31° A 
13.41 500 mA, -1,5 A 
13.43 4,186 V, 16,744 V 
13.45 36,71 mW 
13.47 2,656 cos(3? + 5,48°) V 
13.49 0,937 cos (2? + 51,34°) A 
13.51 [8 - 71,5] fí, 8,95 /10,62° A 
13.53 (a) 5; (b) 8 W. 

13.55 1,6669 fí 

13.57 (a) 25,9 /69,96° , 12,95 /69,96° A (RMS); 

(b) 21,06 /147,4° , 42,12 /147,4° ; 

42,12 /147,4° V(RMS); (c) 1554 /20,04° VA. 
13.59 24,69 W, 16,661 W, 3,087 W 
13.61 6 A, 0,36 A, -60 V 

13.63 3,795 /18,43° A, 1,8975 /18,43° A, 0,6325 /161,6° A 
13.65 11,05 W 

13.67 (a) 160 V; (b) 31,25 A; (c) 12,5 A. 

13.69 (1,2-;2)kfí, 5,333 W 
13.71 [1 + (NJN 2 )] 2 Z l 

13.73 (a) transformador triângulo-estrela trifásico; 

(b) 8,66 /156,87° A, 5 /~83,13° A; 

(c) 1,8 kW. 




(a) 




0 b ) 

Figura D.23 Esquema para o Problema 13.93. 
13.95 (a) 1/60; (b) 139 mA. 


Capítulo 14 


14.1 


jto/ íü 0 

-;—, co n 

1 +jü)/u 0 


1 

RC 


14.3 5s/(i 2 + 8.ç + 5) 

sRL 

14.5 (a)-; 

(R + R s )Ls + RR S 


(b) 


_ R _ 

LRCs 2 + /.v + R 
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14.7 (a) 1,005773; (b) 0,4898; (c) 1,718 X 10 5 . 

14.9 Ver Figura D.24. 




14.13 Ver Figura D. 26. 




Figura D.26 Esquema para o Problema 14.13. 


14.11 Ver Figura D. 25. 




14.15 Ver Figura D.27. 




Figura D.25 Esquema para o Problema 14.11. 


Figura D.27 Esquema para o Problema 14.15. 
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14.17 Ver Figura D. 28. 




Figura D.28 Esquema para o Problema 14.17. 

14.19 Ver Figura D. 29. 

14.21 Ver Figura D. 30. 



14.23 


lOOjcu 

(1 +»(!(.) +» 2 


(Deve-se notar que essa função também pode ter um si¬ 
nal negativo sem deixar de estar correta. O gráfico de 
amplitude não contém essa informação, podendo ser ob¬ 
tido apenas a partir do gráfico de fase.) 



Figura D.29 Esquema para o Problema 14.19. 
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14.25 2 kíl, 2 — >0,75 kíl, 2 - >0,3 kíl, 2 + >0,3 kíl, 
2 + >0,75 kíl 


14.27 

14.29 

14.31 

14.33 

14.35 

14.37 

14.39 

14.41 

14.43 


R = 1 íl, L = 0,1 H, C = 25 mF 

4,082 krad/s, 105,55 rad/s, 38,67 

50 mH, 200 mF, 0,5 rad/s 

50 krad/s, 5,95 X 10 6 rad/s, 6,05 X 10 6 rad/s. 

(a) 1,443 krad/s; (b) 3,33 rad/s; (c) 432,9. 

2 kíl, (1,4212 + >53,3) íl, (8,85 + >132,74) íl, 

(8,85 ->132,74) íl, (1,4212 - >53,3) íl 

4,841 krad/s 

Este é um problema de projeto com várias respostas. 

n & i 

V LC L 2 ' VLC 


14.45 

14.47 

14.49 

14.51 

14.53 

14.55 

14.57 

14.59 

14.61 


14.63 

14.65 

14.67 

14.69 

14.71 

14.73 

14.75 


447,2 rad/s, 1,067 rad/s, 419,1 
796 kHz 

Este é um problema de projeto com várias respostas. 
1,256 kíl 

18,045 kíl. 2,872 H, 10,5 

1,56 kHz </< 1,62 kHz, 25 

(a) 1 rad/s, 3 rad/s; (b) 1 rad/s, 3 rad/s. 

2,408 krad/s, 15,811 krad/s 

1 

(a) -; 

1 + jbjRC 

jcoRC 

(b) —- 

1 + jioRC 

10MÍ1, 100 kíl 

Prova 

Se Rj = 20 kíl, então R/ = 80 kíl e 
C = 15,915 nF. 

Se R = 10 kíl, então R f = 25 kíl, C = 7,96 nF. 
K f = 2 X 10~ 4 , K m = 5 X 10~ 3 
9,6 Míl, 32 /xH, 0,375 pF 
200 íl, 400 /xH, 1 fiF 


14.77 (a) 1.200 H, 0,5208 /xF; (b) 2 mH, 312,5 nF; 
(c) 8 mH, 7,81 pF. 

10 

14.79 (a) 8.ç + 5 + —; 

s 

10 4 

(b) 0,85 + 50 +-,111,8 rad/s. 

5 

14.81 (a) 0,4 íl, 0,4 H, 1 mF, 1 mS; 

(b) 0,4 íl, 0,4 mH, 1 ytxF, 1 mS. 

14.83 0,1 pF, 0,5 pF, 1 Míl, 2 Míl 
14.85 Ver Figura D.31. 



□ VP(R2:2) 

Frequência 

(a) 



□ VP (R2:2) 

Frequência 

(b) 


Figura D.31 Esquema para o Problema 14.85. 

14.87 Ver Figura D. 32 filtro passa-altas,/o = 1,2 Hz. 



□ VP (R3 :1) 


Frequência 


Figura D.32 Esquema para o Problema 14.87. 
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14.89 Ver Figura D.33. 



Frequência 


Figura D.33 Esquema para o Problema 14.89. 


14.91 Ver Figura D.34;/ 0 = 800 Hz. 



Frequência 

Figura D.34 Esquema para o Problema 14.91. 


14.93 


-RCs + 1 
RCs + 1 


14.95 

14.97 


(a) 0,541 MHz < f„ < 1,624 MHz; 

(b) 67,98, 204,1. 

_.v 3 LR l C,C 2 _ 

(sRÇi + 1 )(s 2 LC 2 + sR l C 2 + 1) + s 2 LC!(sR l C 2 + 1) 


14.99 8,165 MHz, 4,188 X 10 6 rad/s 

14.101 1,061 kíl 

R 2 ( 1 + sCRi) 


14.103 


R\ + /?2 sCR-iR-2 


Capítulo 15 

15.1 (a) , " (b) fl 


2 2 
s — a 


15.3 (a) ' V + 2 2 ; 

(s + 2) 2 + 9 


(b) 

(c) 

15.5 (a) 

(b) 

(d) 


(s + lf + 16 
.s + 3 


; (d) 
(e) 


1 


(s + 31-4 
8 - 12+3.5 - 6s 2 + l/ls 3 


(s + 4) 2 — 1 
4(.ç + 1) 

[(* + D 2 + 4] 2 


(í 2 + 4) 3 


72 


(í + 2) 5 
2e 

s + 1’ 


2 4 

15.7 (a) - + 


Ss + 18 
(c) — 5 ——; 
s 2 + 9 


(c) 4 - 4 í; 

5 18 

(e) 7 ; (f) sTTr (g) * 

(b) - + ;; 

s s + 2 

5 + 2 

(d) -2 - 

Í 2 + 4í - 12 


15.9 (a) 


2e~ 


2e~ s 

(b) Ã7Ti ; 

! . ■ 2 .: W)-e+ 

s + 4 s + 4 s s 


2,702í 8,415 
(c) —-+ 


6(5 + 1) 

15.11 (a)-+-—; 

s 2 + 2s - 3 


(b) 


24 (5 + 2) 

(, s 2 + 4s - 12) 2 ’ 


e ~ (2s+6 \(4e 2 + 4 e~ 2 )s + (16e 2 + 8<T 2 )] 
(c)- 5 - 

s + 6 í + 8 


15.13 (a)—-j; 

(/ + l ) 2 

... 2(s + 1) 

’ (r + 2s + 2) 2 ’ 
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15.15 

15.17 

15.19 


1 - e~“ - se~‘ 

3 2/, -3 Sn 

s - e ) 

Este é um problema de projeto com várias respostas. 
1 

1 —2 s 

1 - e 



0 < t < 1 


15.43 (a) y(t) 


1 2 

— t 2 + 2t - 1, 
2 


1 < í < 2 


1, t > 2 

, 0, caso contrário 


15.21 


(2tts - 1 + e~ 27TS ) 
2t7í 2 (1 - e~ 2 ™) 


15.23 


(a) 

(b) 


d ~ e- s f 

s(i - e- 2s y 

2(1 - e~ 2s ) - 4se~ 2s (s + s 2 ) 

s 3 (l - e~^ 


(b) y{t) = 2(1 - e~‘), t > 0, 


(c) y(t) = 


1 2 1 

T + T + , 

2 2 

1 2 1 

- 1 + t + —, 

2 2 

1 2 9 

-t 2 -3r + -, 

2 2 


-1 < r < 0 

0 < r < 2 

2 < t < 3 


15.25 (a) 5 e 0; (b) 5 e 0. 

15.27 (a) u(t) + 2e~ l u(ty, (b) 3 S(t) - 11 e~ A, u(t)\ 

(c) (2e~ f - 2<T 3 ')íí(0; 

(d) (3e~ 4 ' - 3e~ 2 ' + 6 te~ 2, )u(i). 

15.29 ^2 - 2e“ 2 'cos 3r - |e“ 2 'sen 3/jn(0, í & 0 

15.31 (a) (-5 íT' + 20e~ 2 ' - 15^ 3 >(t); 

(b) ^ —e~' + ^1 + 3í - “(O; 

(c) (—0,2e -2 ' + 0,2e _ 'cos(2r) 

+ 0,4e - 'sen(2r))n(r)- 

15.33 (a) (3e~ f + 3 sen(f) — 3 cos(f))n(f); 

(b) cos(/ — n)u(t — Tr); 

(c) 8 LI - e _f - te- 0,5í 2 e~']n(f). 

15.35 (a) [2e~ ( '~ 6) - e 2(1 6> ]u(t - 6); 

(b) *u(t)le-'-e- 4 ']-^u(t- 2)[e (r 2) -e 2) ]; 

(c) ^u(t - 1)| —3e 3(r 1;> + 3 cos 2{t - 1) 

+ 2 sen 2(r — 1)]. 

15.37 (a) (2 - e~ 2, )u{t)\ 

(b) [0,4e~ 3 ' + 0,6e~' cos t + 0,8e ' sení]w(r); 

(c) e _2( ' _4) t i(t - 4); 

/l0 10 \ 

(d) I — cos t ——cos2? Ití(t). 

15.39 (a) (— l,6e - ' cos 4r — 4,05e - ' sen 4r 

+ 3,6e~ 2 'cos 4í + (3,45e~ 2 ' sen 4f)n(f); 


, 0, caso contrário 

15.45 (4e~ 2 ' - 8 te~ 2 ')u(t) 

15.47 (a) (-e _f + 2e 2, )u{t)\ (b) (e~' - e 2, )u(t) 

/ t l „ at \ 

15.49 (a) - (e at - 1) - -j - — (aí - 1) Wí); 
Va a a" ) 

(b) [0,5cos(r)(í + 0,5 sen (2í)) 

— 0,5 sen(r)(cos(r) — l)]«(r). 

15.51 (5e _f - 3<?“ 3 ')h(í) 

15.53 cos(f) + sen(f) ou l,4142cos(í — 45°) 


15.55 


/ 1 1 
( — + —e 
\40 20 


2t 




'cos (2 f) 


——e ' sen(2r) ]n(í) 
65 / 


15.57 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
15.59 [—2,5e~' + 12e~ 2 ' - 10,5e 3 ']n(f) 


15.61 (a) [3 + 3,162 cos (2t - 161,12°)]w(í) volts; 

(b) [2 — 4e~' + e~ 4 ']n(?) amps; 

(c) [3 + 2e~' + 3íe _ ']n(í) volts; 

(d) [2 + 2e _ 'cos(2r)]n(r) amps. 


Capítulo 16 

16.1 [(2 + 10t)e 5t ]u(f) A 

16.3 [(20 + 20í)e~']w(í) V 


(b) [0,08333 cos3í + 0,02778 sen3r 

+ 0,0944e~°’ 551 ' - 0,1778e~ 5 ' 449 '] m(í). 


'8 1, 

16 - 8f, 


15.41 


z(t) = 


-16, 

8r - 80, 


112 - 8í, 


V0, 


0 < t < 2 
2 < t < 6 
6 < t < 8 
8 < t < 12 
12 < t < 14 
caso contrário 


16.5 750 íl, 25 H, 200/r,F 

16.7 [2 4- 4e“'(cos(2r) + 2 sen(2í))]«(f) A 

16.9 [400 + 789,8e~ 1>5505 ' - 189,8e~ 6>45 ']w(0 mA 

16.11 20,83 O, 80 /rF 

16.13 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
16.15 120 Í1 
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16.17 

16.19 

16.21 

16.23 

16.25 

16.27 

16.29 

16.31 

16.33 

16.35 

16.37 

16.39 

16.41 

16.43 

16.45 

16.47 

16.49 

16.51 

16.53 

16.55 

16.57 

16.59 

16.61 

16.63 

16.65 

16.67 

16.69 

16.71 

16.73 

16.75 

16.77 


[—l,3333e~ í/2 + l,3333e~ 2í ]w(f) volts 
[64,65e~ 2,679í - 4,65e~ 37 ’ 32, ]u(0 volts 
18 cos(0,5? — 90 °)u(t) volts 
[18e ' 2e~ 9 ']w(f) volts 

[20 - 10,206e“ 0 ' 05051 ' + 0,2052e“ 4 ' 949 ']M(f) volts 

10 cos(8í + 90 °)í<(í) amps 

[35 + 25e“°' 8 'cos(0,6t + 126,87°)]«(í) volts, 

5e~°’ 8í [cos(0,6t — 90°)]u(f) amps 

Este é um problema de projeto com várias respostas. 

[3,636e“' + 7,862e-°' 0625 ' 
cos(0,7044í — 1 17,55 °)]m(í) volts 

[-6 + 6,022e _al672 ' - 0,021e“ 47|84 ']í/(f) volts 

[0,3636e “ 2r cos(4,583? - 90°)]«(í) amps 

[200te 10, ]«(í) volts 

[3 + 3e~ 2í + 6 te 2 ']u(t) amps 

[; 0 /(íi>C)] cos(wt + 90°)u(t) volts 

[15 - 10e _0lS '(cos(0,20 - sen(0,2f))] u(t) A 

[0,7143e~ 2 '- 1,7145e ~ °’ 5, cos( 1,25f) + 3,194e~°' 5 ' 

senf l ,25 í)|m(í) A 

[-5 + 17,156e _ 15,1251 cos(4,608/ — 73,06°)]u(f) amps 
[4,618e~ r cos(l,7321r + 30°)]u(f) volts 
[4—3,2e r — 0,8e 6, ]w(í) amps, 

[ 1,6e r — l,6e~ Sf ]tí(í) amps 

(a) (3/*)[l - *“*]; (b) [(2 - 2 e^Mt) 

- (2 - 2e ,,5( ' V) )u(t-\)\ V. 

[e~ r - 2e ,/2 cos (í/2)]«(f) V 
[6,667 - 6,8e _1,2306r + 5,808e“°- S347 ' 
cos(l,4265f + 88,68 °)]m(í) V 
[5e~ 4í cos (2í) + 230e~ 4 'sen(2 t)]u(t)V, 

[6 — 6e 4, cos (2f) — 11,375 e~ 4f sen (2 t)]u(f) A 

{2,202e~ 3 ' + 3,84fe~ 3 ' - 0,202 cos(4t) 

+ 0,6915 sen(4f)}u(í) V 

[e 10í — e 10/ ] u(t) volts; este é um circuito instável! 

6,6670 + 0,5)/0O + 2)0 + 3)], -3,3330 -1)/ 

00 + 2)0 + 3)] 

10[2e _1 ' 5 ' -0']»(t)A 
IO 5 2 
5 2 + 4 

5 25(5 + 2) 12i 

20 + 3) s 2 + 4 s + 20 sr + 4s + 20 

95 

3s 2 + 95 + 2 


16.79 (a) —r-; 

35 2 + 25 -9 


16.81 — 1 /(RLCs 1 ) 


R 


(b) 


- 3 
2 s 


16.83 (a) -e~ R,/L u{t)- (b) (1 - e~ Rt,L )u{t). 


16.85 [3e r - 3e~ 2 ' - 2 te~ 2r ]u(t) 

16.87 Este é um problema de projeto com várias respostas. 


16.89 


vc 


Vo(t) = 


-0,25 1 

-1 0 


Vc 

i'r 


0 1 
1 0 


r 

vc 

+ 

0 

0' 

V s 

.0. 

. *L - 


.0 

0. 

. 4 . 


16.91 


Xl 

IA2J 


0 1 
-3 -4 


Xl 

Lx 2 J 


z(t)\ 


y(t) = [io] 


Xl 

Lx 2 J 


[0]z(í) 


16.93 

'vr 

= 


-X 3 - 



0 1 
0 0 


+ 


z(t). 


y(t) = [ 100 ] 


Xl 

x 2 

Lx 3 . 


[0]z(0 


16.95 [ — 2,4 + 4,4e 3f cos(í) — 0,8e 3r sen(t)]u(f), 
[ — 1,2 — 0,8e 3í cos(í) + 0,6e 3l sen(f)]w(í) 

16.97 (a) (e 1 — e~ 4r )u(í); (b) o sistema é estável. 

16.99 500 /rF, 333,3 H 

16.101 100/x F 

16.103 -100,400,2 X 10 4 

16.105 Se fizermos L = R 2 C então VJI 0 = sL. 


Capítulo 17 

17.1 (a) periódica, 2; (b) não periódica; 
(c) periódica, 2 ir; (d) periódica, ir; 
(e) periódica, 10; (f) não periódica; 
(g) não periódica. 

17.3 Ver Figura D.35. 
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0 2345678 <o 



Figura D.35 Esquema para o Problema 17.3. 
\ ■ 12 

17.5 — 1 + y, -senrcf 

n = i htt 


17.7 1 + 


n =impar 

3 


ii = OL 


4/777 2 mrt 

sen —— cos- 


mr 


H-1 1 — cos- 

n 77' 


3 

4/7 77 


3 

2mrt 


. Ver Figura D.36. 



17.9 a 0 = 3,183, aq = 10, a 2 = 4,244, a 3 = 0, 
b 1 = 0 = b 2 ~ b 3 

x - ' 10 

17.11 2-i 2 -> j(j nTT /2 — 1) sen 7777/2 

n=-oo n 77 

+ mr sen mr/2\e jn ^^ 2 

17.13 Este é um problema de projeto com várias respostas. 


17.15 (a) 10+ £ 


16 


1 


“ V (n z + 1 r n° 


cos^lO/zf 

(b> 10+ £ 


tg 

477 


16 


n =i V (n z + 1) n 6 

í -i 4/7 3 > \ 

sen lOní + tg —;- • 

V n 2 + 1 J 

17.17 (a) nem ímpar nem par; (b) par; (c) ímpar; (d) par; 

(e) nem ímpar nem par. 

17.19 , sen>iir/2-(cos t th — cos «77-/2) 

n <w“ na> 0 

5 2 cos trn/2 

-r(sen 7rn — sen mr/2) -cos nir - 

ncoi no) 0 mü 0 

1 \ - 
i7.2i - + y 
2 ^ 


2 2 

i n ir L 


1 — cos 


n TT 
2 


mrt 

2 


17.23 Este é um problema de projeto com várias respostas. 

17.25 

3 


«=i 

n —ímpar 


+ 


Í2Trn\ \ 2 /2it7í\] /2irn\ 

ItíH+wHt/Ht-,) 

(¥)M 


( 2tth\ 


i 2 \ 3 / mr 
17.27 (a) ímpar; (b) -0,045; (c) 0,383. 


2irn\ 
3 ) 


2 1 

2 —cos (nt) -sen(//í) 


17.29 2Z 

k=\ Ln TT 

I 277 277 

17.31 co„ =-= —— = aco„ 

T T/a 


, n = 2k — 1 


r 


f(at) cos mo' n t dt 


Seja at = À, dt = dX/a, e crE' = T. Então, 

, 2 “ r 

a„ = — /(A) cos 7icü„A dA/a = a„ 


De modo similar, b'„ = b n 
17.33 v„(t ) = X A„sen(í777í - 6>„)V, 


A„ = 


8(4 - 2«V) 


V(20 - 10« 2 T7 2 ) 2 - 64/i 2 t7 2 

,( Smr 
6n = 90° - tg- 1 ! 


.7 V" / 277/7 \ 

17.35 —b ^jA„cos(-b 9„ I, onde 


A„ = 


6 2/7 77 

- sen - 

mr 3 


V 977 V + (2t7 2 /z 2 /3 - 3) 2 ’ 

2/7 77 1 

9 mr j 


77 

°" = 2 ~ tg 


VV 2(1 — cos 77/7) , 

17.37 2. - . ^^C0S(/7 77f — tg 77 77) 

ii = l VI + 77 2 77 2 
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17.39 


17.41 


17.43 


17.45 

17.47 

17.49 


17.51 

17.53 

17.55 

17.57 

17.59 

17.61 


1 200 

-1- 2-i /„sen(r!T7? — 6„), n = 2k 

20 tt k = i 


6 n = 90° + tg- 1 - 


/„ = 


802;nT 

I 


nV(804mr) 2 + (2n 2 TT 2 - 1.200) 


1, 


-f- X! A„ cos(2/7í + 6 n ) onde 

77 n = 1 

An = _ 20 

17(4/Í 2 - l)Vló/7 2 - 40/1 +29 

d,, = 90° - tg _1 (2n - 2,5) 

(a) 33,91 V; 

(b) 6,782 A; 

(c) 203,1 W. 

4,263 A, 181,7 W 
10 % 


(a) 3,162; 

(b) 3,065; 

(c) 3,068%. 

Este é um problema de projeto com várias respostas. 


£ 


0,6321e j2 " lr ' 
, 1 + j2mr 


£ 


n — — °° 


i + e - Jn7r 
2ir(l - n 2 ) 


jnt 


-3 + 


n = 


1 ~ 

oo, n *0 n 


3 


l _ gjSOnt 

- 2 


n— — 
n=£0 


(2 n + 1)77 


(a) 6 + 2,571cos t — 3,83sen? + l,638cos 2t 
— 1,147 sen 2 1 + 0,906 cos 3 1 — 0,423 sen 3 1 
+ 0,47 cos At - 0,171 sen 4f; (b) 6,828. 


17.63 Ver Figura D.37. 

17.65 Ver Figura D.38. 

17.67 

DC COMPONENT = 2.000396E+00 


1,333 



Figura D.37 Esquema para o Problema 17.63. 


2,24 




HARMONIC 

NO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 


FREQUENCY 

(HZ) 

1.667E-01 
3.334E-01 
5.OOIE-Ol 
6.668E+01 
8.335E-01 
l.OOOE+OO 
1.167E+00 
1.334E+00 
1.500E+00 


FOURIER 

COMPONENT 

2.432E+00 
6.57 6E-04 
5.403E-01 
3.343E-04 
9.716E-02 
7.481E-06 
4.968E-02 
1.613E-04 
6.002E-02 


NORMALIZED 

COMPONENT 

l.OOOE+OO 
2.705E-04 
2.222E-01 
1.375E-04 
3.996E-02 
3.076E-06 
2.043E-01 
6.634E-05 
2.468E-02 


PHASE 

(DEG) 

-8.996E+01 
-8.932E+01 
9.OllE+01 
9.134E+01 
-8.982E+01 
-9.OOOE+Ol 
-8.975E+01 
-8.722E+01 
-9.032E+01 


NORMALIZED 
PHASE (DEG) 

0.OOOE+OO 
6.467E-01 
1.801E+02 
1.813E+02 
1.433E-01 
-3.581E-02 
2.173E-01 
2.748E+00 
1.803E+02 
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17.69 


HARMONIC 

NO 

1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

TOTAL 


FREQUENCY 

(HZ) 

5.OOOE-Ol 
1.OOOE+OO 
1.500E+00 
2.OOOE+OO 
2.500E+00 
3.OOOE+OO 
3.500E+00 
4.OOOE+OO 
4.500E+00 


FOURIER 

COMPONENT 

4.056E-01 
2.977E-04 
4.531E-02 
2.969E-04 
1.648E-02 
2.955E-04 
8.535E-03 
2.935E-04 
5.258E-03 


NORMALIZED 
COMPONENT 

1.OOOE+OO 
7.341E-04 
1.117E-01 
7.320E-04 
4.064E-02 
7.285E-04 
2.104E-02 
7.238E-04 
1.296E-02 


PHASE 

(DEG) 

-9.090E+01 
-8.707E + 01 
-9.266E + 01 
-8.414E+01 
-9.432E+01 
-8.124E+01 
-9.581E + 01 
-7.836E+01 
-9.710E+01 


NORMALIZED 
PHASE (DEG) 

0.OOOE+OO 
3.833E+00 
-1.761E+00 
6.757E+00 
-3.417E+00 
9.659E+00 
-4.911E+00 
1.254E+01 
-6.197E+00 


HARMONIC DISTORTION = 1.214285+01 PERCENT 


17.71 Ver Figura D. 39. 



□ V(l) O V(2) 

Tempo 


Figura D.39 Esquema para o Problema 17.71. 


17.73 300 mW 

17.75 24,59 mF 

17.77 (a) 7r; (b) -2 V; (c) 11,02 V. 

17.79 Veja a seguir o programa em MATLAB e os resultados. 

% for problem 17.79 
a = 10; 
c = 4.*a/pi 
for n = 1:10 

b(n)=c/(2 *n-l) ; 
end 
diary 
n, b 

diary off 


n b n 


1 12,7307 

2 4,2430 

3 2,5461 

4 1,8187 

5 1,414 

6 1,1573 

7 0,9793 

8 0,8487 

9 0,7488 

10 0,6700 

A 2 

17.81 (a) y; (b) | Cl |j = 2A/(3ir), |c 2 | = 2A/(15ir), 

|c 3 1 = 2A/(35 tt), |c 4 | = 2A/(63t7); (c) 81,1% 
(d) 0,72%. 
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Capítulo 18 


18.1 


2(cos2íi) — coso)) 

jo> 


18.3 

18.5 

18.7 

18.9 

18.11 

18.13 


18.15 

18.17 


18.19 

18.21 

18.23 


18.25 

18.27 


18.29 


—^( 2 aicos 2 ft) — sen 2 &>) 

&) 

2 j 2j 

-r sen co 

o» co 

2 - e jm - e J2a> 5e i2ú> 5 

(a)-;-; (b)-— (1 + jco 2 )-j- 

JCO CO CO 

2 4 

(a) —sen 2 w H-senw; 

CO (O 

2 2e~ iw 

(b) ,- 5—(1 + jta). 


2 2 

co 

,(e > " 2 - D 


(a) ne 27r ^ 3 S(co — a) + ire 2 ^^ 3 8(co + a); 


(b) 


(c) t7[5(üj + b) + 8{co - b)] 


íttA 

+ - [ô(a> + a + b) — 8(co — a + b) 

+ 8(co + a — b) — S(co — a — b)\, 

1 

(d) — - 


e~ J4a> 


-{jAco + 1 ). 


2e~ ja 1 jco 

(a) 2j sen3<w;(b) —-;(c) - - — • 

jco 3 2 

(a) ^[8(co + 2) + 8(co - 2)] - ; 

£ co — 4 

(b) J ^-[8(co + 10) - S(a, ~ 10)] - 10 

£ (o — 100 

jco 

2 - - D 


&) — 4-77“ 
Prova 

(a) 


30 


(b) 


(c) 


(6 -»(15 -» 
20e W2 

(4 + »(10 +j(o)’ 
5 


[2 + j(co + 2)] [5 + j(co + 2)] 
5 


[2 + j(co — 2)] [5 + j(co — 2)] 
jco 10 

(d) - - -; 

(2 + jco ){5 + »’ 

10 

(e) - 1 - 778(0/). 

W M2+»(5+» 

(a) 5e 2, u(t)\ (b) 6e~ 2 '; (c) (-10 e'u(t) + 10 e 2 ')u(t). 

(a) 5sgn(r) — 10e~ 10 '«(0; 

(b) 4e 2 'u(-t) - 6 e~ 3, u(t)\ 


(c) 2 e 'sen(30fM0;(d) -17. 

1 4 sen2f 

(a) —d + 8cos30; (b)-; 

Ztt ttT 

(c) 3ô(í + 2) + 3S(í - 2). 


18.31 


18.33 

18.35 


18.37 

18.39 

18.41 

18.43 

18.45 

18.47 

18.49 

18.51 

18.53 

18.55 

18.57 

18.59 

18.61 

18.63 

18.65 

18.67 

18.69 


(a) x(t) = e at u(t)\ 

(b) x(t) = u(t + 1 ) — u(t — 1 ); 

(c) x(t) = K8{t ) - ^e~ M u(í). 


2/senf 

(a) ,-(b) u(t - 1 ) - u(t - 2 ). 

r — 77“ 


e~ Jw/3 1 
(a) ——; (b) 


1 


1 


6 + jco 2 2 + j(co + 5) 2 + j(co — 5)_ 

1 1 
- 2 ’ (e)- 


jco 

(c) t ; (d) 


2 + jco (2 + jco) (2 + jco) 


4 + j3a> 

10 3 í 1 + J_ 

10 6 + jco\jco co 2 



2jco(4,5 + j2co) 

(2 + jco){4 - 2co 2 + jco ) 
1.000(e 1( - e 1,25t )ujt) V 
5(e~‘ - e~ 2, )u(t)A 
16(e~' - e^ 2, )u{f) V 
0,542 cos (t + 13,64°) V 
16,667 J 


682,5 J 
2 J, 87,43% 

(16e ' - 20e~ 2 ' + 4<T 4 >(f) V 

2X(co) + 0,5X(co + co 0 ) + 0,5X(co - co 0 ) 

106 estações 

6,8 kHz 

200 Hz, 5 ms 

35,24% 


Capítulo 19 


19.1 


19.3 


19.5 


19.7 


19.9 


2 3,333 


n 


n 


(8 + 712 ) j 12 

j 12 -;8J 

5 2 + 5 + 1 1 

s 3 + 2s 2 + 35+1 s 3 + 25 2 + 35 +1 


1 


5 +25 + 2 


_5 + 25 + 35 +1 5 + 25 + 35 +1 

29,88 3,704' 

L —70,37 11,11. 


íl 


2,5 1,25 

1,25 3,125 


íl 


19.11 Ver Figura D.40. 
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lí! j5 fi 

o— wa— nnnp- 


3 n j] n 

—vvw- ann —o 


19.39 g n 


1 


R 


g 12 


5fi 


-j2Q. 


R\ " Rj 
R 2 

§21 — „ . „ > #22 — 


Ri + R 2 
RiR 2 


Ri + R 2 


Ri + R 2 


Figura D.40 Esquema para o Problema 19.11. 


19.13 329,9 W 
19.15 24 íl, 384 W 


19.17 

9,6 

- 0 , 8 ' 

íl e 

0,105 

0 , 01 ' 


.- 0,8 

8,4 . 

. 0,01 

0 , 12 . 


19.19 Este é um problema de projeto com várias respostas. 
19.21 Ver Figura D.41. 



Figura D.41 Esquema para o Problema 19.21. 


19.25 Ver Figura D.42. 


0,5 S 



19.27 


0,25 0,025 

5 0,6 


19.29 (a) 22 V, 8 V; (b) igual. 

19.31 


3,8 íl 0,4 
-3,6 0,2 SJ 


19.33 


(3,077 + 71,2821) Í1 0,3846 - j 0,2564 
-0,3846 + y'0,2564 (76,9 + 282,1) mS 


19.35 


' 2 íl 0,5 
.-0,5 0 

19.37 1.1905 V 


19.41 

19.43 

19.45 

19.47 

19.49 

19.51 


Prova 
(a) 


(b) 


1 - 7 0,5 
0,25 S 

0,3235 
0,02941 S 


-j2 íl 
1 

1,176 n 

0,4706 


2 s + 1 


(s + l)(3s + 1) 


-Í1 

s 

1 

2 + - 
s 


2 

Ü 


19.53 
19.55 Prova 


2 +j 5 
“2 + j. 

A 


Zn — Z\ 2 — 


AD - BC 
C 


z 21 — 


C 


Z 22 — 


D 

C 


19.57 


3 1 
1 7 


a 


7 

-1 ' 


r-n !l 

7 7 

20 

2Õ~ 

s, 


-1 

3 

-1 1 

_ _ç 

_ 20 

20 _ 


7 7 s _ 


19.23 

5 + 2 — ( S + 1) 

S 2 + 5 + 1 

0,8(s + 1) 

r 1 -1 

-s — 


'7 20 íí' 


’ s 2 + l,8s + 1,2 




\s 1 í) 

L s J 

- —a 

3 3 


[1 S 3 J 


19.59 


16,667 6,667 

3,333 3,333 

2 

0,3 S 


10 íí 
-1 

5 


a 

5 

0,3 s 


0,1 -0,2 

-0,1 0,5 

10 Ef 

1 


19.61 (a) 


19.63 


19.65 


19.67 


19.69 


íl, (b) 


-Í1 

5 

-4 


4 

5 

!» 


(c) 


S, 


5 

4 

! s 


4 

5 

4 


0,8 2,4 

. 2,4 7 , 2 . 

íl 

0,5 

1 

3 

-0,5 

- 0,5 

2 

3 

5/6 _ 

4 

63,29 a' 

.0,1576 S 

4,994 


i + 1 — (3s + 2) 

s + 2 2(.v + 2) 

—(3j + 2) 5s 2 + 4í + 4 


2(s + 2) 


2 s(s + 2) 






























































































• 864 Apêndice D • Respostas para os problemas ímpares 


19.71 

19.73 

19.75 

19.77 

19.79 

19.81 

19.83 

19.85 


2 

3,334 


-3,334 

20,22 


fi 


14,628 3,141 

5,432 19,625 


0,3015 

0,0588 


-0,1765 

10,94 


S; (b) -0,0051. 


0,9488 /-161,6° 
0,3163 /—161,6° 

4,669 / -136,7° 
2,53 /-108,4° 

1.5 —0,5 j ( 

3.5 l,5j ' 

0,3235 
0,02941 S 

1,581 /71,59° 

j s 


0,3163 /18,42° 
0,9488 /-161,6° 

2,53/ -108,4° j 
1.789 /—153,4° J 1 


1,1765 Í1 
0,4706 

-j Cl 
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